Sitzungsberichte
der i
mathematiseh-physikalischen Klasse
der

K. B. Akademie der Wissenschaften

zu Miinchen

1912. Heft I

Noveniber- und Dezembersitzung

Miinchen 1912

Verlag der Koniglich Bayerischen Akademie der Wissenschaften

in Kommission des G, Franz'schen Verlags (J. Roth)

B,

~%

\

’ )
2, 2AY

5
5,

W

s



511

Uber die singuliren Liosungen einer Differential-
gleichung erster Ordnung mit zwei Veréinderlichen,
die zugleich partikuldre Integrale sind.

Von Paul Stiickel.

Vorgelegt von W. v. Dyck in der Sitzung am 7. Dezember 1912,

W. v. Dyck hat in seiner Abhandlung: Uber die sin-
guliren Lisungen einer Differentialgleichung erster
Ordnung mit zwel Variabeln, inshesondere éiher die-
jenigen, welche zugleich partikulire Integrale sind?),
zum ersten Male der funktionentheoretischen Behandlung der
singuldren Losungen eine geometrische Behandlung an die
Seite gestellt. Iir hat sich dabei von dem Gesichtspunkt leiten
lassen, die auftretenden Moglichkeiten an einer grioferen Zahl
charakteristischer Beispiele anschaulich zu machen, diese Bei-
spiele aber nicht beliebig herauszugreifen, sondern sie syste-
matisch und jeweils so einfach wie moglich aunszuwiihlen. Bei
dem Tall, dafy eine partikuliive Integralkurve von einer Gruppe
von Zweigen weiterer partikuliiver Integralkurven berithrt
wird, also zugleich eine eigentliche singuliire Losung ist,
hat v. Dyek das .klassische Beispiel* untersucht und graphisch
dargestellt, das Canchy in seinen Legons sur le calcul dif-
férentiel et le calcul intégral (Paris 1844) angegeben
hatte, niimlich die Differentialgleichung dritten Grades

ye —day-y' 8y =0
mit dem allgemeinen Integral
y = U@ — C),
das fir ¢'==0 die zugleich singulire und partikuliire Losung

1) Abhandlungen der . B. Akademie der Wissenschaften, math.-
phys. Klasse, XXV, Bd., 4. Abh. Miinchen 1910,
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y =0 ergibt. Gewil liit dieses Beispiel an Einfachheit nichts
zu witnschen iibrig, allein es entsteht doch die systematische
Frage, ob es nicht bereits unter den Differentialgleichungen
zwelten Grades solche gibt, bei denen eine partikuliir-singulire
Losung der beschriebenen Art vorhanden ist. Im folgenden
soll gezeigt werden, daffi diese Frage zu verneinen ist.

An Stelle der Differentialgleichung zweiten Grades he-
trachte man die zugeordnete Schar der Integralkurven, die ein
gewisses Gebiet der 2 y-Ibene zweifach iiberdecken und durch
eine Gleichung

F@ 1) O + g (e, 1) O+ I, 5) = 0
dargestellt werden. Dann darf unbeschadet der Allgemeinheit
angenommen werden, daf die Kurve K, die eine partikulir-
singulire Losung liefert, dem Werte == 0 entspricht. Diese
Kurve muf also der Gleichung

(e, y) = 0

geniigen, das heifst, das veelle geometrische Gebilde, das durch
diese Gleichung erklirt wird, und das mit M hezeichnet werden
moége, mubi die Kurve A als Bestandteil enthalten. Damit
andererseits die Kurve K von einer Gruppe von Zweigen wei-
terer partikuliiver Integralkurven bertihrt wird, muf in 1hr die
Diskriminante
Af (e, y) b y) —g* (@, y) =0
sein, also, weil % (z. y) bereits verschwindet, die Gleichung
9@,y =0

bestehen, das heifit, das reelle geometrische Gebilde, das durch
diese Gleichung erkliirt wird und das mit (¢ bezeichnet werden
mbge, muls ebenfalls die Kurve K als Bestandteil enthalten.
Dagegen darf jetzt das reelle geometrische Gebilde I7, das
durch die Gleichung f(z, %) = 0 erklirt wird, nicht den Be-
standtell K enthalten, weil K sonst eine ,parasitische® Kurve
wiire, die mit der betrachteten Differentialgleichung gar nichts
zu tun hat.

Die soeben abgeleitete  Bedingung, daf die Gebilde
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und H die Kurve K gemeinsam haben miissen, ist notwendig.
Untersuchen wir jetzt, ob sie hinreichend ist, hetrachten wir
also eine Kurvenschar
[, )+ g,y C+ L, y) =0,

hei der den geometrischen Gebilden GF und H, die durch die
Gleichungen g(z,y) =0 und % (z, y) = 0 dargestellt werden,
ein Bestandteil £ gemeinsam ist, withrend diese Kurve K dem
durch die Gleichung f(z,y) = 0 dargestellten Gebilde nicht
angehort.  Es sel €' irgend ein von Null verschiedener Wert
der willkiirlichen Konstanten . Auf der zugehorigen Integral-
kurve K' besteht die Gleichung

f(“(’ .Z/) e + .{/('7“ ’/) o + h (Z, 7/) = 0.
Mithin miissen die Punkte, die den Kurven XK und K’
meinsam sind, der Gleichung

[, ) 0% =0
geniigen, oder da €' von Null verschieden ist, der Gleichung

/‘(‘7;5 '/) =0.

Allein das durch diese Gleichung dargestellte reelle geo-
metrische Gebilde 17 sollte die Kurve A7 nicht enthalten. Mithin
liefern nur diejenigen Werte €' cine Kwrve K die mit der
Kurve A einen Punkt gememsain hat, bel welchen die Kurve &,
durch einen Sehnittpunkt der Kurve K mit dem Gebilde F hin-
durchgelit. Diese Schnittpunkte kiinnen aber, der Voraussetzung
nach, keinen stetigen Teil von A erfiillen, und daher ist X
keine Integralkurve der verlangten Art.

oe-
age

Damit ist der verlangte Beweis geliefert. Man wird jedoch,
um das Verhalten der Differentialgleichungen zweiten Grades
ganz zu verstehen, wissen wollen, welche Rolle der Integral-
kurve X in der Schar der Integralkurven zukommt. Die Unter-
suchungen W. v. Dycks geben hieriiber willkommene Auf-
klirung. Nach der von ihm eingefithrten Bezeichnungsweise
ist die Kurve AU eine Grenzkurve, das heilit eine Kurve, der
sich eine Schar von Zweigen der partikuliiven Integralkurven
von einer oder von zwel Seiten anniibert, ohne sie (singulire
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Stellen ausgenommen) zu beriihren oder zu durchsetzen; es ist
dies der ,Typus II¢ der singuliren Losungen. Als einfachstes
Beispiel fiir das Auftreten einer solchen Grenzkurve gibt v. Dyck
(a. a. 0., S. 32) die Differentialgleichung

ma oyt +y@me —nty)-y' -+ my® = 0.
Legt man in ihr den Konstanten m und n die Werte bei:
m=—1, n=-+1,
so erhiilt man die Differentialgleichung
oyt +yQe 4y -y +yt =0,
der die Kurvenschar

2 —yC

geniigt.  An dieser Differentialgleichung lassen sich die vor-
hergehenden Betrachtungen in lehrreicher Weise erliutern.
Die Gebilde ¢+ und H haben hier die Gerade y = 0, also die
a-Achse, gemeinsam, und diese ist hier die Kurve X, die dem
Werte €= 0 entspricht. I[st € von O verschieden, so erhilt
man lauter gleichseitige Hyperbeln, die zur gemeinsamen Asym-
ptote die x-Achse haben, also die Kurve K nicht beriihren.
Vielmehr ist die x-Achse cine Grenzkurve, der sich die gleich-
seitigen Hyperbeln mit abnehmendem C unbeschrinkt nithern?).

2y =0

1) Herr v. Dyeck teilt mir hiezu die folgende geometrische Bemer-
kung mit:

Deutet man in bekannter Weise die Gleichung I(x, y, C) = 0 der
Integralkurven als Fliche im Raum z, y, 2 = C, so ist Bedingung fiir
eine zugleich partikulire und eigentlich singulire Losung, daf die Pro-
jektion eines Zweiges der UmriBilinie der Fliiche = 0 auf die =y -Ebene
mit der Projektion eines Zweiges einer Integralkurve 2 == (j zusammen-
filllt. Dann aber wird diese Fliche von den Erzeugenden des projizieren-
den UmriBzylinders nicht nur in jenen Umripunkten beriihrt, sondern
auch noch in den Punkten jenes Zweiges von z= (, geschnitten, sie
muf also mindestens vom dritten Grade in z sein.

Im Falle der ,Grenzkurve® (singulire Losung vom Typus II) fillt
dagegen ein Zweig der UmriBlinie selbst mit einem Zweig der Kurve
2 = () zusammen und damit ist die Moglichkeit gegeben, daf die Fliche
I'=0 in z nur vom zweiten Grade ist, wic in dem oben herangezogenen
Beispiel des Kegels 22 — 2y — 2y = 0.



