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Eine quantitative Priifung der Theorie fiir die
Interferenz-Erscheinungen bei Rontgenstrahlen.

Von M. Laue.

Vorgelegt von A. Sommerfeld in der Sitzung am 6. Juli 1912.

Vor kurzem verdffentlichten W. Friedrich, P. Knipping
und der Verfasser!) an dieser Stelle Beobachtungen iiber Inter-
ferenzerscheinungen, die beim Durchgang von Rontgenstrahlen
durch Kristalle entstehen, sowie eine Theorie dazu, welche sich
qualitativ der Erfahrung anschlof. Jetat soll diese Theorie
ciner ersten cuantitativen Priifung unterzogen werden. Mag
es sein, dal; es dabel nicht gelingt, zur vollen Wahrheit durch-
zudringen, dafi hesonders die Werte fiir die Wellenliingen der
Ronteenstrahlen spiiter ersetzt werden miissen durch andere,
welehe zu ihnen mn einfachen, rationalen Verhiiltnissen stehen.
Das eine geht wohl aus der weitgehenden Ubereinstimmung
mit der Erfahrung hervor: daf die Theorie auf dem rechten
Wege ist. Zugleich mag das Folgende als Beispiel fiir das
Verfahren niitzlich sein, nach welchem Photogramme, wie die
dort veriffentlichten, auszuwerten sind. Wir wiihlen dazu die
Fig. 5 auf Tafel I1, bei welcher das reguliir kristallisierte Zink-
sulfid parallel einer vierzithligen Symmetrieachse durchstrahlt
wirds  Die Gitterkonstante « ergibt sich aus der ﬁ]_)erlegung,
day jedem Elementarwiirfel dieses Gitters ein Zink- und ein
Schwefelatom entspricht. Bezeichnet also

1) W. Friedrich, I'. Knipping und M. Laue, diese Verhandlungen
1912, p. 303. Die dortige Numerierung der Gleichungen und Figuren
wird hier fortgesetat.

Sitzungsb. d. math,-phys, K1, Jahrg, 1912, 24
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N = 6,17.10%
die Zahl der Molekeln 1im Mol?),
m == 65,4 + 32 = 97,4

das Molekulargewicht und

5 = 4,06
die Dichte?), so mul
N =2 10)
)

sein, weil beide Seiten der Gleichung das Volumen eines Mols
darstellen. Daraus folgt:

« = 3,38.10~% em. 11)

Wie schon erwithnt (p. 307), legt man zweckmiilig dic
Koordinatenachsen in die Richtungen der Wiirfelkanten. Die
drei Sinusquotienten des Intensitiitsausdruckes 6) haben dann
nach 8) ihre Maxima aul den Kegelfliichen

Y ) /.
5 =1, 1l—y =/, .
/ 2 ” / 3 «

a="hn

Die Schnitte der beiden ersteren Scharen mit der senkrecht zur
z-Richtung stehenden photographischen Platte sind Hyperbeln,
withrend die Gleichung y == const. konzentrische Kreise um den
Durchstofipunkt des primiiven Strahles ergibt; die Radien dieser
Kreise sind proportional zur Tangente des Achsenwinkels

@ = arccosy

der zugehdrigen Kreiskegel.
Um das Photogramm theoretisch nachzukonstruieren, er-
setzt man zweckmiifig die wirklichen Koordinaten

z=al@t 4P F oy =Vt P
eines Punktes auf der Platte durch « und p als rechtwinklige
Koordinaten, Dann bhekommen die Kreise

) M. Planck, Wirmestrahlung. Leipzig 1906, p. 162.
2) Landolt-Bdrnstein, Tabellen. Berlin 1894, p. 62p.
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v =11 — (« + f2) = const.
Radien gleich

Va4 f2 = sin .

[n radialer Richtung ist also die Zeichnung gegen das Photo-
aramm verzerrt.  Erhalten dagegen bleiben alle Winkel, deren
Spitze im Mittelpunkt liegt und damit die Winkelabstiinde der
zu herechnenden Flecken, weil

2]
)

UL p =2xY

ist. Vor allem aber werden die Kurven a = const. und f = const.
jetzt zu den Koordinatenachsen parallele dquidistante Gerade;

. 5 . , . . . "
henutzt man bei der Zeichnung = als Lingeneinheit, so findet
a

man diese auf Koordinatenpapier unmittelbar vor. Jedem
Schnittpunkt soleher Geraden entspricht ein Schnittpunkt von
zwel Hyperbeln im Photogramm, d. h. ein migliches Kreuz-
gitterspelitrum.  Bs fragt sich nun, welche von diesen Pankten

. - . : . :
einem Kreise 1-— 5 ==/, = naheliegen. Wie nahe sie daran
a

licgen miissen, um wirklich sichtbar zu werden, entzieht sich
vorliiufig unserer Beurteilung. Wir rechnen im folgenden, als
ob sie genau auf ilmen liegen miiliten, d. h. als ob die Glei-
chungen 8) alle genau erfiillt wiren. Jedem Interferenzpunkt
sind dann drei ganze Zahlen 7y, Ay, hy, seine Ordnungszahlen,
zugeordnet. Diese fiur spektral homogene Strahlung sicherlich
nicht zutreffende Annahme hat auf die zu errechnende Lage
der Interferenzpunkte keinen merklichen Einfluli, Auffilliger
wird ihr Einflub auf die zu berechnenden Werte der Wellen-
linge, insofern sich diese auch dann ein wenig unterscheiden
werden, wenn sie sich auf dieselbe Strahlung beziehen. So
lassen sich die unten gefundenen, einige Prozente betragenden
Differenzen dieser Art erkliren. Wie weit dabel die tatsiich-
liche Unbestimmtheit der Wellenlinge infolge der spelktralen
Inhomogenitiit cine Rolle spielt, bleibt eine offenc Frage.
94%
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Haben wir nun fir ein Intensititsmaximum die drei Ord-

nungszahlen % gefunden, so bestimmt sich das Verhiltnis (;
wegen der Gleichungen 8) und der Identitiit
@+ 4y =1

L 2hy
a k4R

zu

13)

Die Richtungskosinus «, £, ». d. h. die Lage eines Interferenz-
8 [N IVE] o

punktes, bestimmt sich wegen 8) eindeutig aus den Ordnungs-

zahlen . nach den Formeln:

20y hy 2ligh, Iy =& by — s

o= 5y 12 = 7 9 21 =y o 792°
W R4 JEENuy LIy P A * Ry ¥ NS

Die Koordinaten z, ¥ eines Interferenzpunktes im Photogramm

hingen natiirlich aufierdem noch vom Abstand z der DPlatte
vom Kristall ab; fiir sie gelten die Formeln:
a 20y by . s 20,1y

=-g= 5 5 2, ="pg= 23 2z 131
T R R YT T R e )

i 18a)

Da die Zahlen % ganze Zahlen sind, so sind sie und damit der
. A . :
nach 13) bestimmte Wert - von kleinen Beobachtungsfehlern
@

unabhingig.

In dem genannten Photogramm fassen wir zuniichst den
zweiten Ring von innen ins Auge, der einen sehr stark aus-
gepriigten, der Symmetrie wegen achtfachen Punkt triigt. Sein
Radius, bestimmt aus dem Abstand einander gegeniiberliegen-
der Punkte, ist » = 1,25 ¢cm. Da der Abstand der Platte vom
Kristall 2 = 3,56 cm?) betrug, so folgt

1) Dieser Abstand z war experimentell nicht so genau bestimmt.
wie er hier angegeben ist, schon weil der photographische Film nie ganz
eben ist. Der Wert 3,56 cm ist so gewiihlt, dafi die Radien der Ringe
in der Berechnung maglichst genau mit den am Photogramm gemessenen
stimmen. Somit enthiilt die Messung eines einzelnen Radius noch keine
Priifung der Theorie, sondern nur die Messung der (Juotienten aus den
Radien verschiedener Ringe.
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tg g = ; = 0,350, @ = 19°20°
cos ¢ = y == (,9436
1— y = 0,0564

Ist der fragliche Ring von der 1. Ordnung, so mufi nach der
dritten der Gleichungen 8)

40,0564 14)
[22

sein. Dann aber miissen wir wegen der Ganzzahligkeit der /
nach 13) schlieken:

2hE = hi + I+ b = 36.

Fig. 3.

72
115

10k

g

~

Auf dem Koordinatenpapier (Fig. 3) findet man nunlleicht
die Punkte

h, =

.—n —
hy =23, hy,=25
K
L =05

fir welche, wenn /iy, =1, X/2= 35 ist. Messen wir ihre
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Winkelabstinde gegeneinander und gegen die Achsen, so finden
wir villige Ubereinstimmung mit der Lage jener acht Punkte
m  Photogramm. Somit werden wir dieser Wellenliinge den
achtfachen Punlt

A

hy I, Iy Y/ . nach 13)
\ ' 2

3 5 1 0 35 o = 0,0571
35

zuschreiben. Die Differenz zwischen diesem Werte von — und
1%

dem 1in 14) gegebenen liegt vollig innerhalb der Fehlergrenze.

Konnte nun dieser Ring von der 2. Ordnung sein? Woll
kaum: denn sonst bekiimen die betrachteten Punkte die Ord-
nungszahlen

6 | 10 2 140,
und die Figur zeigt, dafi die Punkte
4 11 2 1411

dem durch sie fiihrenden Kreis so nahe liegen, dafi noch ein
weiterer achtfacher Punkt zu erwarten wiire, der tatsiichlich
auf dem Photogramm nicht vorhanden ist.

Fragen wir weiter, ob es fiir die oben bherechnete Wellen-
linge einen Iling 2. Ordnung gibt. Dann mufi nach 13) X/:2
=70 sein. In Fig. 3 findet man nun den achtfachen Punkt

. oy
2 8 2 | 72 oy = 0,0555.
72
Der,Radivs dieses Ringes im Photogramm herechnet sich nach
dem Schema:

2
l—yp =2 "=01111, y =0,8889, ¢ = 2716
a

tg @ = 0,5154, » = ztg ¢ = 3,56 - 0,5154 = 1,84 cm.

1) In Fig. 3 ist Ziffer 139 durch 141 und Ziffer 108 durch 107 zu
ersetzen.
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In der Tat finden sich in dem Photogramm acht Punkte, deren
Abstand vom Mittelpunkt diesen Wert lLat, und welche gegen
die Achsen und gegeneinander dieselben Winkelabstiinde haben
wie der angegebene Punkt und die sieben anderen, welche man
durch Vertauschung von £, und /4, sowie durch Umkehrung
der Vorzeichen dieser Zahlen daraus ableitet. Dagegen fehlen
die Punkte

by hy I/ 2h? ; nach 13)
4 b 2 4

69 = (),05
1 7 2 - gg = 00980,

welche nach der Zeichnung dem Kreise auch noch recht nahe
liegen.

Fiir einen Ring 3. Ordnung (r = 2,26 cm) findet sich nach
Iig. 3 ein vierfacher Punkt

6

7 7 3 07 =
{ { 107 107

0,0561,
der im Photogramm tatsiichlich zu sehen ist, wiithrend merk-
wiirdigerweise der Punkt
4 9 3 106 b 0,0567
106 '
fehlt. Kine Xrklirung dafiir liBt sich zurzeit nicht geben.
Auf dem Ring 4. Ordnung (r = 2,88 cm) findet sich nach

Fig. 3 ein auch im Photogramm vertretener vierfacher Punkt

8

2 _ A Q0 E
8 S 4 144 1id 0,0555,

withrend die Punkte

t ’ ol 146 e 0,0548

79 R I VTS
fehlen. Der Ring 5. Ordnung liefert nach der Zeichnung keinen
Punkt. Xr wiirde im Photogramm schon vollkommen aufier-
halb des Bereiches der Interferenzpunkte liegen.
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Ubersielit man diese Zusammenstellung, so erscheint ziem-
lich sicher, daf :{ zwischen 0,0655 und 0,0571, also etwa bei
0,0563 liegt, was nach 11) auf den Wert

A=1,90.10"% em
fithrt. Unaufgekliivt bleibt nur das Fehlen des einen Punktes
im Ring 3. Ordnung. Daf fir 2 nicht iberall derselbe Wert

herauskommt, liegt daran, dafi die drei Bezichungen 8) nicht
alle streng erfiillt sein kinnen, wie in Gleichung 13) ange-
nommen war. Ob die spektrale Breite der Strahlung so grol;
ist, dafs alle Wellenléingen zwischen den angegebenen Grenzen
vorkommen, muB noch dahingestellt bleiben. Hervorgehoben
soll noch werden, dafi die sechs stirksten Punkte in dem drei-
zihlig symmetrischen Photogramm, Tafel II1, Fig. 7 ebenfalls
auf diese Wellenliinge hinweisen. lhr entspricht zweifellos die
stirkste von allen vom Zinksulfid ausgehenden Strahlungen.

Ganz analog findet man fiir den innersten schwachen Ring
der vierzithlig symmetrischen Aufnahme (r = 1,01 cm) die
Punkte:

Ty I, Ty Xh? j—t nach 13)

' ! Pl 2 om0
J —— == Z
5 5 L1 | 51 e

von denen der erste achtfach, der zweite vierfach vertreten ist.
Dazu gehort als Ring 2. Ordnung der stark ausgebildete
3. Ring von innen (»r=1,46 cm) mit dem achtfachen Punkt

| | ’ 4

2 [ 10 2 | 108

| | 108 = 0,0370.

Weitere Ringe fehlen, trotzdem auf ihnen nach der Konstruktion
noch weitere Punkte liegen konnten. Hs stimmt dies damit
itherein, dafs nach aulien die Intensitiiten der Interferenzpunkte
schnell abnehmen.



Eine quantitative Priifung der Theorie ete. 371

Das Verhiiltnis ; diirfte somit fiir diese Gruppe von Inter-

ferenzpunkten zwischen 0,0392 und 0,0370 liegen, und zwar,
da der innere Ring soviel schwiicher als der dulere ist, niiher
. A
an dem letzteren Wert. Nehmen wir e 0,0377 an, so
wird nach 11)
4= 1,27.107? em.

Sehr auffillig sind in dem Photogramm die vier Gruppen
von je drei eng benachbarten Flecken, welche im Abstand
» == 2,67 em vom Mittelpunkt auf den Koordinatenachsen liegen.

Diese lassen sich ungezwungen durch einen Ring 3. Ordnung
mit der Wellenliinge

/= 0,0663 « = 2,24.107% cm

erkliiren, auf welchem nach der Zeichnung die Punkte

I, I, Juy 20 :c nach 13)

0 9 3 90 b 0,0667
90 '

1 Y 3 91 b = 0,0659
91 '

liegen, von denen der erste ein vierfacher, der zweite ein acht-
facher ist. Dieselbe Wellenliinge gehort zu emem Ring 4. Ord-

nung (r = 3,31 cm) mit den achtfachen Punkten
2 10 4 120 A 0,0667
120 ' '

withrend der auch noch in Betracht kommende Punkt

: | s

; —- = 0,06
L1 4 117|117 ;0683
fehlt. Dal hier kein Ring 2. Ordnung aunftritt, erklirt die Zeich-
nung damit, dali der einzige dafiir in Betracht kommende Punkt
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2
I, h, hy | X07 p nach 13)
|
| 4 .
3 7 2 (2 i 0.0645

schon zu wenig zu dieser Wellenliinge palit. Unerklirt bleibt
roauftritt; der Punkt

dagegen, weswegen kein Ring 1. Ordnun

J

o

9 5 1 1 50 gy = 0.0667

wiirde vortrefflich zu den ohen angegebenen stimmen.

Ferner finden wir noch einen Ring 1. Ordnung (+r = 1,78 em)
fiir die nur schwach vertretene Wellenlinge

/= 0,1001 « = 3,55.10~% e
mit dem vierfachen Punkt
' 2
3 3 1 19 19= 0,1051.

Kin Ring 2. Ordoung tritt nicht auf, obwolll der Punkt
4
58
gut zu den angegebenen pafite. Is erklirt sich dies wohl aus
dem allgemeinen Abklingen der Intensitiit nach aufien.

Die lingste der bisher berechneten Wellenlingen ist aber

L= 0,1428¢ = 4,83.107Y cmr,

welche mit dem achtfachen Punkt

3 " 5 | 2 38 = 0,1051

einen Ring 1. Ordnung (r == 2,12 em) bildet. Der zugehirige
Ring 2. Ordnung wiirde schon aufierhalb des Gesichtsfeldes
liegen.

In Iig. 6, Tafel II ist, um den Vergleich mit der Erfahrung
zu erleichtern, das Photogramm 5 auf Tafel II unmittelbar aus
den hier angegebenen Zahlen £, A, £, nach den Gleichungen
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13h) und unter der Annahme z = 3,56 em nachkonstruiert
worden. Der Leser mag sich selber durch Abgreifen mit dem
Zirkel von der Ubeveinstimmung der Figur mit dem Photo-
gramm iiberzeugen. Fortgelassen sind in der Zeichnung nur
die beiden Punkte, derven Fehlen im Photogramm unerklirt
blieb, und einige Punkte in den #Hufleren Teilen des Photo-
erammes, welche bisher noch nicht durchgerechnet sind. Ahb-
gesehen von den beiden mehrfach erwihnten Ausnahmen, er-
kliivt also die Theorie, weshalb gervade die beobachteten Inter-
ferenzpunkte und nur diese auftreten; sie leistet dies unter An-
nahme von niedrigen Ordnungszahlen (<10} und von Wellen-
lingen, welche von der erwarteten Grifenordnung 10-9 em sind.

An den obigen Angaben sind meiner Uberzeugung nach
sicher die Verhiiltnisse zwischen den Ordnungszahlen 7,
fiyy hy, von denen nach 13Db) die Lage der Interferenzpunkte
allein abhiingt. Nicht ebenso sicher sind diese Zahlen selbst
und damit auch nicht die angegebenen Werte der Wellenlingen.
Immerhin sei bemerkt, daf ich mich fiir die angegebenen Werte
erst nach Prifung mancher anderer Moglichkeliten entschieden
habe. Verdiichtig ist z. B., dafi die angegebenen Wellenlingen
sich verhalten wie

1,27 :1,90:224:355:483 =4:6:7:11:15.

Wollte man aber alle errechneten Interferenzpunkte auf die
Wellenlinge 1 1,27.10 -9 = 3,20.10~" em zuriickfiihren, so
milliten, soweit ich sehe, noch viele andere Interferenzpunlte
vorhauden sein, die tatsichlich nicht auftreten. Auch sonst
sprechen mancherlel Umstiinde gegen die Annahme einer ein-
zigen Strahlung, z. B. die Hirtemessungen (p. 821). Wie dem
aber auch sein mag, in der Ubereinstimmung der Fig. 6 mit
dem Photogramm 5 scheint mir eine weitgehende Bestitigung
der Interferenztheorie dieser Erscheinungen zu liegen.

Miinchen, Institut fiir theoretische Physik, Juli 1912.
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Fig. 10






