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Uber ehene Zirkulationsstrémungen nebst flug-
technischen Anwendungen.
Von W. M. Kutta.

Vorgelegt von S, Finsterwalder in der Sitzung am 4. Februar 1911.

1. Allgemeines,

Die Frage nach der allgemeinsten zweidimensionalen Zirku-
lationsstromung um die geschlossene, sich nicht éberschneidende
Kontur € der Ebene # fithrt aut die Aufgabe der konformen
Abbildung des von der Stromung durchflossenen Aufiengebietes
von C auf das Auliengebiet eines Kreises / in der Ebene (.
Diese Abbildung muf singularititenfrei und eindeutig sein, die
unendlich fernen Punkte in 2 und { sollen sich entsprechen.
K kann etwa als Kinheitskreis um den Nullpunkt angenommen
werden.  Die Abbildung sel durch 2= I'({) geleistet.

Dann erhiilt man die allgemeinste Zirkulationsstromung
um € aus derjenigen um A.  Die Stromungsfunktion ist:

W=¢, (:~;- %)—i-cz (—1> +icinl.
¢ 5

Die Konstanten ¢, und ¢, besfimmen sich aus der Stri-
mungsgeschwindigkeit F und ihrer Richtung f gegen die z-Achse
in der Kbene z; die Wahl von ¢ legt die Stiirke der Zirkulation
um die Kontur € fest und erfordert eine hesondere Annahme,
z. B. glattes Abstromen an einer Spitze oder Kcke der Kontur.
Der von € erfahrene Auftrieb ist 270 V- ¢, wo o die Dichte
der stromenden inkompressiblen Fliissigkeit bedeutet.

Ein beliebiger anderer Kreis A in &, der Kreis K ein-
schliet, wird durch die vorige Abbildung 2 = I'({) in eine
geschlossene, sich nicht itberschneidende, C einschliefende Kon-

tur €| der libene z abgebildet. Das AuBiengebiet von O ent-
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spricht singularititenfrel eindeutig dem AuBlengebiet von A
Ist £, der Mittelpunkt, », der Radius von K, so gibt die Stri-
mungsfunktion

N R ‘;;-02[‘ o D el =)
1 > = 1 1.

die allgemeinste Zirkulationsstromung um den Kreis A der
Ebene ¢ und somit (unter Zuziehung von 2= 1({)) auch die
allgemeinste Zirkulationsstromung um die Kontur ¢, in der
kbene # an. s sind demnach auf Grund der Abbildung
&= 1"({) nicht nur die Strémung um Kontur ¢ sondern auch
die Stromungen um o® andere Konturen (/, welche den «?
Kreisen K entsprechen, bekannt.

Der Kreis A, war A” einschlieend vorausgesetzt. Hs ge-
niigt aber, dal A alle Singularititen der Abbildung = = I'({)
einschlielt und dals die Eindeutiglkeit der Abbildung der beiden
Auliengebiete gewahrt bleibt. Beide Iorderungen sind von
selbst erfiillt, wenn A, A einschlicfit; aber sie konnen auch
erfillt sein, wenn A A schneidet eventuell A von A wm-
schlossen wird, was dann auch fiir €] und € zutrifft.

Nun sind freilich die Konturen €, nicht von vornherein
bekannt oder vorzuschreiben, wie es die Kontur € ist. Viel-
mehr ergeben sie sich erst im Laufe der Rechnung, nach der
Aufstellung der Abbildungsfunktion z == 7({). Immerhin lilit
sich voraussehen, dafi Kreise /), die von A wenig abweichen,

Konturen €| liefern werden, die —— von singuliren Stellen auf
J oder (] abgesehen — wenig von der Kontur ¢ abweichen

werden; insbesondere wird ¢/, (' eng umschlieen, wenn A
A eng umschliefit.

Von besonderem Interesse ist der Fall, dafi die urspriing-
liche Kontur € singuliire Punkte, d. h. hier Spitzen oder Ecken,
auch sprungweise Al’lderung der Kriimmung zeigt. Gerade fiir
solehe Konturen, etwa aus Geradenstiicken oder Kreishigen zu-
sammengesetzte, ist ja die Abbildung oft wirklich ausftibrbar.
In diesem Ialle besitzt die Abbildungsfunktion Verzweiguugs-
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stellen an diesen Punkten; fiir eine Spitze in C ist die Ab-
hildung durch die Entwicklung

t—z=A40C—C)P + -
charakterisiert.

Diese aunch fiir die Abbildung singuliren Punkte liegen
auf der Peripherie von K. Kreis A kann ebenfalls derartige
Punkte statt im Innern auf der Peripherie besitzen, wiihrend
die Pole und wesentlich singuliren Punkte im Ionern von A,
liegen miissen. Jeder Kreis A, der Kreis K in einem solchen
Verzweigungspunkte einschlieffend beriihrt, ergibt demnach
eine Kontur €}, welche dieselbe entsprechende Zuspitzung wie
Kontur ' besitzt, im ibrigen aber die Kontur ¢ umgibt und
keine weitere Zuspitzung oder dgl. aufweist. Man kann also
von einer mehrfach zugespitzten Kontur als ¢ ausgehend unter
Beibehaltung einer Spitze zu einer einfach zugespitzten, sonst
(' umschlieBenden Kontur €, gelangen, fir die die allgemeine
Stromung bekannt ist.

Jedoch ist es nicht ndtig, dalt A, K im Verzweigungs-
punkte berithrt. Vielmehr geniigt es, dali auch A durch diesen
Punkt hindurchgeht und die Forderungen der singularititen-
freien und eindeutigen Abbildung der Aufiengebiete erfiillt.

Die Wahl der Zirkulationskonstanten ¢ erlaubt, an einer
Spitze oder licke der Kontur (' endliche Geschwindigkeiten
herzustellen, indem man diesen Punkt zu einem Spaltungspunkt
macht. Ist ¢/ mit mehreren Zuspitzungen gegeben, so kann
im allgemeinen nur einer dieser Punkte als Spaltungspunkt
vorgeschrieben werden, so dall an den anderen Umstrémung
mit unendlich grolier Geschwindigkeit erfolgt. Ich habe daraus
die Notwendigkeit einer Abrundung der Vorderkante bei den
Tragfliichen eines Aeroplans zu begriinden und die erforder-
liche Grofie einer solchen Abrundung abzuschitzen versucht.
Herr Sonnefeld') hat daraufhin Konturen behandelt, welche
durch Ansetzen eines Kreises an die vordere Spitze eines Kreis-

1) Dissertation. Uber Fliissigkeitsstromungen um zusammengesetzte
zylindrische Schalen. Jena 1910,
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bogens entstehen (innere Kontur Fig. 1h
und 1le¢). Herr Jonkowsky?') hat ein-
fach zugespitzte Formen fiir gewdlbte

e und flache Tragfliichenform (Fig. 1a)

= /// k. .

L ¥ angegeben und berechnet, durch die ich

e auf die vorigen Uberlegungen getiihrt
T e worden bin, die wohl auch seinen Aul-

(s |

o stellungen zu Grunde liegen. Natiirlich

77— lassen sich in dieser Art weitere einfach

o i ¥ . .

(e N, zugespitzte ormen aus jeder mehrfach

(%=

zugespitzten Kontur, fir welche die
Abbildung gelungen ist, sofort angeben
und  berechnen, also Formen, wie sie in Fig. 1h bis 11 als
fiuiere Konturen skizziert sind.

Solche einfach zugespitzte oder eckige Konturen bieten
eben darum ein besouderes Interesse, weil sich fir sie die Zir-
kulation ans der Bedingung des Abstromens mit endlicher Ge-
schwindigkeit an der Zuspitzung eindentig hestimmen Lilt.

2

Die bisherigen Betrachtungen lassen eine ctwas andere
Formulierung zu, wenn man statt von einer vorgeschriebenen
Urkontur € von einer beliebig gewiihlten Abbildungsfunktion
7= 1"({) ausgeht und dann die Bilder ¢, der Kreise A, der
Ebene ¢ aufsucht. Das hat freilich den Nachteil, dalk man
von vornherein in Bezug auf die Form der Konturen nur all-
gemeine Kriferien aufstellen kann, wiithvend vorher der An-
schiu der benachbarten Konturen ¢/ an die Urkontur ¢

1
wenigstens eine gewisse Kinsieht in ihre Form gab. Auberdem
muk die Priifung der Eindeutigkeit der Abbildung der Aufien-
gehiete erfolgen, die frither nach gelungener Abbildung von
C in A sich wenigstens fiir die umschliefienden Konturen €

von selbst verstand. Dagegen ist es von Vorteil, dali nun

1) Uber die Kontuven der Tragflichen der Drachenflieger. Zeitschr,
fiir Flugteehnik und Motorluftschiffahrt, 1. Jahrg., 1910, S. 281.
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I'(2) beliebig angenommen werden kann und nicht crst das
oft schwierige Aufsuchen der Abbildung einer vorgeleglen
Kontur erfordert.

Da z und ¢ sieh im Unendlichen als emfache Pole ent-
sprechen sollen, werden wir F(J) == -+ /() ansetzen und
mun fordern, dafy f(£) als reguliir im Unendlichen und dort
verschwindend gewiihlt wird. Jede beliebige derartige Wahl
von [(2) liefert durch die Abbildung

2=+ 1)

% Konturen ¢/, mit ihren Stromungen.  Wir haben nur alle
Singularitiiten der Abbildung aufzusuchen und dann Kreise /K,
in ¢ anzunehmen. die alle Pole und wesentlich singuliren
Punlkte der Abbildung einschlicfien, withrend die Verzweigungs-
punkte anch auf der Kreisperipherie liegen konnen. Aufierdem
sind die Kreise grof genug anzunehmen, wm die Hindeutigkeit
der Abbildung der Auliengebiete zu gewiihrleisten. Je nach-
dem ein solcher Kreis /', noch mehrere, einen, oder keinen
Verzwelgungspunkt aul der Peripherie enthilt, hesitzt die ent-
sprechende Kontur (| mehrere, eine oder keine Zuspitzung.

Beiliiufig bemerkt ist es aungenscheinlich, dafi, wenn zwei
Abbildungen £ 4 f(Z) und &+ ¢ () bekaunt sind, die resul-
tirende Abbildung £ 4 /4 (l) ans Dbeiden, indem sie die Kon-
turen der ersten Abbildung durch die zweite nochmals abbildet,
neue Konturen, niimlich die Bilder der Kreise durch ¢ - /1 (0)
liefert.  Anders ausgesprochen: Nachdem wir die Stromung
um Konturen € schon kennen. erhalten wir sofort die Stro-
mungen um alle Konturen, die Bilder von ) sind, sofern nur
die Abbildung die Auliengebiete emndeutig singularitiitenfrel
sich entsprechen lifzt. So erlaubt jede beliebige Abbildung mit
regulirem Entsprechen des Unendlichen z. B. aus jeder be-
liebigen einfach zugespitzten Nontur mit bekannter Stromung
neue zugespitzte Konturen und deren Umstromung abzuleiten.
Man hat dazu nur die erste Wontur in solchem Mafstab und
solcher Lage zu zeichmen, dati die Singularitiiten der Abbildung
in thr [uneres fallen.
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Als ein Beispiel fiir die vorhergehenden Ansiitze diene die

einfachste Wahl von f({), niimlich als 1

Die Abbhildung &= J + Ll besitzt als Pol fir & (aufier

=, wie nitig) nur & =0; als Verzweigungspunkte { == 1
Die Kreise durch heide Verzweigungspunkte enthalten, wie
gefordert, den Pol tm Innern; das Auliengebiet eines solchen
Kreises bildet sich eindeutig in die gesamte Ehene z ab. Die
als Bilder der Kreise erscheinenden Konturen sind deshalb
doppelt geziihlte Kurvenstiicke. mit zwei Zuspitzungen (= - 1
entsprechend) als Kndpunkten.

Der Kreis um (== 0 als Mittelpunkt liefert das Geraden-
stick von 2= -——2 his ==+ 2 doppelt geziihlt, d. kL. den
Fall der ebenen Tragfliiche von der Tiefe 4. Kin Kreis durch
(=1 mit dem Mittelpunkt =i -tga, also dem Radius

gleich bildet sich in den doppelt geziihlten Kreishogen
b cos a
mit 2= £ 2 als Endpunkten und dem Bogenmal 4 «, mit dem

9
Mittelpunkt — 2icotg 2a und dem Radius . =
sin2a

ab. Dies gibt
die von mir 1910 behandelten Stromungen.

Diejenigen Kreise der (-Ebene, welche nur den einen Ver-
zweigungspunkt auf der Peripherie, den anderen im Innern
enthalten, enthalten auch den Pol £ = 0 im Innern und lassen
die Aussengebiete eindeutig entsprechen, wie daraus klar ist,
daBs zu jedem solchen Kreise ein eingeschlossener Kreis durch
beide Verzweigungspunkte mit Bertihrung in dem einen Ver-
zweigungspunkt gezeichnet werden kann. Die entsprechenden
Konturen der (-Ebene zeigen nur eine Zuspitzung und um-
schlieBen je den Kreisbogen, der als entsprechende Kontur fiiv
den eingeschlossenen Kreis durch heide Verzweigungspunkte
sich ergab. Ist der betrachtete Kreis von jenem eingeschlos-
senen nur wenig verschieden, d. h. liegt der zweite, inuere
Verzweigungspunkt nahe der Peripherie, so umschlieft die
entsprechende Kontur den Kreishogen schr nahe, behiilt die
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eine Zuspitzung des Kreisbogens bei und zeigt eine leichte Ab-
rundung der anderen Zuspitzung (der Vorderkante, Fig. Ta).
Von der Groe dieser Abrundung hingt dann die Umstri-
mungsgeschwindigkeit derselhen ab; und danach ist es zu be-
urteilen, ob infolge eines grofien Geschwindigkettsgefilles und
daraus folgender Wirkung der inneren Reibung eine Wirbel-
bildung an dieser Vorderkante zu befirchten ist.  Die Zuspit-
zung an der Hinterkante kann durch Wahl der Zirkulations-
konstante zum Spaltungspunkt gemacht und so ein Stromungs-
bild angegeben werden, das nirgends unendliche Stromungs-
geschwindiglkeit aufweist.

Die Kreise £, die beide Verzweigungspunkte einschliefien,
geben Konturen ohne Zuspitzung, die nicht ohine weiteres die
Bestimmung einer ausgezeichneten Zirkulationsstrémung unter
den unendlich vielen miglichen gestatten.

Das hier gegehene Beispiel fiihrt auf die beiden von Herrn
Jonkowsky angegebenen IFliigelformen. (Zitat S. 68.)

Q
9.

Bisher waren nur Zirkulationsstromungen, d. h. Stromungen
ohne Wirbel im Kndlichen betrachtet worden. Ist aber statt
der Zirkulation (dem , Wirbel im unendlich Fernen®) ein Wirbel
im Endlichen an der Stelle ;) vorhanden, so bleibt das Frithere
im wesentlichen giiltig, sofern als Stromungsfunktion ange-
setzt wird

W= ¢ (: -+ l) —ic, <\; 1\) X f wplnf =— “19
s
Dabei ist Oy der konjugierte Wert zu Jj: der Ort 2z, des
Wirbels in der eigentlich zu untersuchenden Stromung = lie-
fert C; als entsprechenden Punkt der Abbildung.
Sind mehrere Wirbel zugleich vorhanden oder zugleich
im Kndlichen liegende Wirbel und Zirkulation, so addieren sich
nur die zugehorigen Terme in der Stromungsfunktion. inen
solchen Fall habe ich schon 1905 untersucht. Natiirlich ist
fir Wirbel im Kndlichen dann die Kraft zu rechinen, die den
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unendlich ditnnen Wirbelfaden abtreibt. Nur wenn diese Kraft
Null ist, ist der Zustand in der Tat stationdir; andernfalls ist
das berechnete Stromungsbild nicht mehr als ein Momentan-
zustand, der als Anfangszustand einer sich zeitlich iindernden
Stromung zu betrachten ist.  Es wiirde nun gelten, sich von
der }Snderung dieses Zustandes, also dem Abtreiben des Wirbels,
und inshesondere den Bedingungen, unter denen ein ueuer
Wirbel etwa an einer scharfen Kante der Kontur entsteht.
unter Hinzunahme von Herrn Prandtls!) Ansiitzen ein Bild vu
verschaffen.

Es wird einerseits von Interesse sein, die Moglichkeit des
Vorhandenseins stationiirer Wirbel bei gewdlbten Fliichen,
niimlich unter der Vorderkante und ither der Hinterkante zu
untersuchen. Speziell fiir kleine oder negative Luftstofiwinkel
und starke Wilbung wiirde ein soleher Unterwirbel vorn die
Unterschiede in Bezug auf GroBe des Auftriebs und Lage des
Druckzentrums erkliiren, welche die Zirkulationstheorie und
das Experiment unter solchen Voraussetzungen zeigen. (Fig. 2).

Andrerseits wiirde durch eme Abschiitzung der Bedin-
gungen, unter denen ein verkriippelter Wirbel an der Hinter-
kante sich ablost, gleichzeitig eine Abschitzung des dadurch

1) Uber Fliissigkeitshewegung bei sehr kleiner Reibung. Verhandl.

des 8. intern. Mathematikerkongresses in Heidelberg, 1904. 8. 484.
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erzengten Widerstandes der Fliiche gegen die Strémung mog-
lich sein. In der Tat ist ja der Sinn der Zirkulationstheorie
vom physikalischen Gesichtspunkte aus der, dali durch Ab-
Iosung und Fortfithrung von Wirbeln in der Fliche v diese
selbst ein Kreisen von entsprechender Stirke erzengt worden
ist. Die Zirkulationstheorie nimmt nur als Niherung diese
Wirbelerzeugung als  abgeschlossen und die  forfgetragenen
Wirbel im Unendlichen an, wihrend in der Tat ber stationdrer
Auftriebswirkung der Vorgang so erfolgen diirfte, dafi durch
Neuablosung von Wirbeln gerade wieder Krsatz des durch die
Reibung verloren gehenden Teiles des Kreisens geschaffen wird.

4.

Sind zweil geschlossene, sich nicht iiberschneidende Kon-
turen ¢/ und ¢” in der Ebene z gegeben, so lilt sich theo-
retisch die singularitiitenfreie, eindeutige Abbildung des tibrigen,
zweifach zusammenhiingenden Gebietes 2 auf die Ebene { mit
Ausschlufz zweier Nreise Immer so vollziehen, dafi die unend-
lich fernen Punkte von 2 und I sich entsprechen. Die allge-
meinste Zirkulationsstromung um diese Kreise A und A ent-
hiilt zwei Perioden, die des Kreisens um beide Nreise, die zu-
sammen die Periode des logarithmischen Punltes im Unend-
lichen geben. (Fig. 3).

Die von der Zentrale AAA* und den beiden Halbkreisen
begrenzte Halbehene ¢ sel aul die einfachste Halbebene ¢ ab-
gebildet: den rechtwinkligen Ecken in  migen die Werte
{==by, b, b5, b, entsprechen: ebenso sollen sich die unendlich
fernen Punkte von I nnd ¢ entsprechen.  Dann ist die Stro-
mungsfunlktion fiir eine mm Richtung der Zentralen im Unend-
lichen verlaufende Stromung W= /¢, wo M eine reelle Kon-
stante 1st.  Fine senkrecht zur Zentrale im1 Unendlichen ver-
lnufende und aaierdem wit einem Kreisen je wm die heiden
Kreise verbundene Stromung besitzt die Halbkreise zu Stri-
mungslinien, die drei Stiicke der Zentrale zu Aquipotential-
linien. Sind dabel 2 und z, dic Spaltungspunkte dieser Strii-
mung, gelegen anf den beiden Halbkreisen, und entsprechen
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diesen Punkten 1 der Abbildung /, und 7,, so ist die Stro-
mungsfunktion
(t—t)( —t)di

W=iN = -

NIV o — e —n

mit N als reeller Konstante. Die allgemeinste Zirkulations-
stromung um die beiden Kreise ohne Wirbel im Endlichen
wird als Summe beider Aunsiitze fiir 117 gefunden; M und N
bestimmen die Geschwindigkeitskomponenten im Unendlichen,
in Richtung der Zentrale und senkrecht dazu. Die willkiir-
lichen Werte 7, und ¢, bestimmen zusammen die Stiirke des
Kreisens je um die beiden Kreise K und A’ und damit auch
die Stirke der Zirkulation um das gesamte System und endlich
den Auftrieh des Systems.

Ist nun die Abhildung des Paares von Konturen ¢ und ¢
auf beliebige Nreise A und A” als 2 = I7(0) geleistet, so ist
auch die allgemeinste Zirkulationsstromung um €' und ¢ ge-
funden. Aber auch jedes beliehige Paar von Kreisen K und
i, welche K und A umschlieen — oder doch die Singu-
laritiiten der Abbildung umschlieGen und die Eindeatigkeit im
Aubiengebiet gewiihrleisten —, liefert ein Paar von Konturen
C, und 9, deren allgemeinste Umstromung mit Zirkulation
bekannt ist. Enthalten ' und (! Spitzen oder Fcken, so zeigt
die Abbildungsfunktion I'(0) dort Verzweigungspunkte, die auf
K und XK' liegen. Legt man dann K, und Ki so. daly ihre
Peripherie je nur einen Verzweigungspunkt enthiilt, so enthalten
O und (] je nur eine Spitze. Wiihlt man endlich #, = @, und
t,==a, so, dafi diese Spitzen Spaltungspunkte werden, so ist
dadurch eine eindeutige Zirkulationsstromung um die je ein-
seitig zugespitzten Konturen € und ¢/ mit iiberall endlicher
Geschwindigkeit gefunden.

Ubrigens konnte man theoretiseh auch fiir eine zweifach
zugespitzte Kontur €, und eine spitzenlose U eine Stromung
mit {iberall endlicher Geschwindigkeit aufstellen, indem man
f, und 4, so wiihlt, daf beide Spitzen Spaltungspunkte werden.
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Im ganzen liefert die Abbildung «® Konturenpaare, von
denen o* je einfach zugespitzte Konturen zeigen.

Wieder kann man statt von einem vorgegebenen Konturen-
paare ' und €' und dem schwierigen Aufsuchen der Abbildung
desselben, von einer beliehigen angenommen Abbildungsfunk-
tion 2 = I'() == ¢ + f({) ausgehen, und dann zwei beliebige
Kreise A, und A in Konturen ¢/, und '} abbilden, fiir die
dann die allgemeinste Zirkulation bekannt ist. Leicht gewinnt
man dabei in der hekannten Art auch Konturenpaare mit ein-
facher oder mehrfacher Zuspitzung. Doch ist zu beachten
daly die Kreise A und Xi nicht nur alle Singularitiiten der
Abbildung einschlieBen, sondern aucli die Kindeutigkeit der
Abbildung des Gebietes auBerhally erreichen lassen miissen.
Sonst konuten die Konturen /) und (] sich entweder iiher-
schneiden, oder sie liegen ineinander und in beiden der unend-
lich ferne Punkt eines anderen Blattes ¢ iiber 7. Hs miissen
also die Verzweigungspunkte der Abbildung in entsprechender
Weise auf das Innere von X, und A verteilt crscheinen.

So z. B. ist es nicht erlaubt, hei der einfachsten Annahme

den Kreis A durch den Verzweigungspuukt =1, den Dol
(=0 im Innern enthaltend, und den Kreis A7 durch den
Verzweigungspunkt &= —1 zn legen, um zwei einfach zu-
gespitzte Konturen € und ({ zu erhalten. Denn dann wiirden
diese Konturen, zu verschiedenen Blittern von & gehorig, sich
iiberschneiden. Dagegen kiinnte A7 durch beide Verzweigungs-
punkte, A7 Deliebig aufierhalh K| gelegt werden und eine ein-
deatige  Zirkulationsstrimung um die zweifache zugespitzte
Nontur ¢/; (einen Kreishbogen) und singularitiitenlose Kontur ¢}
mit iiberall endlicher Geschwindigkeit aufgesucht werden.
' T
Wiiblt man z. B. ()= A; +11), so kann man die beiden
2

auftretenden Pole und die vier auftretenden Verzweigungs-
punkte (diese zu je zwei) so aut Kreise A7 und A verteilen,
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daB Kindeutigkeit in der Abbildung des Auliengebietes gewahrt
bleibt. Dann erhiilt man in bekannter Weise sowohl doppelt
zugespitzte wie auch einfach zugespitzte Konturenpaare mit
bekannter Stromung, die bei je einfacher Zuspitzung eindeutig
mit endlicher Geschwindigkeit iiberall bestimmbar ist.

Auch aus den im speziellen Teile behandelten Fillen von
Konturen mit zwel Zuspitzungen kann man nach dem vorigen
den Ubergang zu einfach zugespitzten Konturen vornehmen.

Eudlich sei bemerkt, dafi auch hier an Stelle einer Zir-
kulation das Vorhandensein eines Wirbels im Endlichen (oder
mehrerer) zu Grunde gelegt werden kanu. Daun ist nur die
Stromungstunktion fiir die beiden Kreise eine andere, und zwar
kann sie natiirlich (wie auch im Falle der Zirkulation) dureh
die Kelvinsche!) Methode der sukzessiven elektrischen Bilder
erhalten werden,

Spezielle Einzelfillle,

1. Stromung um eine Sichel,

L

% 5 \

Fig. 4.

Die Kontur bestehe aus zwei Kreishigen vom Radius »
und 7, und dem Bogenmal} 2« und 2a,, die sich unter dem
Winkel a, — «, =y schneiden (resp. so zusammentreffen)
(I'ig. 4). Die Linge der gemeinsamen Sehne ist:

9 o — e o —_—s
...115111 o, = _IQSIII Uy = 5 &y

1) W. Thomson, Gesammelte Abhandlungen.
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Die Abbildung des Aubienbereichs der Sichel auf die Halb-
ehene ¢ erfolgt durch

8, — &
o= pitr—ap 1.2
Z— &y

I
g2 = {81 0 - cos O,
Daber ist die Konstante 6 =
Die Str(imungsfunktion ist, ausgedriickt in ¢:

i AR,
“°1t+1 |

Soll noch das Auliengebiet der Sichel auf das AuBengebiet

W= 9 + 2carctgt.

; ot . . 41
eines Kreises abgebildet werden. so st t =i i anzufiithren
und

e 1 R
o | — {4 telnd

zu setzen.

Da
dz » V21, sin a
—_— — pllt—mn G

dz (z — =z 3

de _ 22—y . 0T

dt = st & - [2'] ;

dW g ¢ i 1— ¢ 2e

= (‘ Er—— L c.

d! a4+ T e e T g
ist, ergibt die Entwicklung an der Stelle & = o, w = o0, f =1
fiir t=1i- ¢

d W 20 — v sind )
T (bey + ¢y) O ML -+ Glieder in «.
=z It I'1 Sin (ll

Dies gleich V(cos § — isin ) setzend, erhalten wir ¢, und ¢,
durch

, Tposine
2o —y sin o
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Al L ) 3 dl :
Weiter 1st in die Entwicklung von / an der Hinter-
dz

kante :, die Bedingung einzufithren, dafi dort der unendlich
grofie Term in der Geschwindigkeit verschwinden soll. Das
glatte Abstromen geschieht dann dort in Richtung der Winkel-
halbierenden des Winkels der beiden die Sichel bildenden Bigen.

Die Bedingung liefert die Gleichung

¢ =2(c sin20 + ¢, cos 29),
woraus
9 .
2z ¥ sina .
¢ o= PR Teos (0 4 D
20— sin o ‘
folgt.

Der Auftrieb auf die Einheit der Sehne und Kinheitsbreite
der Fliiche (senkrecht zur Ebene =), also auf die Flicheneinheit
der Sehnenfiiiche des Zylinders vom Sichelquerschnitt bezogen,
st demnach

B cos (0 4+ /)
oV " s
= 2a — y sin o

I . a &
=T ). e |sing 4 cos Bty 1+.~
EE x4<1_2_7)

Zum Vergleich setzen wir die Formel fiir den Auftrich
eines reinen Kreisbogens mit derselben Sehne, aber dem Bogen-
mafi «; -+ o, hinzu. Dies ist ein Bogen, der die Sichelwinkel
gerade halbiert.  Der Auftrieb ist fiir ihn

bl

= 70} l(siu [ cos fitg (“—’ j ”""> 1

wie man sieht, kleiner als der oben herechnete.

Fir kleine Winkel a; und «, und inshesondere fiir kleine
Sichelwinkel y = a, — «a, ist der Unterschied zwischen beiden
Werten relativ nicht bedeutend. Fiir das Zahlenbeispiel o, =15"

. 1 Pfeil
einer Wolbung von —  als entsprechend, und «, = 719,
15,2 Sehne = =



{Ther ebene Zirkulationsstromungen.

elner Wélbung entsprechend, gibt die genaue Formel fiir

1
30,5
die Sichel

70 V2 [1,0213 - sin -+ 0,10274 - cos fi];

die Niherungsformel fiir das arithmetische Mittel der Bogen
oder was bel so kleinem Winkel im wesentlichen dasselbe ist,

titr das arithmetische Mittel der Pfeile gibt
a0V 1 sin 4 0,09849 - cos fi],

um etwa 2 bis 4 Prozent weniger. Mit dieser Ungenauigkeit
kann also bei so klelnen y == «, — a, der Auftrieb der Sichel
durch den Auftrieb eines unendlich diinnen Kreishogens von
gleicher Sehne und arithmetischem Mittel der Wilbungen oder

B TN
Pfeile, also der Wilbung (0(101‘ liul
Schue

11 1 1
21152 7 30,5] 20,3
ersetzt werden.

Die Auftriebe der beiden Kreishiogen, welche die Sichel
bilden, einzeln aufgestellt — also der Kreisbogen von derselben
Sebne und je dem Bogenmaly 2, resp. 2, einzeln —, wiiren

ol 1 sin f -5 013163 - cos j]
und
ao 21 sin i + 0.06335 cos 3.

Wollte man den Mittelwert aus diesen Auftriehswerten
der beiden Sichelbgen als Auftriebswert der Sichel nchmen,
so erhielte man

7oV ([1-sin g 4+ 0,09749 cos £],

noch etwas schlechter mit dem genaunen Werte fiir die Sichel
iibereinstimmend als der erste Mittelwert.

Wollte man den Auftrieh eines Bogens mit dem Mittel-
werte der Wolbungszahlen 15,2 und 30,5, also der reziproken
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fe;
Wolbungen, d. h. mut Wélbungszah! 22,8 und Wolbung gwlf—'l-

= beniitzen, so ergiibe sich dafiir
aoVE[1-sin g + 0,08554 cos ji];

ein in durchaus unzuliissiger Weise zu kleiner Wert.

Das Gesamtresultat zeigt, dab bel so kleinen Winkeln o, «,
und inshesondere kleimem o, —a, = es im1 ganzen wohl zuliissig
ist, in Bezug aul thre Aut tudmvu]\un% die Sichiel durch einen
Mittelbogen von mittlerer Wélbung, etwa den Halbierungs-
bogen der Sichelwinkel zu ersetzen: freilich ist der erhaltene
Wert etwas zu klein. Da in Bezug auf den Auftrieb eines
Bogens bei flachen Stromungswinkeln der Unterdruck auf seiner
konvexen Seite theoretisch wie experimentell sich wichtiger
erweist als der Uberdruck auf der konkaven Seite, hiitte man
vielleicht erwarten kinnen, dafi die Wirkung der Sichel mehr
von ihrem oberen Grenzbogen als von dem unteren abhiingen
wiirde. In der Tat gibt ja anch der Mittelbogen elnen etwas
zu kleinen Auftriehswert: dafi dieser Unterschied nicht grilier
ist, d. h. dats die Sichel nicht dem Auftrieb nach fast ebenso-
viel leistet wie ihr oberer Grenzbogen es tun wiirde, evkliirt
sich daraus, dafi die Stromungen unter und iiher der Sichel
sich gegenseitig beeinflussen. FEs wird, und zwar inshesondere
deswegen, weil die Abstromung in Richtung der Winkelhalbie-
renden der Sichelbigen erfolgt, ein geringeres Heraufzichen
der stromenden Flissigkeit, und infolge dessen geringere Zir-
kulation eintreten. km scharfe Zuspitzung der [linterkante,
so daB dort die Nontur statt unter einem Winkel v, mit einer
wirklichen Spitze in Richtung des oberen Bogens verliefe,
konnte vielleicht die Auftriehbswirkung etwas erhéhen.

Fiir groiere Werte von 3 ist in der Tat die obere Wil-
bung der Sichel von weit grifierer Bedeutung fiir den Auftriel)
als die untere. Rechnen wir des Beisplels wegen mit einem
extremen Fall, nimlich dem Halbkreis mit Durchinesser als

a 7

Sichel, so wire ;= 3 @, =0; y = 5
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Somit der Auftrieb nach der genaunen Formel:

4 4 |
JT( 2 i1 8 T S B 9
ol 3 sin fi -+ 313 cos /;J

nach der Nitherung des Mittelpfeils:

aoV?[L-sinp + (V2 —1)cos fi].

Lj. . st
Die Koeffizienten e und (V2 —1)sind 0,770 und 0,414
/3

3

Die Niiherung ist also hier ganz unzuliissig; die obere
Wiolbung dberwiegt der Bedeutung fiir den Auftrieb nach bei
weitem. Der reine, nunendlich diinne Halbkreishogen giibe als
Auftrieb:

apV?[1-swuff 4+ 1-cosp]

Anzumerken ist schlieBilich, dali der Auftrieb der Sichel

genauer durch den eines Kreishogens dargestellt werden kinnte,

der eine im Verhiiltnis - — grofiere Sehne und ein Bogen-
ar L
/

a, + a, .
] =~ Desitzt.

(-4)

2. Zwei parallele Platten untereinander.

mal3

Zawvel Geradenstiicke von gleicher
Liinge L. seien so untereinander pa-
rallel angeordnet, dal; die Verbin-
dungslinie ihrer Mittelpunkte senlk- a
recht zu ihnen steht und die Linge /7 N
hat. Der Koordinatenursprung =z liege I
in der Mitte dieses Abstandes /4, die i
reelle w-Achse parallel den Geraden
(Iig. 5). v 20

Um die Stromungsfunktion zu
finden, sei die vechte Halbehene = Fig. 5.

dm

&
(R

Sitzungsb, 4. math.-phys, KI. Jahrg, 1911, G
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(mit zwei Einsehnitten) aul die Halbebene ¢ abgebildet.  Den
Punkten

It / L h Ji / L h
:1_3 ZJ+_'I'_’:()_—?Z’_ZZI_’ ~z2,"f

sollen die Punkte

t=—a: —b; —e¢; 0; Fe; -1 by +a; o
. . J o . 4 .
entsprechen.  Dabel set « = 7 wgewithlt, ¢ mit &'~ 7 & nut
2 2

el ;
/-, bezeichnet.

Die Abbildung erfolgt dann durch

t e
. £

s=1-0- : e - (L
2 J V(- )kt — %)

die Wurzel ist positiv {lir kleine reclle ¢ zu nehmen.

Da die Druckberechnung {iiv die Platten zwischen 7 = 4/
und £==1 (resp. ¢ = - L' und ¢ = — 1) erfolgen wird, schrei-
ben wir

tf}
Sdi+O- - dt.
‘)fl/ /‘-’—z‘) fl/ fw—/“) (

Zur Bestimmung von &', 2 und ¢ dienen die drei Glei-
chungen:

‘/l/ = (J . L j —~ i t:‘ » = (lel
2 2 . Vi(1— 12y (ks — %)
L_, L . z?

. — RN
2 2 J V (1— 2y (2 — k)

= c)f Lt
= 2 V(1) (2 — k")
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stutt der vorletzten dieser Gleichungen schreiben wir hesser
die Gleichung an:
—
- dit
1/ 1 —# )(f" %)

Die Berechnung der drei Konstanten aus diesen Glei-
chungen ist schwierig; wir wmgehen die Schwierigkeit, indem
wir zuniichst fiir £ irgend einen Wert annehinen, also &' = cos
mit heliebig gewiihlten # setzen. Ist dann k= 1142 =sin 4,

. . 11— .
und wird statt ¢ ¢ mittelst sin? C=1 g emngefiihrt, so
—
ereibt sich
o

M

V11— k2sin ¢ - dog

- = - — - =

Ed ],'
f (l(l‘

V11— I2sin? g
y

durch die Legendreschen vollstiindigen elliptischen Integrale
erster und zweiter Gattung fiir den Modul ©=sin ¥ aus-
gedriickt.

Weiter berechnet sich nun €' aus

i

1 J (1 —2%) — I* sin® ¢ ;
= do = 1I](p,) — 22 (),
() V1 sin? g 1 (70 (/o)

wo die elliptischen Integrale fiir den Modul % und das Argu-

. 14, . .
ment ¢, aus sin g, =+ 11— 22 zu berechnen sind.
s

Endlich findet man
hi e ) .
L= ClEr - (=17

Lii und I sind dabei die vollstindigen elliptischen Integrale

tiir den komplementitren Modul &' =171 — /2 == sin (? — /)>~

(O

































































































































