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Uber die Struktur der j-Strahlen.
Von A. Sommerfeld.

Vorgetragen in der Sitzung am 7. Januar 1911.

§ I. Einleitung, die Schweidlerschen Schwankungen.

Kiirzlich hat Igon von Schweidler!) vorgeschlagen,
die von ihm entdeckte bedeutsame Methode der Schwankungs-
messungen zu verwenden, um Aufschluf iiber die Natur der
y-Strahlen des Radiums zu erhalten. Die eigentliche Frage
wiirde lauten: Corpuskularstrahlung (vom Charakter der «-
oder f-Strahlen) oder Wellenstrahlung (vom Charakter der
Rontgenstrahlen)? Wenn auch viele Tatsachen fiir die letztere
Auffassung sprechen, so findet doch auch die erstere Annahme
ithre Vertreter (Bragg). Nun ist klar und bereits in der ur-
spritnglichen Publikation von Schweidler hervorgehoben, daB
die Schwankungsmessungen nicht direkt die Frage: Corpus-
kular- oder Wellenstrahlung entscheiden, sondern hei Benut-
zung von Blenden verschiedenen Offnungswinkels vielmehr nur
einen Beitrag zu der Frage liefern konnen: Kinseitig konzen-
trierte oder allseitig sich ausbreitende Strahlung? Offenbar
gehort die Corpuskularstrahlung zu der ersteren Gattung; auch
eine Strahlung von der hypothetischen Struktur der Licht-
quanten wiirde man, trotz der groBen Unbestimmtheit der
ganzen Vorstellung, jedenfalls der ersteren Gattung zurechnen
miissen. Gehort nun im Gegensatz dazu eine Strahlung vom
Rontgenstrahlcharakter zur zweiten Gattung? Von Schweidler
ist geneigt, dies der Hauptsache nach zu bejahen, indem er
die Verhiiltnisse bei der Emission gewéhnlicher Réntgenstrahlen
direlt auf die y-Strahlen iibertriigt. Fir den polarisierten An-

) Physikal. Zeitschr. 11, 225, 1910.
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2 A, Sommerfeld

teil der gewohnlichen Rintgenstrahlen ergibt sich auf Grund
der tiblichen Vorstellungen (quasistationiire geradlinige Brem-
sung des Kathodenstrahl-Elelktrons) folgendes:?) In der Rich-
tung des ankommenden Kathodenstrahls und in der entgegen-
gesetzten Richtung wird tberhaupt keine Energie emittiert:
bel kleiner Nathodenstrahlgeschwindigkeit liegt das Maximum
der Emission merklich senkrecht gegen den Kathodenstrahl,
eilt aber im Sinne des Wathodenstrahls vor bel grofieren Ge-
schwindigkeiten: legt man um die Bremsstelle des Kathoden-
strahls eine Nugel und teilt dicse durch eine Bhbene senkrecht
zuin Kathodenstrahl in zwel Halbkugeln. so geht durch die
Halbkugel. die die Verlingerung des Kathodenstrahls enthiilt,
im ganzen mehr Energle, wie durch die Halbkugel, welche
den ankommenden Kathodenstrahl wmschliefit: das Verhiltnis
der beiden Gesamtintensititen betriigt z. B. 1.9 bel g =1}
(7 = Kathodenstrahlgeschwindigkeit : Lichtgeschwindigkeit) und
wiichst betritchtlich bei noch griBeren Werten von 5. Diese
theorefischen Frgebnisse waren mit den Beobachtungen von
Baliler ete. im Binklang. Von Schweidler heniitzt nun meine
Werte fir 7= 1, um daraus den Einflut der Unsymmetrie
der BEmission auf die Schwankungserscheinuungen abzuschiitzen
und kommt zu dem Ergebnis, daB dieser Eintluf klein sei.
Die Schwankungen der y-Strahlen sind inzwischen von
kdgar Meier?) experimentell studiert worden. Da er weiteres
Material verspricht, soll hier auf die Deutung seiner Versuche
nicht eingegangen werden. Meier bezeichnet, um jede spezielle

Hypothese zu vermelden und nur das Vorhandensein einer Vor-
zugsrichtung in der Kmission resp. deren Abwesenheit zum
Ausdruck zn bringen, eine einseitig konzentrierte Strahlung als
anisotrop, eine allseitiz sich aushreitende als isotrop. In
der zitierten Avbeit zieht er aus seinen Schwankungsmessungen
den vorkiufigen Schlufi. daf die o-Strahlen ausgesprochen an-
isotrop sind. Zugleich betont er, dafi mit diesem Befund nicht
nur die corpuskulare und Lichtguanten-Vorstellung sondern

1) A, Sommerfeld, Physikal. Zeitsche. 10, 969, 1909.
9} Bitzungsber. der Berliner Akademie 52, 617, 1010



Uber die Struktur der y-Strablen. R

auch die Vorstellung vom Rontgencharakter der y-Strahlen ver-
triiglich sei, falls man bei letzterer, nicht wie es von Schweidler
tut, an Rontgenstrahlen von wmittlerer Hirte (7 <<1) denkt,
sondern entsprechend den wirklichen Verhiltnissen bel der
FEmission der y-Strablen viel durchdringendere Rontgenstrahlen
rum Vergleich heranzieht.

Im folgenden michte ich die Richtigkeit der letzten Be-
merkung quantitativ erhiivten. Dabei wird sich ein recht selt-
sames Bild von der Strukiur eines y-Strahls ergeben. ein Bild,
das die fiuferste Konsequenz der von mir vertretenen Auffas-
sung von der Struktur der Rontgenstrahlen bildet. Wie ablich.
fassen wir den y-Strabl als den die Aussendung des p-Strahls
begleitenden Rontgenimpuls auf.  Dieser berechnet sich ganz
ehenso wie der umgekehrte Vorgang, die Bremsung eines Ka-
thodenstrahls, der zu den gewdhnlichen Rontgenimpulsen Anlals
aibt. Selbstverstiindlich mub die Fnergie des y-Strabls um die
Richtung des zugehorigen j5-Strahls rings symmetrisch ange-
ordnet sein und es mul in der Richtung des §-Strahls selbst
die Intensitiit des ;-Strahls Null sein. Rechnen wir nun
mit einer Anfangsgeschwindigkeit des f-Strahls von nahezu
Lichtgeschwindigkeit (7 ==, oder 7). so finden wir die

/

maximale Intensitiit des »-Stralils bereits in emer Richtung,
die nur wm wenige Grad (15° resp. 5") von derjenigen des
f-Strahls abweicht, oder riiumlich gesprochen, auf einem Kegel.
der die Richtung des j-Strahls mit enger Offnung umgibt.
Von diesem  Vorzugskegel der ;- Strahlemission nimmt  die
Emissionsstiitke sowohl nach innen (zum p-Strahl hin) wie
nach aufien schnell ab. so dafy fast die ganze Intensitiit auf

bl

einen diesen Vorzugskegel umschlietienden, mehr oder minder
engen Hohlkegel heschriinkt st Uberdies ist die »-Strahl-
encergie zwischen zwel Kugelfliichen eingeschlossen, die sich
beide mit Lichtgeschwindigkeit erweitern. Die iufiere der-
selben geht von dem Moniente und dem Ort der beginnenden
Beschleunigung des j7-Teilchens aus, die innere liuft von dem
Punkte und zu der Zeit aus, wo die Beschleunigung des
p=Teilchens beendet ist. Die heiden Kugeln sind nicht genau

1*



B A. Sommerteld

konzentrisch, thr Abstand, die .Impulsbreite der y-Strahlung*,
varitert daher in den verschiedenen Richtungen, woraus man
auf eine Verschiedenheit der Hiirte nach den verschiedenen
Richtungen zu schliefen hat. Die y-Strablenergie findet sich
hiernach lokalisiert auf den zwischen diesen Kugelflichen und
den beiden Minteln jenes Hohlkegels enthaltenen Raum, also
auf ein ringformiges Gebiet um die p-Strablvichtung. Wih-
rend sich der duBere und innere Durchmesser des Ringes pro-
portional mit der Zeit erweitern, bleibt die Ringdicke in der
Strahlrichtung zeitlich  konstant.  Auf der Symmetrieachse
des Ringes befindet sich das zugehorige p-Teilchen mit seimer
elektromagnetischen Atmosphiire.  Dieses schreitet geradlinig
mit geringerer als Lichtgeschwindigkeit fort und verliert tiber-
dies allmiihlich durch diufiere Storungen an Geschwindigkeit.
Der umgebende Ring von y-Strahlenergie dagegen eilt mit
Lichtgeschwindigkeit radial voran und sondert sich daher all-
mithlich mehy und mehr von dem Felde des mit ihm zugleich
erzeugten p-Strahls. Fiir die Struktur der eigentlichen f-Strah-
lung ist offenbar die Anfangsgeschwindigkeit des f-Teilchens
maligebend, nicht die durch Stsrungen herabgeminderte und
zerstreute  lindgeschwindigkeit, die durch die  Ablenkungs-
beobachtungen crmittelt wird. Bei diesen Storungen werden
y-Impulse geringerer Hiirte entstelien; die eigentliche y-Strah-
lung des Aussendens aber konserviert in ihrer Struktur die
anfiinglichen und fitr jede Gruppe von p-Strahlen verschiedenen
Hochstgeschwindigkeiten.

Fine p-Strahlung der hier heschriebenen Struktur hat, im
groben betrachtet, durchaus den Charakter eines Projektils nnd
unterscheidet sich in ihrer Energielokalisation nicht mehr merk-
lich von einer Corpuskularstrahlung oder von dem hypotheti-
schen  Lichtquant.  Ks ist sehr merkwiirdig, daff man vom
Boden der Maxwellschen, also der reinen Undulationstheorie
aus unter Umstinden zu Konsequenzen gefithit wird, die der
Newtonschen Emissionstheorie sich nithern, und die iulierlich
betrachtet viel mehr Ahnlichkeit haben mit den Newtonschen
Lichtprojektilen als mit der Huyghensschen Kugelwelle. Und
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doch sind es dieselben theoretischen Grundlagen der Ield-
fortpflanzung, die im einen Fall zu der allseitigen Kugel-
welle, im anderen Fall zu der einseitigen FEnergieemission im
y-Strahl fithren; beide Fiille unterscheiden sich nur durch die
Art der Anregung, das eine Mal die verhiltnismifig lang-
samen, ungeregelten und durchschnittlich nach allen Rich-
tungen gleichen Schwingungen eines Klektronenhaufens in der
Quelle der Kugelwelle, das andere Mal die einseitige Beschleu-
nigung eines individuellen Elektrons bis hart an die kritische
Grenze der Lichtgeschwindigkeit heran. Da die Radiumquelle
im Laufe der Zeit j-Strahlen nach allen Richtungen aussendet,
wird natiivlich auch die y-Strahlenergie durchschnittlich nach
allen Richtungen in gleicher Stirke gelangen. Die Schwan-
kungsmessungen sollen dazu dienen, dariiber hinaus die Energie-
verteilung in den liinzelvorgiingen zu hestimmen.

Es soll schon hier hetont werden (Niiheres in § 6), dak
die autzerordentlich hohen Anfangsgeschwindigkeiten, mit denen
wir hier rechnen werden, threm Zahlenwerte nach ziemlich
hypothetisch sind, wenn anch vieles fiir die hier angenommene
Groflenordnung spricht. Die auf die Schwankungserscheinungen
sich beziehenden Ergebnisse dieser Note wiirden also erst dann
volle Realitiit erhalten, wenn bei Radinm (RaC) das urspriing-
liche Auftreten von p-Strahlen iufierster Durchdringungstiihig-
keit und ausreichender Intensitiit nachgewlesen wiirde. Der
Wunsch, die Deutung der Schwankungsmessungen von dieser
Seite aus theoretisch vorzubereiten, veranlafite mich in erster
Linie, meine Ergebnisse schon jetzt mitzuteilen. Daneben be-
stimmte mich das Interesse an dem theoretischen Bilde, zu
dem unsere Auffassung fiihrt. sowie die Melnung, dafi gewisse
spezielle Mrgebmsse iiber das Verhiiltnis der y-Strahl- zur
p-Strahlenergie (§ 4) und iiber die Hirte der y-Strahlen (§5)
fiir die experimentelle radioaktive Forschung fruchthar werden
konnten. Von grofier Tragweite diirfte, wenn er sich in seinen
experimentellen Folgerungen bestiitigen sollte, der in § 4 ver-
mutete Zusammenhang zwischen dem Planclkschen Wirkungs-
gquantum und der Theorie der Rontgenstrahlen werden.
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§ 2. Berechnung der Energieverteilung im ;-Strahl.

Wir nehmen an, daf das p-Teilchen, Ladung e, im Felde
des Radinmmolekiils von der Geschwindigkeit 0 geradlinig und
gleichformig?) auf eine Geschwindigkeit » = 3¢ beschleunigt
werde, die wenig unter ¢ liegt, derart, dak

(1 ve=1— <<

ist. Die wihrend der Beschleunigungsperiode zunehmende Ge-
schwindigkeit sei v'='c. v sei die konstante Beschlennigung
und # der zu o' gehirige Zeitpunkt. Dann wird im Zeit-
punkte ¢ pro Zeiteinheit unter dem Winkel ¢ gegen die Be-
wegungsrichtung eine Fnergiemenge emittiert, die wir im Ab-
stande » vou der Fmissionsstelle durch den auf die Flichen-
einheit bezogenen Povntingschen Knergieflup &' messen:

(2) g OV sinfg
a - 16 7%¢®r2 (1 — ' cos ¢)®

Diese Gleichung, auf der alles Folgende beruht, ist zuerst
von Abraliam?) hewiesen. Wir werden ithre Ableitung in §7
dureh die Methoden der Relativititstheorie erheblich verein-
fachen. Die uns wesentlich interessierende Abhiingigkeit von
dem Azimut ¢ machen wir uns folgendermafien klar: Der
Zihler sin® ¢ entspricht dem Umstande, dak die Ausstrahlung
eine transversale ist, daf also in der Besehleunigungsrichtung
(==0) die Emission Null ist; das Maximum des Ziihlers liegt senk-
vecht zur Beschleunigungsviehitung., Der Nenner (1—5° cos ¢)f
Tiefert die Unsymmetrie wegen der vorhandenen Geschwindig-
keit o', die withvend des Zeitintervalles d¢ wm ¢dt erhiht

1) In diesem Paragraph setze [ch Gleichférmigkeit der Beschlenni-
cung vom Standpunkte eines etwa auf dem Radiummolekiil ruhenden
jeobachters voraus. Im nichsten Paragraph werde ich die Anderungen
angehen, die vorzunchmen sind. wenn wir die Gleichformigkeit im Sinne
der Relativitiitstheorie durch einen mit dem g-Teilchen mithewegten
Beobachter heurteilen lassen.

%) Theorie der Elektrizitit 1, Gleichungen (74), (75), (76a); ein
oben hinzugetiigter Faktor 4.7 liegt an der Wahl des Malisystews fiir e.
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wird. Betrachten wir diesen Teil des Beschleunigungsvorganges
gesondert, so haben wir uns fiir einen Zeitpunkt £>¢" wn
die Lage des Blektrons O zur Zeit ¢ eine Kugel vom Radius
e(t —t) und um seine Lage O zur Zeit ¢' + d{' eine solche
vom Radius ¢ (¢ —¢'—d#¢') zu schlagen. AuBerhally der ersteren
herrscht das Feld der urspriinglichen Geschwindigkeit »*, inner-

25

mar

/& ek’ 9 0
c/t-t) clt-itdt)
\ sma.r

|
1
|
|
|
|
|
!

g, 1.

halh der letzteren dasjenige der erhihten Geschwindigkeit
v' 4+ vdt'. Beide Felder lanfen mit der zugehirigen Geschwin-
digkeit fort und sind wm so mehr um eine gewisse Mittelebene
herum konzentriert. je nither die Geschwindigkeit der Licht-
geschwindiglkeit kommt. Die genannte Mittelehene des Feldes
geht durch diejenige Lage des Llektrons hindureh, die dasselbe
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bei ungestirter Bewegung zur Zeit ¢ einnehmen wiirde. Die
Figur ist fiir p' =% gezeichnet. An der Stelle gréfiter Kon-
zentration der Felder ist auch die Stirke des Rontgenimpulses
am griften. Man sieht daher, daf bei ‘=7 das Maximum
schon recht unsymmetrisch liegt. Diese Unsymmetrie wird
unsrer Formel (2) darch den Nenner bedingt, dessen kleinster
Wert bei ¢ = 0 liegt.

Der Energiefluly withrend der ganzen Beschleunigungszeit
wird durch Integration nach der Zeit, aber nicht der Abgangs-
zeit ¢', sondern der Ankunftszeit ¢, gewonnen:

© = (&dt.
Zwischen dt und d#' besteht die bekannte Beziehung:
3 di = (1— ' cos ) dt'.

Es ist nimlich (vgl. Figur 1) der Unterschied der Licht-
wege O'L und O“I nach einem beliebigen Aufpunkte P der
Wellenzone einerseits gleich

ct—8)—c(t+dt —t'—dt") = c(dt' — di),
andrerseits gleich
00 = cos p0' 0" = cos g i'cdl’,

woraus (3) durch Vergleichung folgt. Mithin wird

("L' sin? ¢
BF: © = f r 2
(3a) 16476 (1 = B oos ) at',
das Integral iiber die Abgangszeit erstreckt, oder, da cdp’
= vdt’, auch

@_wvsm r/J‘ dp

16a2¢292) (1— 3 cos ¢)°

(31

_ v sinfg 1 :
6422272 cos g \(1-— Bcosq) )
Tiben diese Gleichung habe ich frither (I. ¢.) der Unter-
suchung des polarisierten "Anteils der Rintgenstrahlung zu



{Ther die Struktur der p-Strahlen. 9

Grunde gelegt. Wie dort werden wir von dem konstanten
Faktor absehen und einfacher schreiben kdnnen:

sin? ¢ 1
4 z = — —1].
S cos <(1 — ficos ) >
Fiir kleine Werte von ¢, wenn zugleich die in (1) ein-
gefithrte Grotie y = 1— f klein ist, ergibt sich die Niherungs-
formel:

!

(/)2
(]”2 4
<2' + 9)

2 i @2\ —1
bei der z. B. y —2— gegen y - ' /)_ und —1 gegen (7, 1 /7>

@:

=

vernachliissigt werden durfte. Schreibt man noch

(5) S=1Sy. w=]

so wird einfach:

a
6 N = .
() (14 a)t
Das Maximum von S liegt bet @ = } und betriigt
2
Smax = L= == (,105.
256

In Figur 2 sind die Werte von S, die mit & =2y-38
bei festem 7 proportional sind, zur Abscisse ¢ = 1/ 2ay auf-
getragen (vgl. die ausgezogenen Kurven der Iigur 2). Dem
Maximum « = } entspricht z. B. fiir

v= 1y ¢=026 =15°
y=14v ¢=0082= 5

Um die Niherungsformel (6) mit der urspriinglichen (4)
zu vergleichen, sind in Figur 2 ferner die dieser letzteren ent-
sprechenden Ordinaten S =} 7*@ punktiert eingetragen. Die-
selben weichen nur bei der Kurve fiir y = ||, bel grofieren ¢
von den Ordinaten der ausgezogenen Kurve ab.
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7
706

/2R

In Figur 3 ist die Emissionsverteilung im Polardiagramm
dargestellt, indem zu jedem Winkel ¢ das zugehirige & als
Radiusvektor eingezeichnet wurde. ¢ =0 ist die Richtung
des ausgesandten p-Strahls.  An diese legh sich das Polar-
diagramm des y-Strahls von beiden Seiten blattformic heran,
und zwar uam so enger, je grifer die Geschwindigkeit des
p-Strahls ist.  Der Malistab ist willkiirlich und fir g =
und = A% in der Figur nur deshalb verschieden gewiihlit,
um die beiden Kurven voneinander zu sondern. Nehmen wir
m beiden Fillen gleiche Beschleunigung an, so wiirden sich
die maximalen Intensitiiten wie die negativen dritten Potenzen
von /3, also in unserem Falle wie 1:1000 verhalten. Unter
dieser Annahme wiirde also dem schnelleren pg-Strahl nicht
nur ein enger begrenzier sondern auch ein viel intensiverer
y-Strahl entsprechen. Die Figur vermeidet diese Annahme und
will nur die Struktur, nicht die Stirke der beiden y-Strahlen
im richfigen gegenseitigen Verhiiltnis darstellen.

Wiihrend wir bisher die in jeder Richtung emittierte spe-
zifische Energie & dargestellt haben, wollen wir jetzt noch
die Gesamtenergie
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60°

(") L, = (Ssingdg

bestimmen, welche in den Kegel von der Offnung 7« — ¢ ge-
strahlt wird. ¢ wiichst in dem Malie, wie ¢ von = aus ab-
nimmt, und nihert sich fiir ¢ =0 der Gesamtemission I%.
Wenn @ wie im Falle y = !, nur fiir kleine ¢ nicht ver-
schwindend klein ist, konnen wir sin ¢ gleich ¢ und © nach
Niherung (5) gleich 27738 setzen. s wird dann

4

y D .,— { ] ¢ _9 o (l(,(
J(/,/ —_— ,_E/' *jb l/'([l/ —r _3;: f(l ;,,;1,)47

7
i
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5
. (/,"’
letzteres Integral wiire zwischen den Grenzen « = 5 und
§ 2
a? . .
« =; zu nehmen; man kaun aber, da y klein ist, die letz-
9.
Culids

tere Grenze auch durch o crsetzen. s ergibt sich dann:

L143a 1 r+e
3y (14w 3@+ of)

) E, =

e
-

Der Verlauf von I ist in den beiden ausgezogenen Kurven
der Figur 4 fiir y = ;; (Hlachere Kurve) und y = 1, (steilere
Kurve) zur Abszisse ¢ =12y etngetragen. Die genauere
Berechnung von (7) auf Grund der Gleichung (4) fir &, die
sich durch Einfihrung der Integrationsvariabeln 1— fcos ¢
an Stelle von ¢ leicht bewerkstelligen Litit, liefert fast die-
selben Kurven, was daherriihrt. dafi bei der vorangehenden
Nitherungsrechnung sin ¢ durch den zu grofen Wert ¢ und &
durch einen zu kleinen Niherungswert (die in Figur 2 aus-
gezogene Kurve im Gegensatz zu der genaueren punktierten
Kurve) ersetzt war.

Aus den Kurven fitr J2 ersicht man, dali, im Falle p = S
die Hiltte der Bnergic in einen die Richtung ¢ = 0 umgeben-

den Kegel von der Offnung 8° gestrahlt wird, withrend die
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i

andere Hilfte sich auf das Aufiere desselben, d. h. einen Kegel
von der Offnung 172° verteilt. Im Falle p = % ist der erstere
Kegel um 26° webffuet. Die beiden Winkel 8% und 26° be-
stimmen sich in Figur 4, wenn man die (strichpunktierte) Par-
allele zur Abzissenachse im Abstand der Hiilfte des maximalen
Wertes 5, zieht. Diese beiden Halbwertskegel der Knergie
sind auch in Figur 3 strichpunktiert angedeutet. Daf sie
weiter gedffnet sind wie die Kegel maximaler Bmission, liegt
offenbar daran, dafi vermige des Faktors sin ¢ den grifieren ¢
bei der Berechnung von [ ein grofieres Gewicht zukommt,
Die strichpunktierten Kegel wiirden den durch Umdrehung der
Emissionskurve entstehenden Rotationskdrper in zwei gleiche
Teile tetlen.

Man sielit hieraus, dag fiir sehr grofie Geschwindigkeiten
(sehr Kleine y) die Knergieemission tatsiichlich fast corpuskular
einseitig erfolgt, dafs aber fiir etwas klemere Geschwindighkeiten
der Halbwertskegel der Knergie sich erweitert, um fiir kleine
Geschwindigkeiten die Offnung von 90° anzunehmen.

Schliefilich wollen wir noch, ankniipfend an die Schilde-
rung des vorigen Paragraphen, denjenigen Hohlkegel hestimmen.
in den der Hauptteil der Knergie emittiert wird.  Wir kon-
struicren zu dem Zwecke in Figur 4 die an der Geraden
b=} I, gespiegelten Energickurven (punktiert). Die Ordi-
nate jeder dieser Kurven an der Stelle ¢ gibt diejenige Knergie-
menge, die in den Kegel zwischen 0 und ¢ emittiert wird,
geradeso, wie die Ordinate der urspriinglichen (ausgezogenen)
Kurve an der Stelle ¢ diejenige Knergie anzeigt, die In den
Kegel zwischen 7 und ¢ ausstrablt.  Wir markieren bei den
beiderlel Knergiekurven etwa den Wert ¢, fiir den J5 == 2 I,
Die beiden fiir gleiches y so erhaltenen ¢-Werte geben die
mnere und iuere Begrenzung des Hohlkegels, in den £ der

Gesamtenergie, niimlich £, — [ E, — [, £, emittiert wird.
Dieser Hohlkegel hat nach Figur 4 ftr g = 2% eine Offnung

y 90 el . - o~ . =
Adgovon 129 fiir )= " eine solche von 35°. Dieselbe Ofi-
nung  komwmt dem ringtirmigen Stirungsgebiet zu, von dem
i vorigen Paragraphen die Rede war.
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§ 3. Korrektion dieser Berechnung bei konstanter Eigen-
beschleunigung.

Der Vorgang der Aussendung des f-Teilchens ist uns
natiirlich vollig unbekanut. Die niichstliegende Annahme wird
die sein, dal die Aussendung durch ein riiumlich konstantes
Spannungsgefiille innerhalb der Ausdehnung der molekularen
Wirkungssphiive) bewirkt wird. Dieses wiirde eine konstante
Beschleunigung des p-Teilchens nur dann hervorbringen, wenn
seine Masse konstaut, d.h. von der jeweiligen Geschwindigkeit
unabhiingig wiire. Dies ist sie bekanntlich weder nach der
Relativititstheorie noch nach der Absoluttheorie, so daf die
Annabme eines konstanten »#, die wir im vorigen Paragraph
machten, willkiirlich erscheint. Vielmehr hiitten wir mit einer
Abnahme von ¢ bei wachsendem g zu rechnen, die der Zu-
nahme der longitudinalen Masse mit / entspricht und die nach
der Absoluttheorie recht kompliziert austallen wiirde.

Statt dessen stellen wir uns lieber auf den Standpunkt
der Relativititstheorie, wo die Vorstellungen und Formeln sich
vereinfachen. Die longitudinale Masse ist hier m, (1 — %) 7%,
wo i, die konstante Rulimasse. DBei Lkonstantem Kraftfelde

wird also #(1— #2)7¢ gleich einer Konstanten v, oder
©) i =y (1—

Die Beschleunigung nimmt also unter diesen Annahmen
bei der Awniherung an die Lichtgeschwindigkeit stark ab.

Wir kommen zu derselben Abhiingigkeit der Beschleuni-
gung von f und deuten zugleich ¢, als die von einem mit-
bewegten Beobachter wahrgenommene Beschleunigung, die , Ei-
genbeschlennigung®, wenn wir, im wesentlichen kinematisch
verfahrend, uns anf das Additionstheorem der Gesehwindig-
keiten stiitzen. Ist v, die augenblickliche Geschwindigkeit des
Elektrons, die ein ruhender Beobachter wahrnimmt, dv der
Geschwindigkeitszuwachs, den ein mit », bewegter Beobachter
konstatiert, so wird die resultierende Geschwindigkeit vom
Standpunkte des rulienden Beobachters:
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s dv
LEn v, 0u
1 1
1 ’t— 9
2
also der Geschwindigkeitszuwachs, von dem gleichen Stand-
punkte aus beurteilt:

1 —4
(9a) v, — U, = Ot €00 — vy, =0v o
‘ 2 v, ()U v, ()v
14 14"

Bei der Division mit d¢ (Zeitelement im ruhenden System)

entsteht Jinks
vp— ¥ -
(&5) Tae T
Das |Zeitelement im bewegten System (Iigenzeit) ist
dr = dt(1- %) und es wird
v

= ,,
dr L

die von dem mithewegten Beobachter gemessene Figenbeschleu-
nigung. Auf der rechten Seite von (9a) entsteht daher durch
Division mit d¢, wenn man den Ziihler durch I— /% den
Nenner in der (nen/e ov =0 durch 1 ersetzt:

3 - N
o) =) =T ) =5, (1 - oy

Durch Gleichsetzen von (9b)und (9¢) bekommt man algo
wieder Gleichung (9).
~ Wir haben jetzt die Rechnungen des vorigen Paragraphen
auf Grund dieser Annahme {iber v zu revidieren. Die Glei-
chungen ()) und (3) bleiben ungeiindert, da in ihnen nichts
iiber das Anderungsgesetz der Beschleunigung vorausgesetat
ist. In Gleichung (8a) darf ¢* nicht mehr vor das Integral
gezogen werden, Gleichung (3h) wird wegen ¢df' == vd¢

p )
o2 sin? g vd f

10 B _ -
(10 167229t (1 — ' cos @)
D




16 A. Sommerfeld

Setzen wir hier fir ¢ seinen Wert aus Gleichung (9) ein,
wobel f durch 8 zu ersetzen ist, da wie friiher f die KEnd-
geschwindiglkeit bedeuten soll, nimlich v = v,(1 — 2)}, und
unterdriicken wir den fiir die Integration konstanten Faktor

.c:)v(‘ 5, so entsteht:
167222
I o
L, [U—potap
& = gIn? P . . 3
(11) N sin- g J‘(l —/)"COS(}O)5

0

Eine genaue Ausfithrung dieser Integration wiire méglich,
aber sehr umstindlich. Wir beschriinken uns daher auf die-
selbe Niiherung wie in den Gleichungen (4), (5) des vorigen

Paragraphen:
(12) r=1—p<<], p<<.
Ferner setzen wir:
pi=1—=
so dal
(122) 1—ﬁ‘9=2;v’(1——g).

Nun liefern unter den Voraussetzungen (12) diejenigen
Werte von p' den Hauptbetrag unseres Integrals, fiir die der
Nenner 1 — f“cosy klein, also 8’ nahezu 1 oder y* klein wird.
Fiir solche Werte von »* kann man aber vereinfachen:

/
2
(/,/‘“

(12b) (1 —p3)i = (2 i 11— feosp = 9+ 5"

. . o, .
Zugleich ergibt sich wegen (12):
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und fithren als neue Integrationsvariable ein:

. - ot e _(/'2 5 AT
(13) o = 5 dy' = 3 g2 da'.

In dieser werden die Grenzen des Integrals bez.:

o] 2
(¢20 /%
(13a) a':ol}’=a. o = {& =208

letzteres wegen der Voraussetzung (12). Also

3

94 i3 o
e _ 2 r*a’ d(i
3 J (1 4 a'y
O
oder, wenn man endlich die Substitution

(13h) a’ = tgy, a = tg?x

macht:

g = 3Jsin4zcos4zdz

0

1 i i ;
= J— cos 2xsin® 22 — J,.~:1114x~1'—4:1;}.

¢t 4 16
Nun ist wegen « = tg*z (Gleichung 13h)
cos®x = ! cos 2o 0= in 2z 2Va
DL == : 08 2 = -~ Sin 248 = -
140’ 14 a’ . 14«
sin 4o = i ]U-u_(&-l ’;f_, u)’ x = artg Va
und wegen a = ’)/“ {(Gleichune 13 a)
@2y
0° o
also:
—~ 1 2 o — 1 3 o — 1 3 ‘“.t“.] —ul
(14 © = TR { o . Rt ]
) Vo (l‘i‘”)"Tb‘u(lra)?*S |

Sitzungsh. d, math.-phys. K1 Jahrg. 1911, 2
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Diese etwas komplizierte Formel tritt an die Stelle der
Gleichungen (5), (6) des vorigen Paragraph, welche analog
geschrieben lauten:

(14 a) & =2y

(94

. S
(14 o

Der Verlauf von (14) ist #ihnlich demjenigen von (14 a).
Das Maximum von (14) liegt, wie man aus einer graphischen
Darstellung entnimmt, bei « = 0,42, dasjenige von (14 a) fanden
wir frither bei « = 0,33, Die Einseitigkeit der Ausstrahlungs-
kurve erscheint dementsprechend jetzt etwas abgeschwiicht.

In der Tat zeigt sich folgendes: Wenu wir nach Glei-
chung (14) & als I'unktion von « berechuen und nach Glei-
chung (13a) zu jedem « dus zugehorige ¢ = V27« bestim-
men, so ergibt sich fiir y = % cine Emissionsverteilung @ als
Funktion von ¢. welche, in Figur 2 iibertragen, sich zufiillig
fast genau (bis aul unwesentliche Abweichungen bet grifieren )
mit der dort punktierten Kurve deckt, also von der dort aus-
gezogenen Nitherungskurve (14 a) nur unwesentlich abweicht.
An der so erhaltenen punktierten Kurve, welche der Niihe-
rung (14a) entspricht, hiitten wir noch eine Korrektion anzu-
bringen, um die genaue Gleichung (11) darzustellen, eine Kor-
rektion, die einerseits dem Umstande Rechnung triigt, daf {ur
grofiere ¢ nicht melr sing durch ¢ ersetzt werden darf und

349

andrerseits dem Umstande, dak 1—p'® nach (12a) gleich

i
2y (1 —7—:;) ist, withrend wir bisher dafiir nach (12b) den
Niherungswert 2 ' benutzt haben. Diese Korrektion wiirde
aber unsere Kurve nur unwesentlich beeinflussen, so dali wir
auf’ ihre Berechnung verzichten kéunen. Verfahren wir ebenso
im Falle y =434, so wird @ als Funktion von ¢ (bis auf
unwesentliche Abweichungen bei grofieren ¢) direkt durch die
entsprechende ausgezogene Kurve der Figur 2 dargestellt; von
einer weiteren Korrektion derselben kinnen wir in diesem
Falle ebenso wie im vorigen Paragraphen absehen.

Ebenso wie die Kurven der Emissionsverteilung in Figur 2
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kénnen auch ihre Polardiagramme in Figur 3 und die Kurven
o b

fiir die Verteilung der Gesamtenergie in Figur 4 auf unseren
jetzigen Fall ohine wesentliche Korrektion iibertragen werden,
da sie direkte olgen aus den Kurven der Iigur 2 sind. I
bleiben also auch unsere fritheren Zahlenangaben iither den Grad
der Energickonzentration, den Halbwertskegel der Energie ete.
im wesentlichen erhalten.

Dagegen muls die Formel fitr die ausgestrahlte Gesamt-
energie aul Grund der Annahme lkonstanter Ligenbeschleuni-
cung neu berechunet werden. 1is handelt sich daber wm den
Maximalwert f4, der in Gleichung (7) definierten Grite 19,
den wir fiir die Intfernung » von der Emissionsstelle folgender-
malien aus © zu bestimmen haben:

I
Loy =2 (Esingdp.
4]
Tragen wir hier fiir @ den Wert (11) ein und fiigen
.
e? v,

- hinzu,
16 7%¢% 92 ’

den in dieser Gleichung unterdriickten Faktor

so ergibt sich:

T
- v, ot o [0St dyg
1, = Qo | (=) dp —
Sacte . (I —p cosgy

Das zweite dieser Integrale geht durch die Substitution
@ =1~ p"cos ¢ liber in

145
¥l ‘1__(1ﬂ—171)j du
P ik

— 1 ‘/.?’Qj.]rf([“—'w 2 ’J‘d;(_ —1 {‘d”
ﬂ] prE IR BT TR
:i{f”g'*(_lv ] ) 2< i 1
o \amer ) Tslas e a)

1( o }_L 1
2\ = p) U+Wﬁ 3=
2*

g

1’
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Somit folgt

2

- . T S A S
(1‘)) En - TEC“J‘ 1~/J1 7) ():"KC 1/1—:/)7:;‘

Als Niherungswert kann man benufzen fiir den Fall, daf
f#=1— y nahezu gleich 1 ist:

y -
% C° 1
2 v (4] 5 —2
(10&) 141{): 6702 3//v) a,
Dagegen ergibt sich aus Gleichung (8) des vorigen Para-
graphen bei dem dovt vorausgesetzten abweichenden Beschleu-
nigungsvorgang filr ¢ = 0:

@
I

£y

oder, wenn wir die dort unterdriickten konstanten Faktoren

hinzufiigen, niimlich einerseits den Faktor aus Gleichung (31)
e v

64 a2 (29

Radius » herrithrend den Faktor 2z #2:

andrerseits von der Integration ither die Kugel vom

(15h) L, = (2,

Beide Formeln (15a) und (15b) werden vermige Glei-
chung (9) (angenihert ¢ = ¢, (27)?) identisch bis auf einen
Zahlenfalktor.

¥s braucht kaum bemerkt zu werden, daf fiir den um-
gekehrten Vorgang, die Bremsung eines g-Teilchens bei der
Erzeugung der Rontgenstrahlung, der Gegensatz zwischen kon-
stanter Beschleunigung und lkonstanter Eigenbeschleunigung
noch nicht in Frage kommt, weil die hierbei vorkommenden
Hochstgeschwindigkeiten noch verhéltnismiiliie wert von der
Lichtgeschwindigkeit abliegen.  Deshalb  durfte ich bei der
obengenannten Diskussion iiher die Unsymmetrie der Rontgen-
strahlen die Beschleunigung schlechtweg als konstant ansehen
und mit den Formeln des vorigen Paragraphen rechunen.

"170'
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§ 4. Uber die verhiltnismissige Energie der /- und y-Strahlen.

Die Fnergie cines f-Strahls 14, ist fiir unsere Zwecke als
die lebendige Kraft eines Punktes von der Ruhmasse m, zu
berechnen, also nach der Relativitiitstheorie durch die Formel:

(16) Ey=  , “—(1—=V1—p%.
09

Vi— Iy

Bs ist vielleicht nicht tiberflilssig darauf hinzuweisen, daf3
man auch von dem Ausdruck der elektromagnetischen Knergie
auf folgendem Wege zu Gleichung (16) gelangt. Die elektro-
magnetische Energie eines mit f/ bewegten Heaviside-Ellipsoides
hetriigt bei Oberflichenlandung:*)

3 m,c? p?
16a I = Pt ,<l + 7 )
( ) +1 /2 3

AuBerdem ist aber noch die potentielle Energie 17, einer
iiber die Oberfliche des Elektrons g¢leichmiiliig verteilten und
sich nach dem Innern gleichmiiilg fortsetzenden Normalspan-
nung p zu beriicksichtigen, welche die Ladungselemente gegen
die elektrischen Abstofiungen zusammenhiilt. Fir den mit dem
Klektron bewegten Beobachter ist®) nach Poincaré:

1, c®
). = —
F= 4y

0

wo V, das von demselben Beobachter geschene oder Ruhvolumen
des Elektrons ist. Derselbe Wert von p gibt auch nach einem
Satze von Planck (p' = p) die Spannung an fiir einen ruhen-
den, d. h. die Bewegung des Flektrons nicht mitmachenden
Beobachter.  Die potenticlle Energie dieser Spannung ist:

Y Vel Abraham, Theorie der Elekirizitit 11, Gleichung (124 @)
und (117 h); durch Tinfilbvang von my statt ¢ fillt der Unterschied
zwischen dem bei Abraham und dem hier henutzten Mafisystem der elek-
trischen Finheiten fort. Die spezielle Annahme iiher die Kugel-Ellipsoid-
form des Elektrons ist offenbar fiir die folgende Energievergleichung
unwesentlich.

P

%) Vgl H. A, Lorentz, Theory of electrons, § 181.
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: 14 -
(16 b) L, =7plV= l n, €* o= 1M V11— p
i 0
da wegen der Lorentz-Kontraktion
V -
o l I — /"-2
l 0

ist.
Die Gesamtenergie des Elekirons setzt sich aus der Feld-
energie (16 a) und der Spannungsenergie (16 b) zusammen und ist

: : ¢l 3 LA |
L o JDD — 0 <_; + /_1 o ‘L (1 e /'d))

" Vi—p?
(16¢) _omy et
e

Ist das Elektron zur Ruhe gebracht, so setzt sich seine
Gesamtenergie in derselben Weise zusammen aus der Knergie
seines elektrostatischen Ieldes Id, und der Spannungsenergie
m Ruhezustande 9, gy und es ist nach (16¢) fir g =0:

T y B3
1,’1.,-““ + Ep stat = My €7,
entsprechend dem Einsteinschen Satz von der Triigheit der

Energie.  Die auf Wiirme- oder Tonisationswirkungen verfiig-
bare linergie des p-Strahls ist daher:

-
V1—

in Ubereinstimmung mit der Gleichung (16) fiir seine lebendige

Kraft. Ubrigens verschwindet fiir # nahezu gleich 1 der Unter-

schied in der Definition von Kj; und fv, indem [, = 0, Iy,

und L7, <t endlich, Ju; = I/ = oo werden. Fiir 4 nahezu gleiclh 0

: 1 2
Eh‘ =F + JL’[I - jﬂ'shl - EI: stat == M, ¢? ( Soa 1)
P

9
. . ! L Mg v .
ist Iy in bekannter Weise mit '_’) identisch.
»-Strahls andrerseits fanden wir
oben in Gleichung (15) (es handelt sich um die nach allen
miglichen Azimuten ausgestrahlte Gesantenergie I, 1m fol-
genden durch [, bezeichnet):

e die Energie eines
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) — ,02 7}" /))
By = 6¢ ) 1 p2
Mithin:
(17 L, _ baet 1-V1-p?

I, . e f
N
MY,

Hier sind alle Groten bekannt bis auf v, Um diese mit
emer ebenfalls bekannten GroGenordnung zu vergleichen, er-
setzen wir die Beschleunigung v, durch den Beschleunigungs-
weg [, der ein Bruchteil der wolekularen Wirkungssphiire sein
mufi. Vom Standpunkte des § 2 (v konstant withrend des Aus-
sendungsvorganges) wire nach den gewdshnlichen Fallformeln:

DR . (p¢)? v 21
(18) 1-——-)., V=S, T= =,

2v 21 v fe
wo { der ganze Beschleunigungsweg. 7 die ganze Beschleuni-
gungszeit ist.

Wir haben zuzusehen, was an die Stelle dieser Fallformeln
vom Standpunkt des § 3 (v, konstant wiithrend des Aussendungs-
vorganges) tritt.!) Den Zusammenhang zwischen [ nnd v, liefert
uns hier wie bei den gewdhnlichen Fallformeln der Satz der
lebendigen Kraft. Die auf das Elektron bei seiner Beschleu-
nigung wirkende Kraft ist (Gleichung (9)):

Miong U = My Uy

sie ist nach der Annahme vom Anfang des § 3 auf dem ganzen
Beschleunigungswege konstant; daher ihre Arbeit:

my v, L,
und nach dem Satze der lebendigen Kraft:
LoVl 1= Vi—g
Viep TV R

(19)  my vyl = my, ¢?

') Es handelt sich dabei um die Formeln der sogenannten Hyperhel-
bewegung.
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Den Zusammenhang zwischen 7 (Beschleunigungszeit) und
¢, andrerseits gibt am einfachsten der Impulssatz.

Nach diesem ist das Zeitintegral der wirkenden (kon-
stanten) Kraft w2, v gleich der erzeugten Bewegungsgrilie

Be
i, T
also mit Riicksicht auf (19)
(19a) g vy 7 = mty ¢ /j T == ] /; :
Vo= e 1=V 1—p°

Aus (17) und (19) folgt:

B 6aet) 11—

(20) E, - /‘( ¢ > I

m,

Da nach unserer Auffassung der Beschlennigungsweg [ ein
Bruehteil der molekularen Wirkungssphiire sein mufi, ist durch

T

. . . Ly . .
diese Formel das Verhiiltnis ~7 auf eine bekannte Grikenord-

L,

nung zuriickgefithrt und im Abhiingigkeit von der Geschwindig-
keit der p-Strahlen gesetzt. Unter der (vorliiufigen) Annahme,
dals I von dieser Geschwindigkeit unabhiingiy sei, sagt Gleichung
(20) aus, daly diec Energie der y-Strahlung einen um so
grolieren Bruchteil von der Energie der zugehtrigen
p-Strahlung ausmachen wird, je schneller die betref-
fende f-Strahlung ist.

So hypothetiseh die bisherigen Betrachtungen schon sind,
wollen wir doch versuchsweise durch Finfiihrung einer neuen
Hypothese sie einen Schritt weiterfithren, uwm das Verhiltnis

;
U e . .
" durch lauter bekannte Grofien auszudriicken und als reine

E
Funktion der Geschwindigkeit anzugehen. Wir iibertragen nim-
lich die Fundamentalhypothese der Planckschen Strahlungs-
theorie auf die radioaktiven Mmissionen und nehmen an, daf
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bei jeder solchen Fmission gerade ein Wirkungsquantum /o ah-
gegeben wird. Die , Wirkung® einer Emission (Zeitintegral der
Energie) setzen wir gleich Beschleunigungszeit 7 mal emittierter
Gesamtenergie®) I2 - I, Gleichung (16¢); also

My ¢* h -
1) P M =TV
: Vi —p# g ¢

oder wegen (19a)

S p2

(21a) N} L= a1 — .

My € P

Hiernach wiirde v mit zunehmender Geschwindigkeit f

abnelhmen wie 171 — f2, 1 bei lleinem p zuniichst zunehmen

wie fi, bei groliem ;7 ehenfalls abnehmen wie ) 1 — B Tragen
wir diesen Wert von [ in (20) ein, so wird:

I, 6ac e -
(22) 'j_:/‘ = - 70{) /[ 1 9 /j_ (1 — V 1 - /7;2)-
.]D;v G /)"'

Wir wollen diese Formeln gualitativ und quantitativ priifen.
Vorab sel aut die grofie Unsicherheit dieser Priifung hinge-
wiesen. Sie heruht einmal darin, daf die fi-Strahlen der meisten
Priiparate nicht homogen sind und bestenfalls in einige ho-
mogene Gruppen aufgelist werden kinnen, sodann darin, dafs
die Energie der f- und p-Strahlen durch das lonisationsver-
mogen, also gewissermafien in willkiirlichen und nicht recht
vergleichbaren Einheiten, gemessen wird. Die folgenden Zahlen

1} Oder soll man hierfiir, wie es spiiter fiir den Fall der Rontgen-
strahlen motiviert wird, nur die kinetische Energie [f0; setzen? (22) wiirde
dann durch (22a) zu ersetzen sein.  Ubrigens ist der Unterschied fiir
grofie f nicht wesentlich, da wie oben bemerkt fiir 4 == 1 Gesamtenergie
und kinetische identisch werden und daher auch (22) in (22a) asympto-
tisch bergeht.

Ferner: Soll man die ,Wirkung® statt durch das Prodult ans der
ganzen Beschleunigungszeit in die Gesamtemission lieher messen durch
das Integral der Wirkungselemente, d. h. der Produkte aus Zeitelement
mul Augenblickswert der emittierten Energie? Dann witrde sich in der
Tabelle von p. 29 ein etwas kleinerer Wert von % ergeben, niimlich hei
Rall, UrX, RaC bez 3, 3, ¢ der dort ungegebenen Zahl.
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mogen daher nicht eigentlich als eme Bestitigung unserer
theoretischen Formeln angesehen werden, sondern vielmehr als
eine Aufforderung an die radioaktive Forschung, das Verhiltnis
zwischen f- und y-Strahlenergie genauer nachzupriifen.

Wir werden uns auf die folgenden Daten stiitzen, die
selbst keineswegs gesichert!) sind:

Ra K UrX RaC
P 0.78 0,92 0,95
6000 5000 . . . 1000 100
yop
i ) 44 ...9 2
W 120 44

- I ) .
Hier bedeutet .7 das experimentell vefundene Verhiiltnis
! o

I
der lonisationswirkung der ;- und y-Strahlen in derselben
Tonisationszelle. Ist ihre in Betracht kommende Ausdehnung «
klein gegen die Reichwette der f- und y-Strahlen, so hillt sie
von der autfallenden Energie ZJ; hzw. 14, den Bruchteil zuriick:
L= yyallyy, I =vr.al,

wo r; und v, die Absorptionskoellizienten der Gasfiillung sind.
Diese Bruchteile I, und L) sind proportional den Anzahlen
der gebildeten Ionen und den Tonisationsstrimen: aus ihrem
Verhiiltnis folgt nach den vorangehenden Gleichungen das ge-
suchte Verhiiltnis:

E/; . )’;, 5;,

£, vy 10

Die in Frage kommenden Absorptionskoeffizienten vy und »,
sind im folgenden Paragraphen tabellarisch zusammengestellt;
da heide annithernd der Dichte des absorbierenden Mittels pro-

I} Vgl. eine soeben erschienene Arbeit von Russel und Soddy, Phil.
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portional sind, wird ihr Verhiiltnis von dem Material der Gas-

filllang unabhiingig. Fiir Rali ist z. B. 509, = 15:0,3 und
L = 6000, also:
1y 0,3 >
i 0 - =120
L, = 6000 15

i

I einzelnen ist folgendes zu bemerken:

1. Der Wert von g fiir Ra E folgt aus Ablenkungsver-
suchen von H. W. Schmidt.!) Diese ergaben FRH (Kriim-

mungsradius der Bahn > Magnetfeld) = 2200 Gauf cm. Da
: v
nH=""
4

(¢ ist hier in gewdhnlichen elektromagnetischen Kinheiten ge-
messen) und nach der Relativtheorie

N,

Vi—p

Nt =—

so hat man also:
I RH e 2200
V1 — pe ¢ w3101

1.7.107 = 1,25,

woraus der angebene Wert = 0,78 folgt. In derselben Arbeit
findet Schmidt die Intensitiit der y-Strahlung von RaE zu 0,16
pro Mille der p-Strahlintensitit, was dem angegehenen Werte
E; It = 6000 entspricht.

2. Fiir die harte p-Strahlung von UrX findet derselbe
Autor?) v = 2,76.10%, entsprechend dem angegebenen Werte

\

J',,‘, bei UrX den Wert 1000.%) Der Wert

i

i

S

p =092, und ftr

!) Physikal. Zeitschr. 8, 361, 1907.

%) Physikal. Zeitschr. 10, 6, 1909. Nach Ablenkungsversuchen von
v. Bacyer und Hahn bestehen die p-Strahlen von RaE und von UrX
(im Gegensatz zu den sehr inhomogenen Strahlen von Ra C) aus wenigen
in sich ziemlich homogenen Gruppen, vgl. Physik. Zeitschr, 11, 488, 1910.

8) Awun. Phys. 23, 671, 1907, vgl. Anm. p. 681
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5000 ergibt sich ans Versuchen von Soddy und Russell,?)
nach denen die y-Strahlenergie von UrX zu derjenigen eines
Radiumpriiparates von gleicher f-Strahlintensitiit sich verhiilt
B iy Ra (. i,
1z,

im wesentlichen RaC) nach Rutherford gleich 100 an, so folgt
fiir dasselbe Verhiiltnis belr UrX der angegebene Wert 5000.

3. Der Wert 4 =0,95 fiir die p-Strahlen des Radinms
ergibt sich aus Ablenkungsversuchen von W. Wilson,?) bei
denen der Hachstwert von 1L (val. unter 1) 5230 betrug;
wegen der starken Inhomogenitiit der A-Strahlen des Ra er-
gaben sich daneben natiirlich auch viel Kleinere Werte von 72 H
(bis 1950 Gauls em). Aus X H = 5280 folgt nach der unter 1.
angefithrten Rechnnue == 0,95, Wir kommen im § 6 auf
die Schiitzung der Hichstgeschwindigkeit oder Ursprungsge-
schwindigkeit der p-Strahlen des Ra zuriick.

Unsere Tabelle zeigt, dafi das von uns vermutete Gesets
gualitativ jedenfalls zutriftt. daf niimlich die verhiiltmsmiibige

wie 1:50. Nehmen wir also das Verhiiltnis

T

. . . . R D
»-Strahlintensitiit um so kleiner, also das Verhiiltnis I'/ um

so ordlier ist, je geringer die Geschwindigkeit der j-Strahlen.

Mehr erfahren wir durch eine quantitative Pritfung der
Tormeln (20) und (22). Hierbei wird es einmal darauf an-
kominen, aus (20) den Beschleunigunesweg [ anszurechnen und
it den Molekiildimensionen zu vergleichen. andrerseits aus (22
die Grolie 7 zu bestimmen und mit dem Planckschen /o zu ver-
cleichen,

)i unser e in elektrostatischen rationellen (Heavisideschen)
Einheiten gemessen ist, haben wir, wenn egy und €., die
in gewdhnlichen elektrostatischen oder elektromagnetischen Hin-
heiten gemessene Blektrizitiitsmenge bedeuten:

A=4x¢ ==4ace

, < C 5
staf stat magn

1) Phil. Mag. 18, 620, 1909.
2 Proe. Roy. Soe, {A) 84, 141 1910.
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Nun ist:

Catas = 4,7.10710, ”’;Zg“ — 1,7.107.,

0

Daher wird der Faktor in Gleichung (20):

6 7 e? 3 ¢ 3 3.101° 108
e\ 2 Cungn) 2 {71077 1,7.10" — 1,8
c\-— € stat
m, mo

und Gleichung (2) ergibt:

j’ 2
L= 181070 vl
1 — /,
Andrerseits wird der Faktor in Gleichung (22):
bac 3 ¢ _ 10%
P
stat

also nach einer kleinen Umformung:

Ep 1+ V1—p

= 4.9.10-
h 9.1 JL;, 1

Aus diesen Formeln und den Daten der vorigen ist die
folgende Tabelle berechnet:

Rak UrX Ra C
I = 310" 2,101, 410 10 -1
h= 2410-% 1,910 ... 3,9.10—= 1, L10—>
1 )
1’ = 330 150 100

Die crste Zeile zeigt, dafi der Beschleunigungsweg [ ein
sehr kleiner Bruchteil der Molekiildimensionen (107%)
ist.  LKin Widerspruch gegen die der Gleichung (20) zu Grunde
liegenden Anschauungen ist darin nicht zu erblicken. Ein
solcher wiirde sich nur ergeben, wenn 1 > 10~% gefunden wiirde.

Die zweite Zeile zeigt, zumal in ihrven ersten Ziffern, einen
Wert von /4, der durchaus von der Groienordnung des
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Planckschen / =6,55.10"" ist. Besonders grof§ ist der
Unterschied in unserem Werte vou /A filr Ra C; hier sind aber
auch die benutzten Daten besonders unsicher wegen der starken
Inhomogenitiit der betreftenden p-Strahlen und der vermutlichen
Ungenauigkeit des Grenzwertes f == 0,95, Offenbar reicht das
Beobachtungsmaterial nicht aus, um fiir oder gegen die Frage
zu entscheiden, ob die radioaktiven Emissionen mit der Planek-
schen Theorie des Wirkungsquantums zusammenhiingen.  Dals
ein solcher Zusammenhung der Grofienordnung nach bestelien
kann, schien mir jedenfalls sehr bemerkenswert.

Die dritte Zeile gibt diejenigen Werte des Energieverhiilt-
nisses. die sich aus Gleichung (22) mit /£ = 6,55.107*" ergeben.

Diese berechneten Werte fallen nicht so schnell mit wachsen-
dem f ab, wie die aus den Beobachtungen geschlossenen der
vorigen Tabelle.  Sie zeigen dieselbe Ubereinstimmung der
Grotienordnung nach resp. dieselben Abweichungen wie die
vorige Zeile, nur von einer anderen Seite geschen.
- Wir kdnuen aber unsere Formeln (20) und (22) im Gebiete
der Rontgenstrahlung eciner wesentlich schiirferen Priifung
unterwerfen dank einer Untersuchung von W. Wien,") in der
die Knergie der Routgenstrahlen £, im Verliiltnis zur nergic
der auffallenden Kathodeustrahlen 77, und zwar auf thermischem
Wege, also in absolutem MaLe, bestimmt wurde. Wien findet

yon

= 2.1,3510-%,
o 1,35.10

Hier meint £, die gesamte Energie der Riontgenstrahlen,
die von der Antikathode ansgeht resp. in sie hineingeht, wobei
der letztere nicht mitgemessene Bestandteil durch den Faktor 2
beriicksichtigt werden soll. Indessen haben wir zum Vergleich
mit unseren Formeln wahrscheinlich nur den polarisierten
Antell I, einzusetzen, der nach unserer Anschauung allein

1) Wiillner, Festschrift, Aachen 1905 und Annalen der Physik 18,
991, 1905.
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seinen Ursprung in dem Bremsvorgange hat. Nach den Mes-
sungen von Bafiler?) betriigh derselbe bei verschiedenen Rohren
pwischen Yo und Yy der ganzen Knergie (Platinantikathode).
Wir setzen also etwa:

el — 1,35.10 4.
J"Ic

Die Geschwindigkeit seiner Kathodenstrahlen bestimmt
Wien darch Spannungsmessungen zu /== 0.46; nach der Re-
lativititstheorie berechnet liefern sie statt dessen f == 0,45,
Wir haben also fiir

N 10* :
pe—1 Q... - = - == Q. ’_00 .
b 0,43 7 oo 1.35 ea. 1000

. . . ]L‘; .
Dieses Verhiltnis ist dem Verhiiltnis EL zu vergleichen

3
i

Denken wir es uns in die Tabelle von p. 26 mit dem zuge-
horigen Werte von f elngetragen, so setzt es die Tabelle nach
der Richtung kleinerer Geschwindigkeiten fort und gibt ein
. E, . ,
weiteres Auwachsen von J‘,—’f bei abnehmendem f.
7
1) Dissertation, Miinchen 1908, Annalen der Physik 28, 808, 1909.
Wenn Bafler bei Rohre IT unter 909 Azimut © = 5% findet, so bedeutet
dies, unter « die gesamte Lmission in dieser Richtung, unter b die un-
polavisierte Kmission verstanden:

ro 10»
105"

a—b a—1b

2
a4 s - « ;T+;
Das Azimut von 90° liegt der Richtung maximaler Emission der
polarisierten Strahlung nahe. Die durchschnittliche Stiirke der polari-
sierten LKmission betriigt etwa die Hilfte der maximalen, also ist un-
gefiihy

x, pol  lu—1 ax 5

K2« 14 105
Tiir die sehr harten Wienschen Strahlen dirfte der von BafBiler ge-
fundene kleinste Wert v = 590 zutretfen. lch habe daher im Text mit
‘]j"r 1)()1 1
yon 20

¥

gerechnet,
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Aus Gleichung (20) lLiit sich jetzt der ,Bremsweg® I be-
rechnen. Mit dem oben benutzten Zahlenwert von

6z ¢?
e
e
it
ergibt sich:
—EI: [;

[ =1810"1-

= 61070,
Erpol Vl'—/;‘)

also wieder ein Wert, der ein kleiner Bruchteil der Mo-
lekiildimensionen ist und der sich an die Tabelle der
(-Werte von p. 29 links angliedert.

Wir betrachten andrerseits die ,Bremsdauer® v und die
withrend derselben von dem bremsenden Molekiil absorbierte
Energie.  Wiihrend wir oben als emittierte Energie die Ge-
samtenergie des g-Strahls £+ 9, ansetzen muliten, scheint
es bel dem Bremsvorgange naturgemiilier, hiervon, wie es auch
Wien tut, die eleltrostatische ¥nergie und dann anch die dem
Tlektron verbleibende Spannungsenergie im Ruhezustande Fd,
ahzuzichen, d. h. (vgl. den Anfang dieses Paragraphen) die ab-
sorbierte Energie der Bremsung divelt der kinetischen Fnergie
des Kathodenteilchens gleichzusetzen. Bei dieser Berechnungs-
weise setzen wir also voraus, dafi das bremsende Molekiil nur
die Geschwindigkeit vernichtet, aber nicht das Klektron und
seine Teldenergie in seinen Verband aulnimmt. Die aufge-
nommene kinetische Energie wird, wie dies in unseren Formeln
enthalten ist, nur zum kleinsten Teil als polarisierte Rontgen-
strahlung wieder abgegeben; der grifite Teil setzt sich in
Wirmeenergie um oder erregt, wie wir annehmen miissen, die
(weichere) unpolarisierte Fluoreszenzstrahlung des Molekiils.

Vou diesem Standpunkte aus ist die , Wirkung® des Brems-
vorganges
a2

9 Tt By =17 ——
(21b) : V1 — 72

1=~V —=7,

An die Stelle von (21) und (21a) tritt also
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B Vi—pe ho V11— g
(21¢) T=——7p e e
mye® 1 — V1 —p2 N,y ¢ I
Aus (20) ergibt sich daher an Stelle von (22):

L, 6mchl— 52

(22 a:) E,- o e 027 : f))g__
. Grxe 1030
Hieraus folgt mit dem oben berechneten Werte 2 =g
dem Planckschen h = 6,55.10—% und mit f = 0,43:
L
= 6000.
-IDI' pol

Die Ubereinstimmung mit dem Wienschen Beobachtungs-
werte 7000, der allerdings selbst erst durch die BaBlerschen
Messungen auf seinen polarisierten Anteil korrigiert war, ist
iiberraschend.’) Dementsprechend ergibt sich auch mit diesem
Wienschen Werte eine sehr gute Anniitherung an das
Plancksche %, wenn wir umgekehrt 2 aus (22a) berechnen,
nimlich:

h= 8.10 =%,

Rechnen wir statt mit (22 a) mit der fritheren Formel (22),
indem wir als absorbierte die ganze Energie des ankommenden

Hlektrons in Anschlag bringen, so ergibt sich analog in runden
Zahlen:

L ‘ A
TR = 600, b == 8.10 —8,
L)‘ pol

1} Ieh mochte auch darauf hinweisen, dafz E. Carter (Dissertation
91

j("/c
Spannang, also proportional §* findet. Dies wiirde im wesentlichen die
in (22a) angegehene Abhiingigkeit von der Geschwindiglkeit sein, wenn
wman annehmen diirfte, dafs 14 pol €in von der Spannung unabhiingiger
Bruchteil der Gesamtenergie I, der Rontgenstrahlen ist. Die Messungen
von Carter sowie diejenigen von Angerer (Dissertation Miinchen,
Ann. Phys. 21, 112, 1906) bestiiticen durchaus die im Text benutzte
I,
E;.

Sitzungsbh, 4, math.-phys. Ki. Jahrg, 1911, 3

Wiirzburg, Aun. Phys. 21, 955, 1906) das Verhiltnis - - proportional der

Wiensche ,Beobachtungszahl fiir
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Bestimmen wir andrerseits (vgl. die Anm. zu p. 25) die
» Wirkung® des Bremsvorganges aus dem Zeitintegral der kine-
tischen Knergie statt wie in (21h) aus dem Produkt der Brems-
zelt 7 in die

O
o

esamte kinetische Muergie, so ergibt sich aus
dem Planckschen /# bez. aus dem Wienschen Knergieverhiiltnis
I . =
= 17000 bez. /= 3. 10—,
-L'/r pol
Die in diesem und dem folgenden Paragraphen benutaten
radioaktiven Daten verdanke ich Herrn H. W. Schmidt, dessen
sachkundiger Rat mich auch bei der Verwendung dieser Daten
wesentlich unterstiitzt hat.

§ 5. Uber die Hirte der y-Strahlen und die Impulsbreite
der Rontgenstrahien.

Als theoretisches Maly fiir die Hiirte der y-Strahlen werden
wir 1hre Impulsbreite anzusehen haben. Sie ergibt sich leicht
aus Figur 1 und zwar, wie ich schon frither fiir Rontgen-
strahlen ausgefithrt habe, fitr die verschiedenen Azimute ¢ von
verschiedener Gréofe. Sehen wir niimlich m Figur 1 0" als den
Anfangspunt, 0" als den Endpunkt des Beschleunigungsweges
an, so haben wir umn ' eme Kugel von dem willkiirlichen

Radius ¢ 7' (1'= der seit dem Beginn der Beschleunigung ver-
ssenen Zeit), um O eine Kugel vom Radius ¢(4I'— 1) zu

flossenen Zeit), o

beschreiben (v = der ganzen Beschleunigungsdauer). Diese

beiden Kugeln haben aber die lxzentrizitiit / und geben daher
in verschiedenen Azimuten eine verschiedene Dicke der Stirungs-
zone oder eine verschiedene Impulshreite. Der Mittelwert der
Impulshreite betriigt nach dem Gesagten

(23) Lo == €T
. . . . i
und entspricht dem Azimut ¢ = : ihr Minimalwert gehirt
—
ersichtlich zum Azimut ¢ = 0 und betriigh Awi, = ¢7 — [, ihr

Maximalwert tritt fiir ¢ = 2 auf und betriigt Ay = c7 4 {,
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wo [ = 0’0" der ganze Beschleunigungsweg ist. Fiir ein be-

lichiges ¢ gilt offenbar

(23a) L=ct —lcosq,

wo lcos ¢ die Strecke O'Q) der Figur 1 bedeutet. Die Wahl

des Buchstabens 7 soll an die Analogie dieser Groge zur Wellen-

linge des periodischen Lichts erinnern.
lmin

Wir bherechnen das Verhiiltnis |

/Amax

nahme konstanter Beschleunigung », wie ich sie frither fiir

einmal unter der An-

den Fall der Rontgenstrahlen machen durfte. Dann ist nach

2
Gleichung (18) ¢7 = PR also:
)
;~min . 1 _%;;
Amax 1+ _15 /L"

Sodann unter der Annahme der konstanten Kigenheschleu-
nigung ¢, Alsdann ist nach (19 a)

g -
1 —Vi—p'

;-min o /i'— 1 —f—l—'l_—ﬁj —-_‘/1:/;
s AL V= l L
Der Unterschied belder Formeln tritt natitrlich wieder erst

in der Nihe von =1 zutage. Fir /=1 liefert z. B. die
erste den Wert 2 = 0,60, die zweite den wenig davon ver-

CT =

also:

schiedenen Wert V1 = 0,58; dagegen folgt fir = {; aus
der ersten 1l = 0,38, aus der zweiten dagegen | J5 = 0,23,
Die Unsymmetrie in der Verteilung der Hiirte auf die verschie-
denen Azimute wird also bei sehr schnellen Strahlen gesteigert,
wenn wir dabei, wie es sein mufl, die (nach der Relativitiits-
theorie berechnete) Veriinderlichkeit der Masse berticksichtigen.

Fir den Mittelwert der Impulsbreite ergibt sich aus (23)

und (18) (konstante Beschleunigung) der Wert
b

24) el
p

k)
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der sich nach (23) und (194a) (konstante Eigenbeschleunigung)
berichtigh zu:

) s 14 V1—pe
24 b =21 e = :
e L 1—-Vi—p p

Auch dieser Wert wiire fiir y-Strahlen noch weiter zu be-

richtigen. Zu dem Azimut ¢ = =, auf das sich dieser Wert 2,,

2
bezieht (vgl. (23) und (23 a)), gehort ja nach unseren Figuren
bei harten y-Strahlen nur eine sehr geringfiigige Energie;
vielmehr wird das Maximum der Knergie nach den Nitherungs-
formeln (5) und (6) unter einem Winkel ¢ = 1727 ausge-
strahlt, zu dem bei kleinem y ein Wert von

cosgp=1—1y=1—1(1—p

gehort.  Ifiar diesen Winkel wird die zugehorige Impulsbreite
nach (25a) und (1Ya):

i= (1Y I=F 1y —p)
/)
oder

. 1’1'—/';:‘( g 1~/}< ,/;’))
(24b) A= /_),—1+|/T+ﬁ\1~rb_ ;

Der genaue Wert wiire, wenn ¢ = ¢,, den Winkel muaxi-
maler Xmission bedeutet, nach Gleichung 23a:

(24 ¢) J= z(l g V[,l S (,‘,,,>.
)

Allen diesen Formeln fiir die mittlere oder matigebende Im-
pulsbreite ist gemeinsam eine gesetzmiibige Abnahme der
Impulsbreite mit zunehmender Geschwindigkeit. Die Tmpuls-
breite ist oo fiir f = 0 nnd f8llt fiir f =1 bis zu 2{ nach (24),
bis zu [ nach (24a), bis zu 0 nach (24b) und (24¢) herab. Der
Abnahme der Impulshreite entspricht nach allgemeiner An-
schanung eine Zunahme der Hiirte. Diese wiichst also, unter
der vorliufigen Voraussetzung eines im wesentlichen gleich
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hleibenden Wertes von I, sowohl bei Rintgen- wie bei y-Strahlen
mit wachsender Geschwindigkeit der erzeugenden Kathoden- oder
f-Strahlen.

Als Beispiel diene die folgende Tabelle; in dieser hedeutet
v; bez. v, den Asorptionskoeffizienten der betreffenden f- oder
v-Strahlen fiir die Liingeneinheit in em—~', [ die Dichte des

: ] T L i ;
absorbierenden Materials (]) ist mit einiger Anniherung vom

Material unabhiingig); die Zahlen fiir RaE sind der im vori-

gen Paragraphen zitierten Arbeit von Schmidt (Physikal.
Zeitschr. 8), diejenigen fiir UrX und RaC der ebenda zitierten
Arbeit von Soddy und Russell resp. von W. Wilson (vgl
Tabelle 2, p. 147) entnommen; 4 ist fiir Réntgenstrablen nach
(24 a), fiir die verschiedenen y-Strahlen nach (24 b) berechnet.

Réntgenstr. Rak UrX RaC
f= 02 bis 0,5 0,78 0,92 0,95
"lf _ i <4 A )
D= 15 H 1,8
v, PR o e
D= 4 his ¢ 0,3 0,047 0,040
A== 101{ bis 4! 1,21 0,551 0,401

Durch die Formeln dieses Paragraphen wird also 2 mit
dem Bremsweg bez. Beschleunigungsweg ! in Beziehung
gesetzt und erweist sich von derselben Grofienordnung wie /.
Diese Beziehung ist im wesentlichen geometrischer Natur. Der
absolute Wert von 2 und seine Abhiingigkeit von f bleibt un-
hekannt, solange wir nicht { kennen.

Nun haben wir aber im vorigen Paragraphen, Gleichung

(20), I mit

I I

i . 5 - k .

7 Dez. bei Ronteenstrahlen mit ~ 1n Zusam-
ﬁf" 2 Erpol

7

menhang gebracht. Wir konnen also auch 2 durch diese
Fnergieverhiiltnisse ausdviicken und dadurch auf Beobach-
tungsdaten reduzieren. Iiir harte p-Strahlen ergibt sich so
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nach Gleichung (24 b) und (20) als Impulsbreite fiir die Rich-
fung maximaler Ewission:

€
T
. ’ m,) 1 1—p ﬁ))
2 e 0 P 1 o ) .
(25) / s E;'( +]/l+ﬂ<1+3 :
ihnlich ftir Rontgenstrahlen nach Gleichung (24 4) und (20)
als Impulsbreite fiir die Richtung (p=: (oben mit 4, be-

<

zeichnet):
o
(25 ) ) Bo14Vie g
B3 Brnole 1 1] 2= P

Nach dem vorigen Paragraphen ist

9

b
- - = 1,810
67 c®my, L
und nach Wien-Bafiler
§ o 104
—" == - = 0,43
Erpol 1.357 /)) H s

also fiir die recht harten Wienschen Rintgenstrahlen:
(26) j o= 3107,

Fiir die y-Strahlen ergibt sich analog nach Gleichung (25)
und der Tabelle von p. 26:

RaE UrX RaC
i = 3101 1.10-1 ... 2,10 5101

Die Abnahme der Impulsbreite mit wachsender Geschwin-
digkeit gilt also fiir die ganze Reithe von den Rontgenstrahlen
bis zu den p-Strahlen des Radiums; ihr entspricht qualitativ
die Zunahme der durch den Absorptionskoeffizienten bestimmten
Hiirte in der Tabelle von p. 37.

Nehmen wir die Hypothese des vorigen Paragraphen hinzu,
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. P I, g 2 v
nach der das Enercieverhiltnis 7 Dez. -, mit dem Planck-
> —E;' L;'pol

schen % zusammenhiingt, so ergibt sich eine Formel, die 2
ohne Zuhilfenahme von Energiebeobachtungen ledig-
lich aus der Geschwindigkeit bestimmt.  Man erhilt so
aus (25) und (22) fir y-Strahlen:

e T e 1—/7( /")>
@D =, 1-Vi ﬂ)(l *“I/1+,: I+4

und aus (25a) und (22a) fir Rontgenstrahlen einfacher:

/1 A PR
(272) 1= 1 el (L+1V1—p%

e » 22
N I

ok Vi1—pe .
nyel — 11— p2
Aus der letaten Gleichung folgt mit

h = 6,55.10—%, f= 043
und
] i enmun l l’?.]()7

My, ¢ Wy » Cataty 0. 10 =2
der mit dem obigen Werte (26) nahe iibereinstimmende Wert

(26 a) A= 2.10-".

Diese nahe Ubereinstimmung entspricht natinlich dem Um-
stande, dal wir im vorigen Paragraphen das von Wien be-
obachtete und auf Polarisation korrigierte Lnergieverhiiltnis
1'1,/¢ ;
Jﬁr pol

rechnen konnten.

sehr nahe aus dem Planckschen Werte von /i be-

Der zu (274a) fithrende Weg iiber (22a) und (25a) war
ersichtlich recht indirekt. Der Kinfachheit des Resultates ent-
spricht besser die folgende direkte Ableitung. Die Impulshreite
fiir =; ist nach (254a)

o= cT;

die Hypothese des Wirkungsquantums, angewandt auf den
Absorptionsvorgang der Bremsung, liefert:
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(28) TEkin = h,

also in Ubereinstimmung mit (27a):

_ ch e ]//:1—[)‘9_
s Ekin My e ] _] 1 yrs /);2’

(28 2) ;

Der etwas komplizierte Ausdruck, den wir in (27) fanden,
rithrt nur daher, dafi wir als emittierte Xnergie der radio-
aktiven Prozesse nicht die kinetische, sondern die gesamte
Energie I + £, nahmen und dafi wir die Impulsbreite nicht

fiir ¢ = :, sondern flir @ = gy, bestimmten.

Der Wert (26) fiir 2 ist etwa 25mal so grofi wie der
von Wien in der frither zitierten Arbeit Dherechnete Wert
=T1,15.107"% Der Grund der Abweichung liegt weniger in
der Verschiedenheit der Formeln (Wien rechnete damals nach
der Absoluttheorie und mit konstanter Verzigerung », bei ihm j
genannt, wir nach der Relativtheorie mit konstanter Eigen-
beschleunigung v,) als vielmehr in unserer Rednktion anf den
polarisierten Anteil der Réntgenstrablung, durch welche wir
einen Falktor 20 einfithrten. Offenbar stellt diese unsere Be-
rechnung von Z nur eine Modifikation des urspriinglichen
Wienschen Gedankens dar.

Aber auch die Berechnung von 2 aus dem Planckschen /
ist an sich nicht neu. Sie wurde von Wien?) auf die sekundiiren
Kathodenstrahlen, von Stark?) auf die primiren angewandt.
Bei beiden wird die mit (28) analoge Gleichung benutzt:
¢
A

Daf dabei unter Anlehnung an die Optik » als Schwin-
gungszahl, 2 als Wellenlinge hezeichnet und daff FEy;, nach

Lin = Dy, y =

o
s m v’ N . :
der gewdhnlichen Formel durch —  ausgedriickt wird, ist

natiirlich kein bemerkenswerter Unterschied.

1) Gottinger Nachr., 1907.
%) Physikal. Zeitschr. 8, 881, 1907.
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Um so wesentlicher scheint mir der folgende Unterschied
in der Auffassung zu sein. Bei Wien hesteht kein Zusammen-
hang zwischen seiner elektromagnetischen Berechnung von 2
vom Jahre 1905 und seiner strahlungstheoretischen vom Jahre
1907. Beide geben recht verschiedene Werte und scheinen
sich auszuschlieBen. Stark ist sogar geneigt, die gewShnliche
elektromagnetische Theorie bei den Klementarprozessen iiber-
haupt und den Réntgenstrahlen insbesondere zu Gunsten der
Strahlungstheorie aufzugeben und durch eine Quantentheorie
zu ersetzen. Dagegen haben wir hier gesehen, daf beide
Gesichtspunkte miteinander wohl vertriglich sind.
Wir haben die lmission der Roéntgenstrahlen, ihrer Vertei-
lung und Stiirke nach, unter einfachsten Annahmen, aus der
rein elektromagnetischen Theorie berechnet. Dabei Dblieb eine
Konstante unbestimmt, die wir als Higenverzigerung v, oder
als Bremsweg [ oder als Bremsdauer 7 wiihlen konnten und
tther die uns die Theorie des elektromagnetischen Feldes nichts
lehren kann. Diese Konstante ist eine Higenschaft des bhrem-
senden Molekiils; es lag daher nicht fern, sie aus der univer-
sellen Eigenschaft aller emittierenden oder absorbierenden Mo-
lekiile zu entnehmen, die in dem Planckschen Wirkungsquan-
tum zum Ausdruck kommt. FErst durch dieses Kingreifen der
Strahlungstheorie wird die elektromagnetische Theorie der
Rontgenstrahlen vollig bestimmt. Beide Theorien schliefien
sich ‘nicht aus, sondern ergiinzen sich.

Das Fingreifen der Strahlungstheorie ist gewissermafien
ein Hufierliches. Uber den elektromagnetischen Mechanismus
des /i erfabren wir aus unserer Anwendung desselben auf die
Rontgenstrahlung nichts. Sowenig wie die Existenz des Wir-
kungsquantums den elektromagnetischen Aushreitungsvorgang
stort (sie beeinflubt ihn nur durch Bestimmung eines sonst
unbestimmten Parameters), sowenig kann die elektromagne-
tische Theorie die Existenz des Wirkungsquantums hindern
oder erkliren. So gut wie in der Optik alle Ergebnisse der
Wellentheorie festzuhalten sind, z. B. die Folgerungen aus dem
Huyghensschen Prinzip, die Anschauungen iiber Interferenz-
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fihigkeit und Polarisation, so gut wie diese Krgebnisse durch
die Plancksche Entdeckung nicht beeintriichtigt, sondern nur
m Bezug auf die Kntstehung und Vernichtung der optischen
Wirkungen ergiinzt werden, ebensogut kinnen alle Folgerungen
aus der Impulstheorie der Rintgenstrahlen mit dem Wirkungs-
quantum vereinigt werden, die Struktur und Polarisation der
Rintgenstrahlen, von der ich in der genannten friiheren Note
gehandelt habe, die Ungleichfsrmigkeit der Hirte unter ver-
schiedenen Azimuten, von der im Anfang dieses Paragraphen
die Rede war, die Beugung der Rontgenstrahlen, auf die ich
demniichst zuriickzukommen hofte.

Aus unserem Zusammenhang zwischen der Stiirke und Hiirte
der polarisierten Rontgenstrahlung mit dem Wirkungsquantum
ergeben sich eine Reihe von Konsequenzen. die der experi-
mentellen Priifung  wert sind.  Die Stiivke der polarisierten
Strahlung miilite vom Material der Antikathode unabhiingig
sein nach (leichung (22a), ebenso ihre Impulshreite nach Glei-
chung (27 a), die ihrem absoluten Wert nach aus Bengungs-
bildern') zu entnehmen wire, die sich aber qualitativ wohl
auch in den Absorptionsmessungen zeigen miiite. Ks miifite
also der polarisierte Anteil bei einer Kohlenantikathode gleich
groB sein wie der polarisierte Anteil bei einer Platinanti-
kathode bezogen auf den gleichen Wert der Kathodenstrahl-
energie. Der Unterschied beider wiirde nur in einer verschie-
denen Grofie des unpolarisierten (Fluoreszenzanteils) liegen.
Der polarisierte Anteil miifite in ganz bestimmter Weise, nach
Gleichung (22a), von der Geschwindigkeit der Kathodenstrahlen,
also der Spannung abhiingen, nfimlich im wesentlichen der

1) Aus Beugungsbildern des polarisierten Anteils (1), die sich schwerlich
werden realisieren lassen. Ich habe frither aus den Hagu-Windschen
Beugungsbildern auf 7 == 1,310~ % geschlossen. Dieses 1 wiirde einer
geringeren Geschwindigkeit der Kathodenstrablen, nitmlich, nach Glei-
chung (27a) berechnet, dem Werte § = 0,19 entsprechen, also etwu der
Hilfte des recht hohen Wien'schen Wertes f = 043, Jedoch bedarf
meine damalige Folgerung der Nachpriifung an den neueren Aufnahmen
von Walter und Pohl und ist auch der Methode nach zu verschiirfen.
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Spannung proportional sein (vgl. die Anm. auf p. 33).  Auch
bei dem unpolarisierten Fluoreszenzanteil diirfte das Plancksche
Wirkungsquantum eine Rolle spielen, wie ich schon frither
bemerkte.l) An die Stelle unserer Gleichung (27)

TEkin =
wiirde dabei zu treten haben
' = h,

wobel 7' eine Figenschwingungsdauer des Molekiils wiire und
E' die Energie des unpolarisierten Anteils der Rontgenstrah-

lung von der Frequenz . Da I’ kleiner sein miifite als die

nach der Ausstrahlung des polarisierten Anteils verbleibende
Energie Fyin — I o so wiirde sich notwendig ergeben 7/ > 7,
d. h. die unpolarisierte Strahlung (resp. ihre verschiedenen Be-
standteile) ist welcher wie die polarisierte, was dem Befunde
von Bafiler entspricht. Bel dem Fluoreszenzanteil wiirde man
also 7* als gegeben durch die Molekiileigenschaften ansehen
und F' aus der Planckschen Gleichung berechnen, withrend
wir bei dem polarisierten Anteil F als durch die auffallende
kinetische Energie gegeben ansahen und 7 durch die Plancksche
Gleichung bestimmten. In solcher Weise konnte man mit den

‘ verfahren und zu

verschiedenen Kigenschwingunesdauern =
jeder die zugehdrige Fnergic F' bestimmen, von den Kkiirzesten
beginnend bis zu den sichtbaren und ultraroten. Der Rest der
Energie wiirde fiir die Wirmebewegung des Molekiils ver-
bleiben. Indessen sind solche weitergehenden Folgerungen zur
Zeit wohl verfriiht.

) 1. e. Physikal. Zeitschr. 10, 970, 1909, Ich mochte bei dieser
Gelegenheit die dortige Bemerkung: [ Mit dem ersten ,Bremsanteil® der
Strahlung scheint mir das Wirkunesquantum nichts zu tun zn haben®
zuricknehmen.  Ieh  stand damals unter dem wohl alleemein ver-
breiteten Eindruck, dafi das Wirkungsquantum nur fie Vorgiinge be-
stimmter Frequenz » in Frage kommen konne. Daf unsere Bremsdauer z

i 1 { i
an die Stelle des Planckschen ~ treten konne, habe ich erst jetzt gesehen.
»
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§ 6. Diskussion der Voraussetzungen.

Fiir die Anwendung unserer Uberlegungen auf die Schwan-
kungserscheinungen muf: die Hauptfrage sein: Sendet Ra, ge-
nauver gesagt RaC, f-Strahlen von so groler Geschwin-
digkeit aus, wie wirsiein Fig. 3 des § 2 voraussetzten?

I. Direkte Messung der Hochstgeschwindigkeiten.

Kaufmann?') gibt eine Sichtharkeitsgrenze seiner photo-
graphischen Kurven an, aus der sich nach der Relativitiits-
theorie ein Wert y = 1 — ff < 2, berechnet. Ahnlich findet
Paschen?) bei seinen Ablenkungsversuchen einen kontinuier-
lichen Ubergang der p-Strahlgeschwindigkeiten bis zur Grenze
der Lichtgeschwindigkeit. Eine neuere Arbeit von W. Wilson,
aus der sich = 0,95 ergeben wiirde, wurde bereits in § 4
zitiert.

Nun kann man sich schwerlich Umstinde vorstellen, durch
welche die Geschwindigkeit des f-Teilchens auf seinem Wege
erhoht wiirde, withrend andrerseits Geschwindigkeitsverluste
namentlich innerhalb des spezifisch schweren Radiumkorns, sehr
plausibel sind. Aus dem Auftreten der genannten hohen Grenz-
geschwindigkeiten wird man also auf das Vorhandensein von
aleich hohen Anfangsgeschwindigkeiten und zwar in groferer
Hiufigkeit, als sie auBerhalb des Radiums heobachtet werden,
schliefen diirfen.

2. Indirekte Bestimmung aus der verhiltnismissigen Energie der y-Strahien
und ihrer Harte.

Die Tabelle von p. 26 fiir F/— und die Hypothese des

[ 41
Wirkungsquantums legen den Versuch nahe, den Ursprungs-
wert der Geschwindigkeit der Radium-p-Strahlen aus der zu-

gehorigen y-Strahlenergie zu berechnen, unter Zugrundelegung

0 Ann. Phys. 19, 487, 1906. Vgl. insbesondere in Anhang IV
p- 851 den Grenzwert z = 0,06.
%) Ann. Phys. 14, 889, 1904.
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der Gleichung (22) und des Planckschen Wertes /i = 6,55.10~%7.
Setzt man 6 = V1 — 3%, so wird:
1_'/‘ /_ - (30 .1_3 3241_2
(1—=V1—p)= S = 1,6.1073, ¢ 1072,
f=1—810"*

Die verhiiltnismiifig grofie Energie der p-Strahlen des
Radiums wiirde also nach unserer theoretischen Formel auf
einen viel groferen Wert fiir die bei der Kmission der f-Strahlen
makgebende Geschwindigkeit der f-Strahlen schliefien lassen,
als er direkt beobachtet wurde; damit wiirde sich eine noch
viel grifere Unsymmetrie und Einseitigkeit der y-Strahlemission
ergeben, als sie Figur 2 selbst filr f= 0,99 zeigt. Natiirlich
ist unser Schluf sehr unsicher, da er auler auf der Hypothese
des Wirkungsquantums ganz auf der GroBe 2 fir f beruht.

Auch die Hiirte der y-Strahlen des Radiums (vgl. p. 37)
gestattet einen ungefilhren Schluff aut die Ursprungsgeschwin-
digkeit der fur ihre Aussendung maBgebenden f-Strahlen. Da
die Hirte der p-Strahlen von Ra grofier als diejenige von UrX
ist, wird man auch schliefen diirfen, daB das mabgebende f
grofier als 0,92 sei. Es bleibe aber nicht unerwiihnt, dag die
p. 26 zitierte Untersuchung von Russell und Soddy die Be-
rechtigung solcher Schliisse beanstandet.

Neben dieser physikalischen Voraussetzung iber die
Lohen f-Strahlgeschwindigkeiten beim Ra haben wir noch die
mathematischen Voraussetzungen zu priifen, die wir zur
Vereinfachung der Rechnung gemacht haben. Sie betreffen
den quasistationiiren Charakter, die Geradlinigkeit und Gleich-
miiigkeit des Beschleunigungsvorganges.

a) Quasistationiire Bewegung.

In den Ausgangsformeln 2) und 4) war von der Ausdeh-
nung des Elektrons oder vom ,Elektronenradius® nicht die
Rede; auch werden diese Formeln in § 7 nach den Methoden
der Relativitiitstheorie unter der ausdriicklichen Voraussetzung
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eines punkttormigen Ilektrons abgeleitet. In der ilteren
Theorie wiirde hierdurch fiir die zuzulassende Beschleunigung
eine Grenze') gesetzt werden. Unterhalh dieser Grenze kann
man die Bewegung als quasistationiir behandeln, d. h. sowohl
die Bestimmung des Feldes als auch die Dynamik des Elektrons,
letztere durch Einfiihrung einer nur vom augenblicklichen Be-
wegungszustande abhiingigen Masse, vereinfachen; oberhalb
dieser Grenze wiirde sowohl fiir das Feld wie fiir die Bewe-
gungsgesetze die Vorgeschichte in Betracht kommen. Diese
Grenze wiirde in unserem lalle etwa bel p = %% liegen, wenn
man die hierzu fithrende Beschleunigung durch das Gesetz des
Wirkungsquantums gegeben denkt.

In der Relativititstheorie dagegen mull wan sich einst-
weilen prinzipiell aut quasistationiire Bewegungen beschriinken,
ohne deren Grenze angeben oder sie gar tiberschreiten zu kénnen.
Schon die Feldberechnung wird illusorisch bei wirklich be-
schleunigten Bewegungen, d. h. bei solchen, deren Geschwindig-
keitsiinderungen nicht mehr klein sind gegen ¢ in derjenigen
Zeit, die das Licht hraucht, um das Elektron zu iiberstreichen.
Hier wiirde die Gestalt des Elektrons in Frage kommen; und,
wenn man auch iber die Ruhgestalt des Jlektrons eine spezielle
Annahme machen wollte, die man gern vermeiden mibchte, so
wiirde doch die Gestalt bei beschleunigter Bewegung derzeit
unbekannt sein: denn die einfache Ubertragung der Lorentz-
Kontraktion auf das Elektron ist wieder nur fiir quasistationiire
Bewegungen widerspruchslos moglich, wie die Untersuchung
des relativ-starren Korpers ergeben hat.

Unsere Rechnungen sind daher fiir die schuellen Ge-
schwindigkeiten der Radioaktivitiit (nicht fir den Fall der
Rontgenstrahlen) mit einer gewissen theoretischen Unsicherheit
hehaftet, die sich zur Zeit nicht heben Lifit. Man kann be-
merken, dab sich spiiter vielleicht gerade auf diesem Gebiet
etwaige {iber den quasistationiiren Zustand hinausgehende An-
siitze pritfen lieken.

1) Vgl Abrahan, Theorie der Ilektrizitit IT, § 11, Gleichung (63h).
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b) Geradlinigkeit und Gleichmiiiigkeit des
Beschlennigungsvorganges.

Eine Zickzackbewegung des Klektrons, wie sie bei der
Absorption desselben in der Antikathode vielfach in Betracht
gezogen wird, die wir aber auch fiir diesen Fall im folgen-
den zuriickzuweisen haben werden, scheint fitr den Elementar-
prozels der Emission eines f-Teilchens aus dem Radiummolekiil
keinen rechten Sinn zu haben. Vielmehr wird man hier den
Vorgang des Austritts durch eine kontinuierliche Bahn be-
schreiben konnen, die durch ihre Tangente im Momente des
Austretens, also durch eme Gerade, ersetzt werden kann.

Dagegen scheint die Annahme eines Anwachsens der
Geschwindigkeit von 0 bis zu ithrem Endwerte recht
willkiirlich. Man wird cher geneigt sein, dem EKlektron im
Innern des instabilen Radiumatoms eine urspriingliche intra-
atomistische Gteschwindigkeit zuzuschreiben und den Beschleu-
nigungsvorgang nur als Krhohung dieser Anfangsgeschwindig-
keit auf die Griie der Austrittsgeschwindigkeit anzuschen. Wir
haben zu betonen, dal3 bei dieser Auffassung an der Struktur
und Symmetrie des y-Strabls sehr wenig geiindert wird, wenn
die Austrittsgeschwindigkeit nahe an der Lichtgeschwindigkeit
liegt. In der Tat rithrt die Unsymmetrie nur von denjenigen
Teilen des Beschleunigungsvorganges her (vgl. den Anfang
von § 2), in denen die Geschwindigkeit mit ¢ vergleichbar ist;
auch ist die Ausstrahlungsenergie dieser Teile so iiberwiegend.
dati eine Abiinderung oder Fortlassung der Teile mit kleiner
Geschwindigkeit fiir das Resultat helanglos ist. Dies kommt
auch in unserer obigen Rechnung zum Ausdruck. In Glei-
chung (4) rithrte der Term — 1 von dem Anfangszustande =0
her; dieser Term konnte aber in der Nitherung (6) gegen den
Beitrag des Endzustandes vollstindig vernachlissigt werden.

Es wiirde sich nichts davan findern, wenn man statt f = 0
als Anfangsgeschwindighkeit etwa f, == 1 ansehen wollte. Der
fragliche Term wiirde dann statt —— 1 lauten:

1

- (1 — [y cos )
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und konsequenterweise ebenso zu vernachliissigen sein, wenn
die Endgeschwindigkeit nahezu ¢ ist. Ahnlich bei der Be-
rechnung der gesamten Ausstrahlung F,. Bei der Anfangs-
geschwindigkelt f, wire Gleichung (15) zu korrigieren in

: e p I
B, — _0< S ,o._—).
Tobae\V1—p V1—p

Gleichung (19) in

’L.v_c‘3< l R )
PERE\T S CTE B

Nehmen wir gy,= 1§ und g =%, so wiirde das Zusatz-
glied eine verhiiltnismiifiige Anderung von 1 bez. | des ganzen
Wertes bewirken; nehmen wir f, nicht so hoch oder 5 hoher,
so wird die Anderung noch kleiner. Gegeniiber der Unsicher-
heit der von uns benutzten experimentellen Daten kommt da-
her die durch den Anfangszustand bedingte Willkiir kaum
in Frage.

Was endlich die Annahme einer gleichmiiigen Be-
schleunigung betrifft, so wurde 1m § 3 gezeigt, daB die
Energieverteilung auf die einzelnen Azimute in den beiden
Fillen (konstantes v und konstantes #,) wesentlich iiberein-
stimmt. Wi diirfen daraus wohl weitergehend schliefien, daf
die besonderen Annahmen tiher die Art des Beschleunigungs-
vorganges tiberhaupt fir die Struktur des y-Strahls, soweit sie
fir die Schwankungsmessungen in Frage kommt, ziemlich be-
langlos 1st. Grofier ist der EinfluB des Beschleunigungsver-
laufes auf die Grofie der ausgestrahlten Gesamtenergie. In
dieser Hinsicht haben wir uns damit begniigt, die niichst-
liegende Annahme konstanter Eigenbeschleunigung zahlenmilig
zu verfolgen.

Fiir unsere Theorie der Rontgenstrahlen ist die Annahme
wesentlich, daf die ganze Energie des Kathodenteilchens in
einem Zuge vernichtet wird, also nicht durch eine Folge von
Absorptionsprozessen, wie sie sich bei einem Zickzackwege
ergeben wiirde. Die entsprechende Annahme bei der Emission
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dor »-Strahlen lag in der Natur der Sache und entsprach dem
cinmaligen Austritt des Klektrons aus dem Radiummolekiil.
Aber auch im Falle der Rintgenstrahlen Lilit sie sich als not-
wendig nachweisen, allerdings nur dann, wenn wir uns auf
den Standpunkt der Theorie des Wirkungsquantums stellen.
Da dieser Punkt wesentlich ist, gehen wir aul ihn noch nither
ein. Wir konnen dabei [iir die Zwecke der folgenden Ab-
sehiitzung £2 als klein voraussetzen und mit den gewdhnlichen
Formeln fiir die lebendige Kraft, den Impuls ete. rechuen.
. Co i, 3
esamte Energie fi = - 0% des Kathodenstrabls

Wird die

o
o
in einem Zuge abgebremst, so folgt dic Bremsdauer 7 aus
E};T - /l.
die Beschleunigung aus
vT = V.
IMiir die ausgestrahlte Knergie konnen wir nach (15) an-

genithert schreiben:

2

v

. ¢
B =y
bac
also:
ik Aot & ?
L., Gach Gaeh

Wir sebtzen andrerseits voraus, daly die Lnergie F, i
n gleichen Teilen I abgebremst werde, wobei

B 1
I = E/; i
n

Die zugehirigen Bremsdauern 7' werden dann ebenfalls
untereinander gleich und jede % mal so groti wie die friihere.
Denn es gilt

't =1, also 1t =nrt.

Ist v, die Geschwindigkeit nach der ersten, », nach der
zweiten Teilbremsung, so gilt

Silzungsher. d. mat ho-phys KL Jalheg, 1611, 4
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mo - 1 m v, l/ 1
o (‘U = 'Ul):"_:)'v y 2/7 o ]'—n

2 n 2
—
o, B 1 m v / 2
i (v;_gz)z -—~z]2, 2=] ifr—=
9 n 2 v n
m . e 1m v, j / n
(@2, —v2) = e, Y= I 1—" = 0.
et L n 2 v "

Die zugehorigen Beschleunigungen sind:

py—

!

U TA— VUn—1
Thnen entsprechen die ausgestrahlten Energiemengen:

¢ 1;1 (v—uv) E@—uv)
6re T 6aer

-—Er ==

B— oy (o, — ) _ A, — 0

bae 6aer'

9 2,2
]4’ _ €7 Un ¥y -1 2 /[/n— 1
Yyp T St ;

bore bxect

Die gesamte Ausstrablung wird also:

2

B = — =0+, — )+ - v .t

6rct

iy . . JRL
Division mit 2 gibt wegen E'z' =/ und K' = F,:
n

E _ &7 7 1 A% CUEAY Db
L, 6,7071,1\’ N “;,{<1—' ?.) + <,L.’_ v) +""-_UQA }

Gegenitber der Bremsung in einem Zuge tritt also jetzt
der Faittor N in der Formel fiir die verhiltnismiiBige Energie
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der Rontgenstrahlen hinzu. Mit den angefithrten Werten von

vu‘ Z"’, ergibt sich durch direkte Ausrechnung fiir
1
n = 2 3 4
N = 0,29 0,14 0,08
Nl o 0,03 0,02
"

Die letzte Zeile zeigt, dafz N wie =2 abnimmt,') mithin
fir grotie n» sehr klein wird. Da wir in § 4 dic beobachtete
(resp. die aus den Beobachtungen geschlossene) polarisierte
Energie der Rontgenstrahlen in vorziiglicher Ubereinstimmung
fanden mit der aus dem Wirkungsquantum unter der An-
nahme einer Absorption in einem Zuge berechneten Energie,
ergibt sich die unter der Annahme von # Teilbremsungen
berechnete Knergie zu klein. Jene Ubereinstimmung kann
also vom Standpunkte des Wirkungsquantums aus als Beleg
dafiir angeschen werden, daly die Krzeugung der Rintgen-
strahlen ein intramolekularer Prozely ist und in einem Zuge
erfolgt.

Gibt man diesen Schlufy zu, so verliert anch im Falle
der Rontgenstrahlen die Annahme eines geradlinigen Brems-
weges nad der gleichmiiliigen Beschleunigung den Anschein

der Willkiir.

§ 7. Berechnung der Ausstrahlung nach den Methoden der
Relativitatstheorie.

Die grolie Vereinfachung, welche die Relativititstheorie
nicht nur fir die physikalische Auffassung sondern auch fir
die mathematische Durchrechnung der elektromagnetischen
Probleme gebracht hat, zeigt sich recht deutlich, wenn wir
an die Ableitung der Ausstrahlungsformel (2) gehen. Ich
kniipfe dabei an eine Arbeit?) an, in der ich die Minkow ski-

') Genauer wie n7* (14 1 log se).
%) Annalen der Physik 33, 619, 1910.
4*
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schen Methoden durch reichlichere Verwendung vierdimensional-
geometrischer Vorstellungen zu erliutern suchte. Dort ergab
sich fiir den Sechservektor / des Feldes, dessen drei riiumliche
Komponenten gleich der magnetischen Feldstirke und dessen
drel raumzeitliche Komponenten gleich — i mal der elektrischen
Feldstirke sind, in Gleichung (30) der folgende Ausdruck:

il*)tl g

(29) i

R ist der Vierervektor von dem Aunfpunkte z,y,2,1, nach
dem Integrationspunkte wy I, beide als , Weltpunkte® aufge-
fabt: R = (@ —a,, ¥ — ¥Yy. ¢ — &5, L —1): die vierte Koor-
dinate I bedeutet den ,imaginiiren Lu,ht\\eg"' [=ict hez.
ly=1ict, P ist der Vierervektor der im Integrationspunkte
befindlichen Ladung ¢ und Geschwindigkeit v:

[9t P] meint den aus den Vierervektoren $ und P gebildeten
Sechservektor, das Parallelogramm aus R und £ nach Grofe,
Lage und Sinn, dessen oy -Komponente z. B.

L _] Ly = \R IJ}/ == :)afl P .

It ist die Liinge des Vektors R:

1

22 - r 32 2 1 (= ~ N2 2

Re— & — ‘Lol i “/ _3/0) i ("‘ - "0) ol (] R ]())n
und ¢ 2 das vierdimensionale Raumelement

d¥=dxdydzdl.

Das betrachtete elektrische System kann beliebig gestaltet
und bewegt sein. Wird es insbesondere als punktformig an-
gesehen, so lifit sich nach den Gleichungen (29b) und (29¢)
der zitierten Arbeit der raumartige Teil der Integration aus-
fithren und man erhilt aus der vorstehenden Gleichung (29):

l D\ V]

(30) 272f = is
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Hier ist

, de dy dz dl
B <d7 dr’ dv’ drf>

der auf den Betrag ¢¢ normierte vierdimensionale Geschwindig-
keitsvektor der punktformig konzentrierten Ladung e, dr das
Element der ,Eigenzeit®, welches gleich ist dem mit ic divi-
dierten Weltlinienelement ds:

(31) dr = élchlx‘-’ Ayt - de? 4 dIE.

Die Integration ist in der komplexen r-Jibene auf einem
im Uhrzeigersinne verlaufenden Umgang um denjenigen Punkt
zu erstrecken, in dem R? verschwindet; der betreffende r-Wert,
der als v = ( gewiihlt werden kann, charakterisiert den zum
Aufpunkte gehorigen auf der Weltlinie der Ladung gelegenen
,Lichtpunkt®. Das Integral kann nach dem Cauchyschen Satz
herechnet werden und liefert — 2ximal dem Residuum von

['R B}

: m Punkte 7 = 0, also, wenn letzteres durch an-
It ! !

gedeutet wird:

(32) af = {179;.33]} .

In der Umgebung des Punktes 7 = 0 gilt die Entwicklung:
[RY] = [RB]y + 7 (R, + [RBL) + -+

QB ist der nach 7 genommene Beschleunigungsvektor

. <¢72x Fy &Pz @I
B T det)’

de®" dr®’ dv
in gleicher Bedeutung ist 9t =@ und daher [RV] =0, also
einfacher:

N

<

&
|

[RB] = [RB], + 7 [N,

Bei der Entwicklung von R? ist zu beachten, dali R; nach
Definition des Lichtpunktes gleich Null ist; ferner ist
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e o
U s St 20— S 26— )

dr

11
201, =20p),

CIE o Gi) + 20 D).

dt?

(RB) ist das skalare Produkt ans 9N und B und daber
(NY) = (BY) das Quadrat des Betrages von B, welches nach
obigem zu — ¢* normiert war. Also:

2= 20 (R, 4 2 (— ¢+ R 4 -

1 . 1 ij 7(?)?23207
Rr“z(m»s(“” RL), )

Um das Residuum zu bestimmen, haben wir also in dem
Ausdruck

[N, + 7 R QS]O <1 41 ¢ — (R Q.i),,)
172 (RY): NY),

1 . .
den Faktor von — aufzusuchen. Dieser ist:
T

1 RSB, . 1[N,

( (T %)o) [9\ N )3 + 4 (jti%)

oder bel Weglassung des nunmehr iiberfliissigen Index 0 als
Wert des gesuchten Residuums:

¢ IRT] 1 RY)[R] — (RY) [(RY]
4 MYy 4 (N B)? '

Nach (32) ergibt sich nunmehr:
(33) ()1 BYf = RY] 4 RB) [RB] — NB) [RB].
Die beiden letzten Terme der rechten Seite lassen sich in

einen zusammenziehen. Fiir beliehige Vierervektoren 8, G, D
cilt nimlich:



Uber die Struktur der s-Strahlen. o)

:

(34 (B[ECD]) =C(BD) —D(BE),

geradeso wie bei gewShnlichen dreidimensionalen Vektoren, nur
dafi man dort die links gemeinte Produkthildung aus einem
Vektor erster Art 8 und einem Vektor zweiter Art [ED] als
Vektorprodukt zu schreihen und in eckige Klammern zu setzen
gewohnt ist, wiihrend die formale Bildungsweise genau der-
jenigen des skalaren Produktes entspricht. Gleichung (34) liifit
sich entweder analytisch durch Ausrechnung der Komponenten
oder geometrisch!) beweisen. Aus (34) folgt weiter durch
vektorielle Multiplikation mit einem beliebigen Vierervektor :
I [AN] = [AC](BD) — [AD](BY)
(35) : mit der Abkiirzung
l N =B [Q D).

ldentifiziert man jetzt in der allgemeinen Formel (35) die
Vektoren

A B ¢ D
bez. mit
NN BB,

so hat man:

) Die linke Seite von (34) bedeutet geometrisch das Parallelopiped
aus B und der Ergiinzunyg [0*D*] des Parallelogrammes [ T, vgl
meine Arbeit ,Zur Relativitiitstheorie 1%, Ann. d. Phys. 32, 749, 1910,
§ 8 B. Das Parallelopiped ist als dreidimensionales Raumstiick ein
Vektor dritter Art, welcher durch seine Frginzung, einen Vektor erster
Art M, ersetzt werden kann, welcher senkrecht auf dem das Parallel-
opiped enthaltenden Raum errichtet ist. 9 steht biernach senkrecht
anf €% und £* und liegt deshallh in der Ebene von 6 und ©. Daher hat
man, wenn a, f unbekannte Faktoren hedeuten: N = « €442,

It steht aber auch senkrecht auf ¥. Deshalb muB weiter (B9 =0
sein, d. h,

a(BE)-FBD)=0; =y (BIT); f=—(80).

FAALN :

Der noch unbekannte Faktor y ist eine reine von ¥, ¢, © unab-

hiingige Zahl und bestimmt sich bei spezieller Wahl dieser Vektoren
leicht zu 1. Mithin folgt die Gleichung (34) des Textes:

N = G(BD)~ T (BG).



H6 A. Sommerfeld

[(NN] = [RY]RB) — NVIMNDY),

(56) -y
N = R[BY).
Statt (33) kann man also einfacher schreiben:
4 =
37 daf = $, 2 BN
(37) L f (SQ%PD\ ¢t 1

Dies ist die invariante, typische Darstellung des
Feldes durch Weltvektoren. Sie ist von der Wahl des
Bezugssystems vollstindig unabhiingig und gilt ebensowohl fiir
stationiire wie flir quasistationiire Bewegungen, tiir longitudinale
wie fiir trausversale Beschleunigungen. Inshesondere wird fiir
stationiire Bewegungen $ und daher N gleich Null, also:

et [ RNY]
(R

(37a) iaf = .

Diese Formel enthiilt in konzisester Form alles,” was iiher
die Vertellung der elektrischen und magnetischen Kraftlinien
um ein gleichtormig bewegtes lilektron bekannt ist. Bei nicht
stationiirer Bewegung kommt zu diesem Ausdruck, dem ,Ge-
schwindigkeitsanteil® des Feldes, ein ,Beschleunigungsanteil®
hinzu, der seinerseits gegeben ist durch:

e[ NN

(37h) {daf=— SRy

;N = R[BYY).

In grofierer Entfernung vom Elektron ist, wie man leicht
nachrechnet, der Geschwindigkeitsanteil gegen den Beschleuni-
gungsanteil zu vernachlissigen, so dafy wir uns im folgenden
nur mit letzterem zu befassen haben.

Zur Ausrechnung der rechten Seite von (37 h) haben wir
uns der Bedeutung von 8 und ¥ zu erinnern. Es war:

\

. (m) dy dez d/)’

de’ d7' dr’ dr

e Py APz Al
de2 de?7 de?? (lT.:',)

g
.
!



Tber die Stroktar der y-Strahlen, o7

Wir nehmen die dreidimensionale Geschwindigkeit » und
Beschleunigung v als gleichgerichtet an (longitudinale Beschleu-
nigung) und zwar nach der z-Achse. Dann ist:

9\3:(0? 0, 07 2.'0)3:’:(@7 07 01 ?/0)17/-14—-——51
’ —
da nach Definition (31)

dr = dt]/l—»”;
=

1st.  Hieraus entsteht durch Differentiation nach ¢ zuniichst:
N +
g :(d Ly, O 0 e e
dt At} 1— p2 dt)'1— pe

% B2 ifiv
== ’TT“,‘_'&_‘_#_O—’ 0,0, — d)
(1 L—p (L= ) (1— £

= (1, 0, 0, t/f)——
(1— p%)F
und daher
. (lﬂ)(lz‘
38 $ = ==
(38) B T (1, 0, 0, z/)(l )

Der obige Wert von ¥ kann geschrieben werden:

c

(383‘) B=(, 0,0, ) gL
(1 —

Hieraus berechnet man den Sechservektor [B 8], indem
man die zweireihigen Unterdeterminanten bildet, die nach
tethenfolge und Vorzeichen durch die folgenden Kombinationen
der vier Indices z, y. 2, 7 zu bilden sind:

(39) yz, ze, xzy, xl, yl, z{;

zum Beispiel:

e 30 ve
(8%, = —_—
S0 (= ey



58 A. Sommerfeld
Man erhiilt:
[_('BSB]:(O’ 07 0', _L(l-_ﬁg)v 01 0)*7762

(1— p3)f
=, 0, 0,7—i, 0,0 " .
1 —p:
Irgend eine Kompouente j = xy =zl des Vicrervekiors

N = N[VL]) rechnet sich jetzt nach dem Schema:
Ny = N (BB + N [VVYy, + R [BBYj. - W [B Ly

Man erhiilt also mit Riicksicht auf [B8], = — [8B].,

¢v
10) N=(—iN, 0, 0, i) — — .
( (1— p3):*

Bezeichnet man wie frither mit » den dreidimensionalen
Abstand vom Orte des strahlenden Klektrons nach dem Anf-
punkte, mit ¢ den Winkel zwischen der w-Achse und », so
hat man

R, =a-—x,= —1rcosq
und wegen [i* = 0 (Definition des Lichtpunktes):
9?1 = —ir.

Denkt man den Aufpunkt in der xy-Ebene des dreidimen-
sionalen Koordinatensystems gelegen, so gilt hiernach fiir den
Vektor I
(41) R = —(cosq, sing, 0, i)r,

Statt (40) kann man also auch schreiben:

cor
(- g

Bilden wir nun das Produkt [RRN] aus (41) und (40a),
so ergibt sich flir die in der Reihenfolge (39) wenommenen
Kowmponenten:

(40 a) N=—(1, 0,0, icosy)

[NN] = (0,0, —sing, —i(l—cos®¢), ising cosq, 0) e

(=)
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Uber die Straktur der »-Strahlen. 59

Bilden wir andrerseits das Produkt (M) aus (41) und
(38a), so kommt

re
(E)t%)——(l——/"cosrp)]/ _/

Somit wird schlieflich nach (37 b):

ev 1 . I .
= - 1)0 (0,0, sin g, i sin® @, — i sin @ cos ¢, 0).
dac?r (1 — fcosq) :
Vergleichen wir hiermit den Aufbau des Feldvektors /
aus maguetischer und elektrischer Feldstiirke:

f’_—_ (‘b-ﬂa ‘i)‘l/s 3:)57 . iGﬁy —‘i@]jv _?/65)7
so folgt:

- ev sin

D: = dmetr (1 —peosp) € =

" — v sin? ¢
5o Nl ST =0,
G 472y (1— B cos )’ e

ev Sin @ cos ¢ -
S, = — _— , =0,
L-/ daedy (1 — f cos fp)””’ Dy

Fiir die resultierenden Feldstirken $ und ¢ ergibt sich
also einfach:

J H =G = ev sin i
(41) 42y (1—pcosq)
sowie die bekannte Regel
I H L C oder (HE) = 0.

Die beiden letzten Aussagen haben eine besonders ein-
fache vierdimensionale Bedeutung; sie besagen, dali die beiden
Invarianten des Sechservektors (f/) und (ff*) verschwinden,
indem die erstere den Wert $* — G2, dic letztere den Wert
2(D €) hat. In groier Entfernung von der Strahlungsquelle
hat also das emittierte Feld die Struktur eines speziellen Sechser-
vektors (emfaches Flichenstiick, (f/*) = 0) von verschwinden-

dem Flicheninhalt ((f/) = 0).



650 A. Sommerfeld: Uber die Struktur der p-Strahlen.

Der auf die Zeiteinheit bezogene Energiefluf &' durch
eine senkrecht gegen r gestellte Fliicheneinheit berechnet sich
Jetzt vermdge (41) einfach zu

o "o ]
¢® vt sin? ¢
16 2% ¢*92 (1 — f cos @)%

Q]

‘=c[

(o3}
gt

]

in Ubereinstimmung mit &leichung (2).



