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* 2 B *  cnn S ä n n e t ,  wie feibnifc unb Q3crnoulii, wie ß'ufcr unb

b’ &ienbett, übet eine Sel)te uneinig ftn£>, unb noef; bat*  
ju über eine Sebrc, w orauf bie etljabcnfien men|cblic(jcn 

€ntbecfungen fief) grúnben: ja w a s  nocí) m eb tifi,  über cineiebre  
berjenigen Sßjiflenfcbaft, wotinn man feit Sabrtaufenbcn ben l)5d >  
ften © rab bet Soíbetij ju finben geglaubt b a t ; fo Fann es bet 
geleimten l2Bett ttiebt gleichgültig fci)n, wenn eine fotebe Uneinig# 
feit ba« (Bcbicffal bet meljtcftcn gefeierten @treitigFciten b a t,  roo# 
bep 3ebet bei) feinet 9Jkpnung bíeibt, unb nid)té auégemad)t 
w ítb .  2 B ¿ r e  bie f t t a g e : <Db bie j£ogat:irf)nicft verneintet 
(Stoßen móglid) ober unmoglii) f tn b ?  cine bíofe fpecuíati* 
»ifd)e @ubtiíitiU/ weiche in baé ^taetifebe ber 2)íatl)cmatiE unb 
bet 9laturlel)tc Feinen <£influfj l)átte, fo roútbe eé jiemlicb gleidj* 
gültig fenn, ob man baä eine obet baé anbere behauptete. 2t(» 
Icin Pon bet 93eantn>ottung biefet $*«9« bángt in bet ?(uötibung 
bet55íatl>ematiF febt Pieleö ab. @ o  wenig eö ben 2ínaíiften gleich* 
giltig fepn Fann, ob man bie SGutjeín getabct ßjrponenten auS 
»¿meinten ©rSgen fút mógíid) obet unm&gíidb báít/ eben fo n>e# - 
nig Fann ti  ibm gfeicíjgúítfg fepn, ju weichet Síafle man bie to*
fl(wrif(>mcn beweinte* © t ^ e n  rechnet.
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Cfti hat feit e in ig«  3 eit  t>oö 9(nfel>en gehabt, ait wenn  
Der © treit  übet bie 93efcf)affenbeit bet Logarithmen verneintet
@ tô§en but cf) >Ç)cttn Çulecé Sluffafc: D e  la controverfe entre  
Mrf. Leibnitz &  Bernoulli fur les Logarithmes des nombres né
gatifs &  imaginaires, im V  T o m e  het Hiftoire de l’A cadem ie de  
Berlin, »&(lig fev bepgeieget worben. StKein £ e t t  b’ Jiienbert tritt 
in feinen im 3 at)t 17 6 1.  ju *J>arii gebtueften Opufcules Mathé
matiques a u f  bei £errn Bernoulli © e ite ,  unb fucht-Çwrrn <£uieri 
obangeführten Siuffah ju wiberlegcn. 3 $  habe mit 9)?ühe gege* 
ben, auöpnbig ju machen, worauf etf bev biefet ©tteitigfeit an* 
fomrne, unb ich mache mit bic H o ffn u n g , baj} öic/cntgcn ©eban*  
fen, welche ich von biefet © ad)e in gegenwärtiger 9fbbanÖfung 
»otgetragen habe, oieieti baju werben beptragen fSnnen, bie©trei<  
tigfeit bepjuiegcn.

-.** S- 3-
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ÜJian mufj fleh ohne Sweifci übet bie .Çjauptbegtiffe bei  
fheitigen ©afccö vor allen g i n g e n  »ergieid^en ; bepbc ilreitenbe 
^heiie müffen einerlcp ©ache im © in n c  h a b e n , wenn fte bie 
28 &jttct : Jiog<triti>ttiU0 unb perneinte (Srofle gebrauchen, toi# 
Ctigctifalfë i|t feine Uinigfcit ju hoffen. <2 ß ad  ift aber eine o c o  
nciiite ©rö|jc? w a s  i(l ein fiogarithmué? Sch glaube fchwcrlid!), 
bag bet (Streit entfchicbcn werben f5nne/ wofern man bep 33eant* 
wortuug biefet Sragcn nicht bi« auf bie et)lcn 2lnfangeigrünbe ju<* 
tu cf geht. f5mmt mit wenigflenei fo 00t, a l i  wenn man bie 
©tteitfrage in immer mehr iöunfelheit einhüllet, wenn man bie 
©rünbe fowohi für hie eine, als für bie anbete SRepnung au*
bet 3 ntegraired)nung nnb hohetn ©comettie hernimmt. £errn
S u le t i  angeführte Sibhanblung übet btefe ©ache ifi unoetgleicfc*

, .. : : V  ’ Uc  ̂ :
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i i $ :  bieg t)arf id̂  w o h l nidjt f a s e n ,  lia Diefer groge $ î a n n  nicfrts 
afg t>orttcfliif>e © tû cfe  liefert. Slllctn ich glaube Sjctt î)’ 5ï(cnbert 
wäre f e i l t e t  überjeugt worben, wenn # c r r  <?uler beu ißegriff  t>et 
Logarithmen einjig unï» allein aut ben Sïnfangtfgtûnben genom*  
roen hätte. © c n n  gegen bem ®e(jri(f, w o r a u f  .Çierrn iruleré 9ib* 
fraublung gcbauet ift ,  fonnte # c r r  b’ Sllcnbert a u f  ber 197 (Seite,  
feiner »orhin angeführten (Schrift, bicfeö erinnern, ti  werbe Da* 
6ep Da* fd>on »orauö gefegt, worüber Doch crfliid> gekritten wirb,  
Dag nimlid) alle Logarithmen tu pofitiöen gahlen geh&ren, weil  
< i  +- w) " nid)W anbetfi, alé  eine poflti»e 3al)l bedeuten fann» 
w e n n  w unenblid) f le in , unb n unenDlich grog ift. Sluch $ e r r n  
b *2llenberté Slbhanblung ift »oll Der tieffinnigften Unterfuchungen. 
ÇSieleicht fann man f a g e n , fíe habe noch biefen SBorjug »or bet 
Culerfcben »oraué/ Dag fte btè a u f  ï»ie erften b e g r iffe  juröcf ge*  
fcef. Slflein, fo wie biefe »om  J&errn b'?llenbert »orgetragen fïub, 
K n n e n  fte fcbwerlid) gebraucht werben, Die ftreitige (Sache in ihr
»Mligeö €id)t ju fefcen. On appelle Logarithmes une fuite de 
nombres en progreilion Arithmétique quelconque,  repoudans aune 
fuite de nombres en progreffion Geometrique quelconque. S5ieg
ift # c r r n  b’ ?llcnbcrtä S t i f t u n g  ber Logarithmen. ftreplich ticccc 
man eben Diefe ÇrPlârung in »ielen Lehrbüchern. 3 $  frh* ober 
nicht a b ,  Dag biefe (frflárung beffer feo, a l t  wenn man fagen  
w o llte ,  eine negative ©rfcge fep eine fold[)e, Die Das S e i t e n  —  
»or ftd> hat. ift Daher nicht ju bewunDern, wenn # r .  b’9ilen*
bert auf Der 199 (Seite folgenbei behauptet : il n’y  a aucune liai* 
fon neceifaire entre une fuite de nombres, &  la fuite des Loga
rithmes, qui leur repondent. Slber (teilet nicht jebe -Ç)ppetbel un*
iihlige Logarithmenfpfteme Dar? unD ift jwifchen Den hpperboli* 
fd)cn ^rapcjien unD ihren jugeh&rigen Stbfciffen feine nothwenbi*  
ge ÇBerbinDung? © a é  983illfùbrlicbe bep Den Logarithmen befte* 
hei überhaupt Darinn, Dag t i  gleichgültig i(t; grog Die 3 ahi

Si 3 fepn
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feçn fotf/ Deren Logaritbroum man =  i fefcet, obet fonfl a ls  gege# 
ben annimmt. Gben fo *>iel2fîillfübtlic&es hat auch bas © t ) f k »  
ber trigonometrifchen Einien: es i|t ttàmlicb gicid; t>iel, wie g r o f  
ber $8ogen feçn fo ll, befifen finus =  i gefegt wirb. Slber ift banti 
beSwegen feine notl>wenbige <2îctbinbung jwifcfcen ben Sitfelbo*  
gcn unb i^ren tefponbierenben trigonomcttifchen tinien ?

' §♦  4 *

g s  i(l eben fo notbwenbig, ftch barfibet }u t>etgfeici>cn, w a #  
man butch baé 2 ß o r t  n e g a t i v e  ( S r é g c  t>er|tel)eu w o lle,  a ls  es
nôtl)ig ift » e f t ju feijen, w a s  ein Logarithmus fep, wenn man bte 
© treitftage geb&tig beurteilen will. £ c r r  b’ 2llenbert fcfjeinet 
hierauf Q3cDacf)i genommen ;u haben, unb flrcuct Daher in feinem 
V o r t r a g  einige ©ebanfen »on Der 35cfchaffenl>eit Der negativen 
©tbfien ein. £ r  »etwirft mit SKecht a u f  Der 201 unb 204 © e ite  
bi« Ç8or(kllung ber negativen © ro ß en , a ls  f o l g e t ,  bie f lc in e r  
« l o  nid)ti> fin b, ob man glcich biefe ÜieDcnSart, a ls  eine 93er* 
furjung beS 2(uSDrucfS, fo wie manche anbere für (ich allein w i*  
berfinnig lautenbeSiebcnSartcn, in ber A n a ly fi  DulDen fann. 3 n* 
bejfen finbe id) nicht/ baß «£)ett b’Slienbert felbfl t»on Den negafi* 
»en ©rbßen genauer unb bcflimmtet rebe. $Balb finb feine 5tuS* 
brüefe gan j richtig unb ber © acbe g e m ä ß , j. Gr. auf ber 202 © eite;
C’eft que le ligne, que porte l ’expreflion algebrique île cette or
donnée, n’indique que fa fofition, unb auf ber 203 ©eite : En un 
mot toute quantité par elle meme a le figne -+•, elle ne porte le 
ligne —  que relativement aux autres exprimés on foufentendus,
îgalb aber tebet Diefcr große ©cometet wie Des Cartes unb 
j. £ . auf bet 203 ©eite le ligne —  n’indique qu une faujfe po- 
fition, unb auf ber 20? ©eite in bet Slnmetfung : l’equation by =  
(a— x ) 1 quand x  a, eil proprement une fouße équation, la vé
ritable eft by =  Çx— a) a ©iefet «injig« ©a&/ ben *£)crt b’îllen.

'  i  t a *VH • # «ti ** ^ •  v V v  . 4 ^  9 0



bttt f) i«  b e t u p f e t ,  wútbe ^tn(ángíícf) feijn, fepn ganjeS ©pftem  
ja  wibetlcgen, wenn id> il)n a ls  einen richtigen © afc  gelten iaf> 
fen fonnte. 2(nf Die 5irt ijt ja aud) bie ©leicfrung (—  i )  * =  
(.+ 0 *  eine fa(fd>e © leid m n g, unb Sie wal)t< ©leicfrung biefe:  
( + 1) ’  =  (+• i )  * Siber £ e r r  ö*2f(e«bert nimmt jene mit bem 43W.  
iSernoulli ató w a b r  a n ,  unb fdjlicfst batnus bi« ftolge: 2 1 —  1 
=  2 /  +  i ,  unb hieraus w eitet,  «ö fcp / — i c / + t ,  3d> w e i*  
titelt/ wie .§>r. b’ 2ilenbert biefem ©eweife a u f  bet 18* © e ite  eine 
fo grojje © trenge jufd)teiben f a n n ,  ba er felbft ben .£>auptfa$, 
w o r a u s  alies übrige fo lg t,  fiir faifcb erftótt. 3ebod) id> fann  
mid) a u f  bie P rü fu n g  ber bepberfeitigen ©rónbe nod) nid)t einlaf*  
fe n ,  id> muj} jufotberfl bie ganje fiebre fo oortragen, wie itb fit 
e in fe ly ,  unb wie icf) g ia u b e ,  baß jie auseinanber gefegt wer*  
feen mufc, wenn alie íDwnfeí^cit unb V erw irru n g berroieben wer# 
fi.cn folf. ' ' ■ " v  ' f  >

f S e g r i f e  í>er n e g a t i v e n  u n b  u n m ö g l i c h e n  © r ó f k n .

'S  5-
ß s  giebt SSegtiffe, bie einanber fo entgegen gefegt flnb, 

fcal? matt »on ber ©efeung bes einen a u f  bie V ern ein un g beé an* 
b e m , unb unsgefebtf, fd)ltegin f a n n ;  unb biefeS entweber fd)led)t* 
biu, ober in 33ejiel)ung a u f  einen gewijfen -gwuptbegriff, unter ber 
35eöingung, bajj bon biefem # a u p tb e g tiff  Die 9\ebe fep» Unter 
ber Söebingung, j.  € .  bafj ber © t a n b  bes D.uecf|ilberS im $l)er*  
öjomefer fid) geánbert Ijabe, i|i es entweber gediegen ober gefai# 
len. Unb jum V o r a u s  gefegt, baj? bie i)&d)|tc $lád>e bes Ciuetf* , 
filbetS, a u f  einer nad> reaumútfd)cr 2ltt  eingekeilten © e a le ,  nid)t 
auf 0 (lebe, mujj jie entweber fiber o  ober unter o  jlel>etu SEBenn
man nun oon jwepen feieren unter einem g«meinfd>aftlid)cn J£)aupt*
begrijf einanber entgegen gefegten g e g riffe n  ben einen anjeigen
1l y r ,  ' ' foll;



8 93ott beit £og<mfljmett
foll; fi> fann Dieß a u f  eine geDoppelte 2lrt gefcfoeben. SPton fann  
ibn einmal Durd) Die SBorte anjcigen / tveldre Diefen 93egriff ge*  
n>ot>nlicf)cr maßen bejcidjnen: man fann ibn aud> t>urct> feie'Set#  
ncinung Des il)tn entgegen gefegten ausDcutcn. 6 s  ift gleid) Picl, 
ob id> fage: Das öuecffUber im ‘iermometer fep Pon D eto  an ge# 
tedjnet 3 ©raDe h e r u n te r  gegan gen , oDer ob id> mid) fo aus*  
Driitfc: es fep Pon Der o  an gerechnet 3 © rabe roeggegangen, aber 
nid)t a u f w ä r t s .  S i e  P e r n e t r t u n g  fteeft b i «  nur im SluSDrucf, 
uuD es tpirD in Der $:bat b’urd) Die V ern ein u n g Der einen <5 ad>e - 
Die il)r entgegen gefefcte g e f e g t .  2Bcnbct man Diefe allgemeine« 
5»etrad)tungen auf Das, r o a s © r5ße beißt/ geb&rig an, fo bat man  
Den iScgriff eiuer n e g a tto e n  «Scoße.

 ̂ 1 1 * m •
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ffs  giebt © r 5ßen, Die unter einem gemeinfcfraftlic&en 53e* 

griff fteben, Dabep aber einanDer fo entgegen gefegt finD, Daf  
Durd) Die V ern ein un g Der einen Die anDere gefegt rcirD, uni> um# 
gcfcljrt- ©iefenige Pon jwepen einanDer entgegen gefegten ©t&ßcn,  
tpeld)« man Durd) Verneinung Der ibr entgegen gefegten anjeiget, 
beißt eine n e g a t ip e  © r 5ße. 9)Ian follte rid)tiger fa g e n : eine nc* 
g a r i p  a u s g e b c u c fte  ©r6ße. © i e  ibr enrgegen gefegte, roitD fo» 
Dann obne Verneinung auSgcDrucft, unb man nennt fte ein ep o*  
flripe © r&ße, Da man fte cigentlid) rid)tiger eine p o fit ip  auege#  
b fu e fte  ©t&ße nennen müßte. S>as 9legatiPe fteeft bier alfo fei* 
nesroeges in D c r © ro ß e ,  fonDern blos in Dem ?lusDrucf, Der Die 
©r&ße bejeidbnet. # a t m a n  pon A  nad) B (1 Fig.)  eine geraDciinie  
p o m d r ts  gezogen, fo Eatm man eben Diefe £inie aurf) nicfroarts 
pon A  nad> C  perlüngern. @ o l l  man nun a u f  Diefer üinie Pon 
A  an gerechnet c i n @ t ü c f ,  Das j.  Drepftuß lang ift,  abfebnei# 
Den, fo fann Dieß a u f  eine Doppelte 8 r t  gefdjeben, foroobl oor* 
tPilrtS a ls  rücfrodrts. ©cfe&t man Perlanget, es follenpon A . a n  

•; . ;  ’ ' . -j s ' " ge*.
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gerechnet rúcfwárts brep Sujj abgefd)nitten werben/ fc lann man  
Dief? aucfo fo ausörücfcn: ©djneiöe fcon A  an gerechnet 3 $ u §  ob, 
a b «  ttidft VQvwavts. € s  roeröen fciefe nid)t Vorwärts abge# 
fdmittene 3 g u jj  t>as @ tü cf  A E  auSmad>en, unb bas beißt in 
<tfgebraifd>er S p r a c h e : es f c i > A E = — 3 g u ß .  9íun i|t jw ar A D  
«b«n fot>iel ais  A E ,  in 2ibficf)t a u f  Die ©r&ße/ aber nicf)t in ?lb# 
fic&t ber S a ge ;  benn es ifl A D  ber £inie A E  ber Sage nad> ent# 
gegen gefefct. 2 ßitb  alfo A E  eerneinent auSgefcröcf t , fo muß 
m a n  A D  oljne Verneinung ober poftti» ausbrúefen, unb bas l>eißt 
in afgebraifd>er @prad>e, es fet> A D  =  +  3 S u ß .  3 d> barf bet» - 
fciefen SrfUlrungen ja Den (Sinwutf w obl nicfct fúrefríen, a ls  Wtte  
tdfc ben algebraifcben <Sprad)gebraudj »erlajfen. © i e  Herren 
Raufen, » o n  © c g n e r ,  unb Ä ä f i n e r  tragen in tyren £e(>rbä# 
d)eru/ unb ber <£>err Solleg ienratl) 2iepinu» ju Petersburg in ei# 
ner ¡u SKoftocf im 3 a b r  17^4. berausgegebenen © d jrift  de no- - 

. t io n e  quantitatis negativse Dtefe begriffe  eben fo öor. © eSw egen
l>offe td) 1 berechtiget ju fepn, biefe Srflarung Don ber negativen 
© t& ß e a ls  ungejweifelt richtig ¡um ©runbe ju legen.

•
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Damit, Siegeln ju geben, wie man aus einigen befannten ©r&ßen, 
unD beren befannten Vetl)áítnijfen untcreinanbet/ unb gegen ge# 
wiffe unbefannte ©r&ßen, Die (extern finben f&nne. S)ian fann  
aber befannter maffen alle ©r&ßen, wenn blos »on ityrem V e r #  
^áltnijfe bie SKebe t f t , fowol)l Durd) Sablen als Durd> hinten aus# 
btöcfen, unb bie algebraifcf)en geidjen ftnD fo allgemein, b o f  jeDe 
algebtaifd>e $ o tm u l fo gut gewijfe gcometrifd)e Conflructionen, 
a ls  atitl)metifd)e Operationen anjeiget, nad)Dem bie 58ud)ftaben 
enfroeDet Einten oöer Sablen bcDeuten. ©esroegen laffen jteb jroo 
«nfgegen gefegte ©r&ßen allemal Dur# jw o  gerabe Sinien oorftel#

iö  t«n,
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kn,  Die nach entgegen gefegten tKid^fungen (tegen/ unb fobalb eine 
matbematifebe ?lufgabe in eine ©leicbung gebracht ifl / fobafb lüßt  
fie ftd> als  eine geomctrifdje Aufgabe anfeben, roobep es Darauf  
anfommt/ aus gegebenen £inicn eine ober mehrere unbefannteSU  
nien ju finben. #iebep i|t nun foigenber Umftanb allemat bor*  
júg(id) in Betrachtung ju jieben. 9)?an rolll entroeber blos roif» 
fen, w ie  g r o ß  eine gefuchte £inie fep / ober man roill jugleich 
ihre Jiage Eennen. €ben biefet UmftanD fommt bep feDet an*  
bern mathematifchen Aufgabe in ¡Betrachtung. S5?an will entroe# 
Der bloö roiffen, roie groß bie gefuchte ©tbße fep: ober man roiK 
jugleid) ihre befonbre 93cjicl>ung gegen anbere ©r&ßen fennen/ ob 
fie ihnen námlid) entgegen gefegt, ober nicht, entgegen gefegt fep. 
UnD in Dem lebten i^all muß auch biefet UmflanD bep ben gege* 
benen © tb ß e n ,  unb ihren Vcrbaltniffen gegen etnanber, in B e *  
trad>tung fommen. 2ß en n  ber Jlftrotiom bie ©eclination eines 
© t e m é  fuebt, fo genügt es ihm nicht/ überhaupt ju roiffen/ roie 
groß fein Slbfianb oom 9(equator fep; er roill juglcicb roiffen, ob 
er il)n auf Der nirDlichen ober ber füblichen «öalbfugel fudjen 
müjfe; ob bie ©eclination Des © t e m é  nbrblich oDerfüDlid) fep.

. . .  : . v  v H  r .  § •  8 .  " r .

SEBenn man biefe Betrad)fungen a u f  bie Scbre t>on ben 
Vcrháltniffen unb Proportionen anroenbet, fo ift leicbt ju erad)# 
ten, baß alles, roas baoon in ben 2(nfangSgtünben bet SDiatbc* 
matif gclebrctroirD, näher cingefcbranft werben muffe, fobalb ber 
Unterfd)cib pofiitiBcr unb negativer ©roßen in Bcfrad>tung fommf.  
Vergleid)t man in ben 2lnfangSgrünben jroo ©rbßen A  unb B 
miteinanber, fo roill man bloö roiffen, roie groß bie eine gegen 
bie anbere fep: in Der Sllgebra aber roill man jugleich roiffen, ob 
A  unb B einanber entgegen gefegt ftnD oDer nicht, h ie r a u s  ergiebt 
fich eine €infchtanfung De« Begriffs  Bon Der ©leichbcit jrooer 

x V e r *
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3S«rl><!iltni|fe, oberber P r o p o r tio n ,  w o r a u f  man um fo tneljr bep 
Dicfer ©trcitigfeit B e t r a g t  nehmen m u ß , ba bie ganje £el>re »on 
ben iogaritljmen t>on ber ieljre »on ben <2Jert)iUtnijfcii abl)<Sngt. 
SSBenn A g e g e n  B eben fo groß i|T, als C  gegen D ,  fo ift ba«  
V e r l)ä (tn iß  A  B bem <2Jerl>d(fniß CD^leic?), unb eö finb A , B , C , D ,  
t>icr proportionalgroßen. £>ieß lehren bie SlnfangSgrötibe, unb 
in Öen Slnfangögröuben wirb nie ein anberer B e g r i j f  oon ber p ro «  
p o rtio n  g e b r a u s t ,  © i e  Algebra a b e r ,  welche allemal a u f  bie 
fpecielle B e g e b u n g  beö ©egenfafceS ober <Diid)tgegcnfa&cfi jwoer  
© t 6 § e n  gegen efnanber mit fielet,  erforbert jur ©leicMeit jrooet 
93crl)ältniffc nod) tneljt. ® i n b  A  unb B cituinber entgegen ge*  
fcfjt  / fo mtiffen aud) C  unb D  einanber entgegen gefegt fepn, flnb 
A  u n b  B einanber nid;t entgegen gefegt, fo muß aud; eben bieß 
®on C  unb D  geifen. @ o  i|t

+  A*. +  B =  +  C ;  +  D ,
■ ■; +  A  t +  B —  “ “  C :  —  D « *

+  A :  —  B =  +  C ;  — D .
+  A : —  B =  —  C : +  D .  

feineswege« aber +  A :  +  B =  +  C :  —  D ,  wenn gieid) für fief» 
betrachtet A  gegen B fo groß ift, a ls  C  gegen D .  ® o il» e  man bep 
«Sergieid;ung jrooer ©roßen gegen einanber bie ©roße bei- einen
gegen bie anbere il>re relationem quantitativem, unb it>re B e jie *
l)ung gegen einauber, Perm&ge welcher fie enttvebec entgegen ge*  
feijt finb ober nicl)t, ityre relationem qualitativain nennen; fo f&nutt 
m a n  obige £Kegc( fo auSbrücfen : S35enn jto o  ©roßen fid) eben fo, 
w ie >»t>o anbere »erhalten feilen, fo muß jwifdjen ben bepben er* 
ften, unb ben bepben Jetten titelt nur einerlcp relatio quantitati- 
■va, fonbern auch einerlei) relatio qualirativa © t a t t  l>aben. © ie fe  
Siegel itf fo wichtig, baß man bie ganje Algebra über einen .&au*  
fen wirft, wenn man fit läugnet.

W #  ' 95 a S. 9*J
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§ « 9*
©uccf) bic algebtaifche 5iufl6fung einet A ufgabe ftnDet m an  

nie bie gefuchte © r & f e felb|t/ fonDern nur ein Seichen Der gefuch* 
tcn ©t&(jc. 3 a noch nicht:  man finDct eigentlich nur ein Seichen/ 
welches Das V e th ä ltn ij i  Der gefuchten ©r&fje gegen Die a ls  befannt  
angenommene Einheit auSDrücft. ©eSwcgen muß Die algebraU  
fche ftormcl nicht nur Die relationem quandcarivam,  fonDern ju# 
gleich Die relationem qualitativam gegen Die angenommene Einheit  
ausDriicfcn. © i e f  ift Die Urfache, warum  Die R e g e ln  Der B u c h '  
ftabenrechnung jugleidj »eigen mö|fen, wie Die Seichen+• u n b —  Der 
gegebenen @ r 5|?en Die Seichen Der gefuchten bejlimmen. SBenn Die 
Einheit pofltiv genommen wirD/ fo gi'ebt Die üDluftiplication jwepec  
Sactoren mit einerlei Seichen / ein pofiiit>cS proD uet/  uuD e n tg o  
gen gefegte ftactoren geben ein negatives proDuet. SSBürDe Die 
(Einheit negati» gen om m en , fo würDe ju|t Das ©egentheil Diefer 
Siegel gelten. 21ber m a n  n i m m t  bep algebraif4>en Rctynun* 
g e n  b ic  ¿Einheit  a l l e m a l  p o f t t i »  a n .  SBieDerum ein # a u p t *  
utnflanD/ Darauf Die ©icherheit aller algebtaifchen Operationen  
beruhet.- S i e  bekannten Siegeln Der Sföultiplication

+  ä  X +  1 z  +  ab
• . 4 [ t  • > , • > • * i *  t

—  a X — b =  +  ab 
+  0 X - —i n :  — ab 
— a X -H b =  —  ab

folgen au$ öen Proportionen
+  i \ a ~  +  b \ ■+■ ab

%  l  •  w  v  g i  .* |  J f  >k a m  p .  %  ' -  4 %

+■ i :  — a —  — i ;  +  ab 
+  I : +  a — — b\ —  ab 
+  i :  — a — +  b: — ab

3 n feinet tiefer Proportionen Darf m an Das S e i t e n  Des (e|teu  
©lieDes änbetn f wofern Die Proportion nicht falfcf; werDen folf.

?lcn*
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Sfertbert matt a b «  b a s  S e i t e n  bet (Einheit / ttnb fc&reibt —  1 
fiait + 1 ; fo muß m an  in allen bier P ro p o rtio n e n  aud; b a s  3eU  
d)en Des lebten © lie b e s  anbecn»

§. io.
<JS mirD n i unbtenlieb fepn/ »on biefer allgemeinen $ b e o /  

rte eine 2lnwenDung a u f  Die ©cometrie ju mad>en t inöem bie* 
Durd) alles fo augenfc&einftcfr Deutlich wirD/ Daß nic^t Die gering#
(le © u n f c t y e it  übrig bletbt. 3« bem <SnDe follen a unb b ein paar  
£ im e n  beDeuten; fo i(l befanntermaßen b a s  P ro D u ct  Diefer bepben 
L in ien  nichts anberS, a l s  Die Pierte ProportionaUinic ju einer Zi* 
nie/ bie man für bie (Sinfyeit annim m t/ unb Den bepben gegebe# 
nen a u n b i * .  seometrifdj finDet m a n ,  w ie  a u s  ben ?<nfan<jSgrün# 
ben beiannt i|i/ brefe »terte ProportionaU inic a u f  folgenbe ?lrt.  
S t u f  Dem einen ©dbetifel C A  ( 2  F ig .)  eines willfübrlicf) gejcidjne*  
ten seraDlinid)ten 2 BinîelS A  C  B fdjneiDe man Die bepben erjlen 
© lieber Der P rop ortion  ab/ nämlid) C D  =  i ,  C E  =  a ,  a u f  Dem 
iwepten © R e n t e i  C  B trage man b a s  Dritte © lie b  C  F  =  b auf/ 
jiebe D F ,  unb hierauf E G  m it D F  p a r a l l e l /  fo ift

C  D  ; C  E  =  C  F  : C G ,  -
ober i  : a =  b : C  G ,

<tlfo C G  =  ab. 9?un ift C i  in Slbjtdjt a u f  C B  negatiP/ fo w ie  - 
C  a gegen C  A  negati» ifh © d jn e ib c t  man alfo C E  a u f  C  a ab» 
fo ifl n u n m e b r o C E = — o ,  unb wenn m an C F  a u f  C i  abfd>ncU 
bet/ fo wirb C F  =  —  b fepn. € s  ergiebt ftd> in allen Diefen S M *  
len einerlei) C  G  Der © roße nad)/ aber nic^t ber Sage tiad). 3 n 
bem Porigen S a l i  batte m an C D  =  + i/ C E = + « ,  u n D C F = + >  
genommen/ Daljer fiel C  G  a u f  C  B ,  fo Daß C  G  =  +  ab w a r b .  
Sttmmt m a n n u n C D  =  +  i,  C E = — a ,  C F = — K î F i g . )  unb  
» e r f % t ü b r i g e n s / w ie  »orbin/ fo fällt C G n o c b  a u f  C B ,  unD es 
bleibt bcnno$ C G  =  +  a £ ,  w ie Die allgemeine P ro p o rtio n  +  i :

5ö  3 » = & ;



a — b\ +  ab»erlangt. “D iim m tm a n b r i t t e n s C D  =  +  i / C E =  +  a,  
C F  =  —  i  U F i g . )  unb »erfährt übrigens noch wie »orhin, fo bleibt 
nicht nur C D :  C E  =  C F :  C G ,  unb a(fo C G  =  s t ,  fonbern es 
fällt nun auch C  G  a u f  C  b , fo bas nunmehro C  G  =  —  ab w irb.  
Cbeti biej} e r f o l g t , wenn man C D  =  +  i ,  C E  =  —  a, unb  
C F  =  +  b (5 Fig.)  abfchneibct, unb fobann ö a s  obige V e rfa h re n  
anbringt,  es bleibt jw a r  überhaupt C D :  C E  =  C F :  C G ,  aber 
C  G  fällt a u f  C i ,  unb wirb negati»,  wie im »origen g a l l .  2ßenn  
man bie Einheit C D  nidjt pofiti», fonbern negati» nim m t, baS  
i|t,  wenn man fie nicht a u f C A , - f o n b e r n  a u f  C a  abfchneibct; f*  
wirb in ben erften beoben S ällcn  C  G  a u f  C  i  unb in ben bepben 
(extern Jällen a u f  C  B fallen. Q3icleid>t bat es baS ?lnfehen, a ls  
ob ich bei) gegenwärtiger Unterfud)ung ju weit in bie erften ?ln*  
fangSgtünbe jutüef g e b e ; unb in Der $  bat würbe id> mir felbtf 
tiefen V o r w u r f  mad)en, wenn bie Sehren, w o r a u f  es bep bet  
© treitigfeit  übet bie Sogaritbmen negativer @r6§en anfommt, in 
allen Sehrbüchern mit bet nothigen fDeutiid)feit auScinanber ge*  
fefct würben. Slllein id) habe biefcS nur feiten, au§er bep ben 
obangeführten @chtiftticllctn, angetroffen, unb bie ftolge wirb jei* 
g e n , bajj bie (Streitfrage (ich febwerlid) in ihr gehöriges Sicht fe* 
fcen lajfe, wenn man über bie »on mit eben jefct auSeinanbcr ge# 
festen analptifchcn ©runbbegtiffe fich nicht völlig beflimmt et*
UätCt*

§ •  I I .
3)?an pfU’g tt  w ohl ab baS Siectartgel bet Sinien a unb i  

}u nennen, unb biefe JKcbensatt t(l in fofetne richtig, in wie ferne 
baS Stectangel, beffen © eiten bie Sinien a u n b i  f in b /  fich gegen  
ein O n a b t a t ,  beffen © eite =  1 i |t ,  »erhält, wie bas P r o b u c t  ab 
In Sahlcn auSgebtucft ju t  Einheit. UebrigenS aber bebeutet ab
«igtntlich allemal eint Sin ie,  nie tiut gläche. © 0  btücft alfo

i4  93on &ett £ogadi&mett



w w e ta fe r  © riffelt. 15
aud><»jwar bas V e r h ä l t n i ß  eines ö .u a b ra ts,  bcffcn © e ife  =  « i f t ,
gegen ein Ctuabrat a u s ,  beffen © ei*e  =  i ;  eigentlich aber ift a 
nichts anbets, oiö bie britte Proportionallinie ju 1 unb a, ober 
audh ju i  unb —  a. Ueberhaupt ju fagen giebt es jwifcfcen jwepc#  
liiert entgegen gefegten ©r6ßen jw cp  ber Sage nach unterfchicbene 
mittlere Proportionallinien: © a g e g e n  giebt es jwifdwn jwepet» 
entgegen gefegten ©roßen g a t  feine mittlere P"oportionallinie.  
S w if d je n  +  i unb +  A  ift fow o h l +  ✓ A , a ls  audj —  ✓ A  eine 
mittlere Proportionallinie; aber jwifd>cn + 1  unb — A  fällt g a t  
feine. <Éie müßte entweber pofiti» ober n e g a ti» ,  ober =  0 fepn, 
a b e r  bon biefen brepen f ä l l e n  fann feiner begehen, wofern nicht 
A  fc lb ft= o i|t. © i e  O p e r a tio n e n ,  woburch eine folche mittlere 
Propottion allin te  gefunben werben müßte, wibcrfprechen einanber. 
(Solche ©r&ßen a b e r ,  bie man burdh wibeteinanbet flreitenbe 
Operationen finben m fiß te , heißen in bet Analyfi u n i n ó g l ¡4>e 
(Dcoßen. V o n  ber ?lrt wäre v '  —  A .  ?McS biefes macht bie 
geomcttifd)e €on|truction eoibent. <5s fep A  D  =  +  i ,  unb D  B  
=  +  A  (6 F ig .)  man tl)cile A  B bep C  in jw cp gleiche ^ h e ile ,  unb  
unb b e t r e i b e  mit bem «£)a(bmeffet A  C  einen g i r f e l , jiehe b a t a u f  

"> fcurd) D  eine Pcrpenbicullinie a u f  A B ,  unb eerlängcre f íe , bto  
f l c  bet» ö i r f c l  t r i f t .  © a s  (Stiic? jwifchen D  unb bem ©irtch*  
fchnitfSpunct mit bem g it f e l  ifl jwifchen +  1 unb +  A  bie mittlere 
Propottionallinie. (Solcher P etp en b icu l giebt es aber jwep, näm# 
lid) D  E  unb D  F , alfo berftattet Die A u fg a b e  eine Doppelte 2(uf# 
lofung. ‘Stimmt man aber A D  =  +  i ,  D B  =  —  A  ( 7  F ig .)  unb  
»erfahret roie »ort>in, fo fann bie pcrpenbicullinie D E  ober D F  
ben 3 * r í d  n¿4)t t r e f f e n ,  bemnad) i|t es unm&glich jwifd)en +  1 
unb — A  eine mittlere propottionallinie  ju finben: © a s  hdßt/  
v  — A  ift eine unm&glichc ©r&ße. 5)?an w e is ,  baß cs mit allen 
SButjeln gerabet Stponenten aus negatiben © tb ß c n  eben bie B e *  
wanbtniß h a b e ,  unb eben biefe SfuSjichung bet SCButjcln a u s  ne*

s a t i»% • *" +



i 6 53oit fcett gogartfijmett
gativen ©rößen bat Die Sligebtaiflcn juerft a u f  Die B e g r if fe  un*  
möglicher ©roßen geleitet. 9ftan muß aber niebt g la u b e n ,  Daß 
allein Die Slusiiebung Der V S u rjeln  juweilen eine unmögliche £>pe» 
ration fep. S S e n n  überhaupt eine algebraifche g o r m e l  fo befd)af* 
fen i ( t ,  baß Die O p e r a t io n e n ,  welche vermöge b ie fe rg o rm e l vor*  
genommen wetDen muffen, einanber wiDetfprechen, fo brüeft fle 
allemal eine u n m ö g lic h e  (Btoßc a u * .

§ .  i 2 .  ;  £
© i e f e  bisherige Srörtetung Der B e g riffe  von Der (Einthei* 

(ung bet ©rößen in pojitive unD n e g a tiv e ,  muß ich mit einigen 
Slnmerfungen befcbließen, Die um fo viel wichtiger ftnb, je 6ftec 

.m a n  bei) Der (Streitigfeit  vo n  Den £ogaritl)men n e g a tive r© rö ß e n  
-Dagegen verfloffen hat. © a s  weitjicbtigfte Sluge, welches Da«  

größte S e l b  ber entlegenften © a ch e n  febr beutlid) überfiebt, ent*
w öbn et fiel), nahe liegende Äleinigfeiten Deutlich genug w a b tju n e b *  
men. g a l t  E&mmt es mir fo v o r , Daß es bep Diefet © tr e it ig fe it  
a u f  einige fleine UmfTänDe anfomme/ Die Dem ?luge Der © c o m e tct  
fo nahe liegen# Daß Die fcbarfficbtigften unter ihnen, Die Das g a n j e  
g e l b  Der Sftatbematif bis  a u f  Die entfernten © r ä n je n  überfeben, 

«fie nur Deswegen nicht bemerft haben. 9£ßenn es feine Wichtig»  
feit hat» &aß a lle s ,  w a s  von V ergleich u n g Der ©rößen unfetein# 

^anDet in Den 2lnfangSgrünDcn gelehrt w i r b ,  näher eingefebränft  
tverDen müffe, w enn DerUnterfcheib pofitiver unb negativer © rö ß en  
in B etrachtung f o m m t ;  fo fann felb|i Der B e g r i f f  Der ©leiebbeit  

. m d)t ohne Sinfchränfung in Der Qllgebra gebraudjt werben, lieber*' 
I)aupt finb ein paar Sinien gleid) g r o ß ,  wenn m an  fie in 5(nfe* 
hung ihrer © r6ße für einanber fe&en fann. © i e f e t  Uni(tanD fa n n  
aud) bep entgegen gefegter S age Der iin ien  © t a t t  haben, unb Den* 
noch fann man in Der A lg e b r a  jw ep entgegen gefegte © rößen nie 
ßltidpe © roßen nennen/ wenn fte gleich a ls  © rößen betradjtef, .

. ohne
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ohne a u f  tic  B e jie h u n g  teö ©egenfafeeö ju fefjcn / einanter gieicQ 
fint. C s  i|i feineswcgcö +  *  =  —  « wenn gleich a einerlei) ?inie 
ter © roße nach beteutet. 3 «  te r  Sllgcbra f in t  nur Diejenigen
tinien gleich), t i c  f o w 01)( in Slnfehung ter © roße/ als  auch in  
t fn fe fc u n g  fcer J l a g e  für einanter gefefct w erten f&nnen. £>l)ne
Zweifel i|t +  a = + a ,  » á r e  nun aucf> +  a = —  a ,  fo müßte tie  
Prop ortion  richtig fron - t -a :  +  a  =  +  a : —  a ,  welches tent 8 § .
entgegen i|t. S eö es  C i u a t r a t  hat l«>o <235ucjcCn/ t ie  jw a r  a ls  
©r&feen betrachtet, gleich g r o ß ,  aber einanter entgegen gefefct 
f i n t : fann man tenn wohl fo fchließen: es ifl (—  a) * =  ( +  a) 
folglich— a =  +  a ?  Sreplith hat t ie  Siegel ihre SUchtigfeit: wenn  
jwci) O .uatratc  gleich f i n t ,  fo f in t  ihre 'SKSurjeln gleich. ?lber  
wenn man tiefe Siegel bew eißt, fo te n ft  man überall nicht a n  
te n  Untcifcheit pojitiv«« u n t  negativer ©r&ßen. © i e  muß a lf *  
in tcr  Algebra fo a n g e w a n t t  w e r t e n , wie es tie  S ia tu r  ter @ a *  
che leitet. S i e  Siegel retet blos von ter  ©leichbeit ter  0 .u a tra t<  
u n t  2S u r je ln ,  in  fo fe rn e  fte ( S c o ß c n  (Trtb, nicht aber in fofer* 
ne fie t i c  fpeciellc Bestehung tcS ©egcnfa&es ober Siicbtgegenfa*  
$cS gegen einanter haben fönnen. © o l l  temnach tiefe Siegel in 
t e r  Algebra gebraucht w e t t e n , fo fatm fie feinen antern © i n n ,  
afö tiefen haben: 2ßenn jwep C lu a tr a te  gleich f i n t ,  fo ift t ie

k W  Z » f  f i á  f  # # I  , 1 >  ■ . I _ft '  1 I r • * % • • 1

pofitive 2Burjel teS einen fo g r o ß , als  t ie  pofitive 2ß u rje l  t e i  
a n te r n ,  u n t  tie  negative ‘2Burjel teS erften gleich ter  negativen  
3 Burjcl te S  jweijten. <?S hat (—  a) 1 fo gu t  t ie  SSSurjel +  a a l s  
— a ,  u n t ( + f l ) a fo gu t  t ie  S ß u r j e l — a a l s - m ,  u n t  a u s  ter  
©leid)ungC— o ) ’  =  ( + « ) “ folgt  nichts weiter a ls  t i e f e s ,  es fco 
+  a =  ±  a. £ a n n  man alfo wol)l mit benen Herren B ern o u lli  
unt fSllen bert  fctjließen : S ß e i l  (—  a) 2 =  ( +  a ) ‘  fo fep 2 log. 
(—  0) =  2 log. (+ a ) ,  u n t  folglich log (—  a) =  log (+ fl). 3d> tenfe,

#

m a n  fe^t hiebei) ftillfchweigent v o r a u s ,  es habe (— f l ) “ feine an« 
ter« 2B utiel,  a ls  — •<»> u n t  ( +  <»)ä fein« ant«r« S ß u t j e l  a is  +  a,

¿ t««n
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benn fonfl würbe Die ® d)Iußfolgc fo außfehen müffcn : w e ii  
(— a ) 1 =  ( + » ) * ,  (Daß heißt nickte anber^/ «iß w e i l +  <»’  = + < * * )  
fo ift 2 log (+  «) =  2 log ( t  : aber baß finb jwep befonbere (2iS(je 
2log( +  o) =  log(+a),  unb 2 1(—  o )  =  2 / (— a); Dicß giebt Denn 
weitet Fein«anbetc, alß D i e f e f o l g e n \l + a = l + a  u n b i — a— l — a. 
© o c h  id> »erbe im ftolgenDcn Die hier verborgen Itegcnben §et>l* 
fdjlüffe noch außfühtlidKt erörtern. ' 3e%t wenbe ich m i #  ju t  n i *
Jjern Slufflärung ber B e g riffe  von ben £ogarithmen.

begriffe ber £ogaritl)meö.

§♦ 13»
(Eß giebt eigentlich feine Eogarittymen b e r © r5ßen oberSah*  

1en für ftch betrachtet/ eß giebt nur L o g a r i t h m e n  t>er Verhalt* 
nifle. © i e ß  (iegt fefcon in ber grammaticalifchen B cb c u tu n g  Deß 
^ 35ortö xpil[u>t Xoyui*. 5J?an fann ftch jcöcö V e r h ü ltn iß  alß ein 
fold>eß Vorteilen / baß a u s  mehrern anbent jufammen gefegt ift, 
unb man weiß auch/ baß alle biefe Sßerhdltniffe, worauß m an  
ein anbers jufammen fefct, gleich groß fepn fonnen. 3 n  bem kfr 
ten $ a l l ,  wicD fid) eine S a lji  angeben (affen/ welche außDrücft, 
w ie oft baß einfadh angenommene V c r h ü ltn iß  in bem jufammen«  
gefegten enthalten fep. @ 0  ift baß V e r h ä l t n i ß  2 : 1  in b e m V e r #  
hdltniß 1 6 : 1  viermal enthalten, © i e  3 a h l  v i e r  brueft hier bte 
Slnjahl bergteidjen V erh ältniffe  n u ß ,  welche baß jufammengefefcti 
nußmachcn. 95?an fann hier alfo baß Verfyültniß 2 :  1 alß ba$  
tnaafs beß Verhältniffcß 16 : 1  anfcheii/ inbem b ie S a h l  v i e r  eben 
fo auß ber (Einheit cntftehcf, wie ba£ S3erl)ältniß 1 6 :  1 a u *  bem ein* 
fachen 2 : 1 .  @ 0  wie aber fcbeßSNaaß überhaupt willführlidj ift, 
fo ift eß auch g a n j  wilifühtlid»,  welcheß V c r h a lt n iß  m an alö ein* 
fad; anfehen/ unb alß ein SDiaaß ber übrigen betrachten will,  © i e *
• fern*

\
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femnacl) ift d ie V e r g fe id ju n g  der V e th ä itn ijfe  linter einander der 
2írt,  wie matt gerade S í n i c a , unb überhaupt alie ©rófjen to n  ti* 
neríep 2frt mit einander vergleicht, V&llig ¿^ttíic^. © a ß  V e r h ä l t *  
niß 1 »eiefeiö m an  ató daß einfadje angenommen h a t ,  wirb nicfyt 
in jedem ändern gegebenen V e r h a l t n i ß /  fo man mit Dem einfa* 
<i>en v e tg le id jt , genau ef(id;emal enthaften fepn, unb in birfero 
g a l l  tjííff watt jtd) eben f o ,  wie bep Der 2lußmcffung gerader Si» 
n ie n ,  wenn Die angenommene (Einheit in ber außjumeffenben £ ú  
nie n i d j t  etlic&emal g a n j  genommen enthaften ¡ft.» $ ? a n  ftellt ftd) 
nám lid) daö einfache V e r h ü lt n iß  wiederum ató auß anbern flei* 
nern jufammen gefegt v o r ,  die man ató ^:t>cUe deß ganjen be< 
trachtet; und wenn fodann ein f o l g e t  ^ h «*f  &e$ einfachen V e r #  
l>í(tniffcö in dem ändern etlichemal genau enthaften ift;  fo Idßt  
ficfr eine gebrochene S a h t  angeben, weiche auß der (Einheit eben fo 
«ntflehet, wie jeneé V e r h d ltn iß  auß dem angenommenen einfachen 
|td¡> jufammen fefcen läßt. @ o  ift j. (E. daß V e r h i l t n i ß  3 2 :  1 
mtó dem V e r h ä lt n iß  1 6 :  1 fo jufammen g e fe g t,  w ie die 3 a h f  i  
a u *  der (Einheit. 3 ft fein ^f>eii deß einfad)en Verbdltniffeß in 
Demjenigen; fo damit Verglichen wird/ genau ctlid>cm«l enthaU  
ten / und wenn man aud) da$ einfache in noch fo fleine $ h e f f c  
eintheifet; fo w ird die ©r&ße biefeß Verhültniffeß gegen daß ein* 
faefje ftcfc nic&f anberß/ afß burd) eine 3 rrn tio n aljah l außdrüefen 
laffen. 3 n  alfen diefen f ä l l e n  aber heißt diejenige Saljf/ welche 
die ©rfcße ein eß V erh iltn iffcß  A :  ß  gegen daß angenommene ein# 
fad>e außbrüeft, oder weld>e auß ihrer (Einheit fo entfielet,  w ie  
daß Verhitttntjj A : B auß dem einfachen jufammen gefegt ifl/ der 
í .o g tfr itf> m u e  D e e l P e r l j á l t m f f e o A :  ß .  3 «  bem befonbern $ a l l ,  
wenn B = i  iff,  heißt der Sogarithmuß deß V crhältn iffeß  A :  1 
ter Sürje wegen der Sogarithmué der ©r&ße, oder ber 3 ai>i A .

•  • % • . -  -
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fco4fr fCott freit gosarii&mett

9flan fan n  «in för allemal ein gewiffcß V c r h M t n i ß  o: \t 
otó baß einfache annchm en, unt> Die VerhiWtnijfe oller übrigen  
g a l l e n  $ur (Einheit Damit vergleichen. A u f  folcf>e A r t  wirD eine 
Sleihc von Logarithmen be|timmet, bie einer SKeibe von bcflimm» 
ten S o l l e n  ober ©rbßen jtigcf>5ret. Sin e folche Dicihe von £ o ga*  
rithmen, mit ihren jugch&tigen S a h f c n ,  macht ein logatithtnifd)etf 
© p fle tn  au«. ®?an fann alfo fogen, ein jebeä Sogarithmenfpflem  
fei) r o iU E u t jd id ) , weil cs voillfütjrlich ifl/ wie groß man baß ein« 
fache V e r h ä lt n iß  a\ 1 annehmen will. Allein bem ohnerochtct 
bleibt bod) jwifdjen ben Logarithmen unb ihren jugeh&rigcn g o l)*  
len eiue nothwenbige QJerbtnbung, in foferne es notbwenbig ift, 
baß eine beftimmte 3al)l  biefeu unb (einen atibcrn Logaritbmutn  
haben m öffe, fobalb feftgefcfct ift, wie groß baß einfache V e r *  
h iltn iß  a\ i  feyn foll. SDian fann aud) fagen , jebcß @ p |tem  Der 
befannten trigonometrifchen Linien fep willfúhrlich, weil cß w ill*  
lúhrlich i f t ,  w ie groß man Den ^albm effer Deß^irfelß annehmen  
w i l l ,  fowohl bey Der gcomctrifchen V e r j e i d j n u n g , aIß aud) bep 
ber Berechnung. Allein fobalb ber ^ albm cffer  beftimmt ift, fo*

M  9 '  , < •* + 2  •" N  •  • - •  % * * I  f l

bolb ift eä auch n o th w en b ig , baß ein jeber beftimmter SEßinfel 
tiefen beftimmten © i n u ß ,  C o f t n u ö ,  u. f. f. unb feinen anbern  
haben möffe. (Eß ift feinem $?atl)cmatifcr unbefonnt, baß bepbe 
© p ftem e ber Logarithmen unD trigonometrifchen Linien bie größte  
Slehnlichfcit mit einanber haben. <3PBenn Die .fbalbtncjfer gleid) ver# 
fchieDen finD, fo finD Doch bie trigonometrifchen Linien, bie ju  
einerlepSB in fel  gehören, in einem b e ftá n & íg e n  ‘2krl)ältniß. Unb  
eben fo ifl eö mit verfchieDenc» Logarithmcnfpflemen befchoffen. 
2 Benu gleich bie VerhiUtnijfe verfchieDen jtnD, Die man ató Die 
einfachen a n n im m t, fo flehen Dennoch Die L o garith m en, t>ie ju ei* 
nerlep V e r h a ltn iß  gehören, in einem b e f i á n b t g e n  V c r h ä f t u i ß .

SJian
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r verneinter © tôfcit. ai.'
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Wan tíceme j w e p  (Spfiem e wtllfúhrlid) a n ,  t a «  l>èigt, w a n  fc^e; 
reillfút)clid) fcft  / w ie groß in jetem ba¿ einfache Ó 5crl>díínig fept» 
fell, fo w irö öiefeö fogleitb in t ie  Augen fallen. 3 n  tetn einen: 
fei» * :  i 4 in ö c m  antern i  t o i  einfache Sßer^dltniß, fo wer¿  
i e n  tie «Spftcm c tiefe fepn

r. © p fiem . tf
w  w

V  4  .S i e  g a l l e n
I  » t f . t f  * * i* f  ® t f *  . . . .  t f ^  . . . .  t f *  « . . .  t f ^ * ( * _ * r Ä ® * , ( i  ,

, n ‘ f 1 S i e  Logarithmen
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S i e  Sahlen i  < .
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f f W l./ ■: -'’ ' ¡ ' -© te  Logarithmen
L . 1  wc ~ V
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© ie fe m n a tb i im jwepten aber i(a  ; i>
V ;  im i © p jle m  ijl i («:  i ) *  =  2 ,  u n t  im jwepten © p fU tn  iff

/ ( a :  0  * = t  überhaupt ifl im erften ©pftetn / 0 * .  i ) rn = =  r«,  
« n t  im jwepten Wirt t(a : j ) r * =  r. S a ß  alfo tieß befWnti*
ge SßcrhM ittß  jweper Logarithmen benter © p íle m e ,  t ie  einem
a u t  eben temfeiben V erh áltn ijfe  jugeh&ren, r » : r  =  » ; i  j|t.

1

§ •  ! & •  ;"  •-'•■ •

3<$ bin um te «  $ o lg e n t e n  willen gen5tl)iget, etwa« wei»  
fer in tiefe Theorie hinein ju  gehen, weil ich g l a u b e , t a ß  te r  
eigentliche © i n n  te r  S t r e i t f r a g e  f»d> fchwerfich genau fefife^en 
lafft, wofern man nicht alle Um|W nte in Betrachtung jiehet, bi« 
bep wirtlicher Berechnung te r  Logarithmen »orauts gefefct w erten .  
S a «  ganje Logarithmenfpfiem W irt beftimnit, wenn man feflfe#  
t e t ,  welche« V t t h ä l t n i ß  t a «  einfache fepn foil/  » ter  w ie groß

€  3 t i t
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fcfeSa&f feçn f o B ,  b e r e n £ o g a r i t b m u * =  i  i f l ,  bie fobann beFant*  
twnwfjen Die Bafis be# © pflem # genannt w ir b .  e b e n  bief? g er 
fchiebt «btt « ich  i wenn m an t>on irgenb einet anbern 3ahi Den 
«ogaritbm u m  w iD H fr tU «  annim m t. © tnn Da ber angenommene  
îo g a r itb m u ô  auöbrücft, nach w e i t e m  ©efefc baß <23erb<Htni& bie* 
fer a !>i Stic (Einheit auß bem einfachen entflanben fepn foB, fo 
w ir b  I)i(Dutcf) jugieief) baß einfache ÇSerbâftnif?,  unb fofgltcb bie 
Bafis beß © p f i e m *  beflimmt. € *  ifl eineriep, ob ich a n n e x e  
6er hg. a fott =  i ,  ober ob ich fefl fe $ e ,  ber % .  a r* f0B =  r  
fepn. SRun fep ber Logarithm us b e i  V e r W itn if fe ö  i  +  A :  i ,  ober 
»eiche* eineriep i f l ,  bet Logarithm us ber 3abl i  +  A  =  A  genom»  
w e n ;  fo bringt m an burch fofgenbe © chiûfje b r r a u s ,  rote auß  
biefen gegebenen © tö cfe n  ber Logarithmus feber anbern 3abi nc-  
funben w e r b e . . .50îa n  tf>eife b a s  SB erbäitnif  i  +  A :  i  in eine be/ 
liebige A n j a b i  gfeicf>er Srbriie, unb btefe 3 a b i  fep « .  $ ? o n  fefee
0  +  A ) * =  ,  + « , ,  fo wirb w be|lo Heiner fepn, je größer «  ge» 
»omnten wirb, unb für « =  ~ w i r b * = a .  $?an ti,eiie jebeßatu 
i ( & * w f i a i t n t g  i -+-B: % in eben fo t>icie sietefje 3 ( î n u n
1  +  B =  ( i + A ) %  fo w ir b  ( i  - t - B )  *  =  ( i  + A > s =  ( i  +  w )r 
© e m n a c h  bat m an h l  ( i  - t - A )  — i (i +d)  unb tkl ( i  + B )  =;r t  
<?i + w ),  weiche« bie P ro p ortio n  gtebt,

* K i + A ) : * / ( i + b )  = / ( ,  +  » )  =  , .  r = w .
SBirb m febr grog genommen, fo ifl bepnabe 0  +  » ) r =  t  +  r® *  
fi> öajj i +  r w Die iefcte t>on ben m mittiern Propottionaisabicn 
jwifchen i  +  B unb ber (Einbeit, ,  + « ,  ober bie ( J Z Z „ Z  
mittiern Ptoportionaijabien jwifeben i +  A  unb i i(t. e *  mti  
tä it Demnach obige Proportion ben befannten (Safe : <2Gcnn nun 
jwc* SSerhÄitnifre i  +  A : , unb i  +  B : ,  ¿„ «n e  fcl>r groge An . 
jab( S icher Sbeife cintbeilct, unb jwar fo ,  ba& biefe Amabl ber

fur bepbe 9ßerbältniffe eineriep i f l ;  f0 »erhalten flcft bie



»erttemfer ©rößett. , x ,aj
fcogatitbmen tiefet  QJertyäitniflfe, reie Die © ifferenjen ber festen 
beoben mtttletn Proportionalglieber Don bet ßinbeit.  5)ian fan d  
obige P ro p o ttto n  aud) fo auSbrücfen.

/ ( i  +  A ) :  l ( i  + B ) =  mu>: m rw i  unb Weil ( i  +  A ) 4  =  
r +  » ,  fo «>ie( i  +  ß) k =  i  +  r w; fo wirb u> =  ( i  +  A )  4  —  i ,  
unb r »  =  ( i + B ) 4 —  i .  © iefem nad) erl)ä(t m an  , ,

/ ( i  +  A ) :  / ( n - B )  =  » » r ( i  +  A ) 4 — i ) :  « ( i + B ) 4— i ) .  
© a  nun bejWnbjg üotauö gefegt w i r b ,  Dag »  eine fcljt atojje
3al>l fev/ fo iß  ' /  '  1 ,

J  ̂ ^  J V j 1 i i  ̂ / • ft fc  ̂ 1| | f

( i  +  A ) * i  =  4 ( A  —  i A  +  i  A  * J A  +  & c.>
( i  +  B ) *  i  =  4 (B  —  j ß  + j ß i i B  +  &c.) 1  ’  tv *71

v: v9ff?r r:: ffHttranoifolglich, » t t b
( i  +  A ) ;  i ( i  + B )  =  A  —  i  A  +  f  A  2  i  A ! * & c . :  B  —  # B  +  

-fr B 2 & c .  Aber / ( i  +  A )  =  X  unb A  felb|t fint. ge g e b en , folg»  
tid) roitb A —  i A * i - j A 2 & c . :  B —  |  B  +  $ B 2 & c .  =  X ;

X  ' **■ ™
I Q i + B ) ,  unb / ( i  +  B )  = X —  *  A  +  f  A l & c .  ( B —  i  B  jf.
f B  2 i  A  2 — ). 3 |t bie gegebene 3 abl i  +  A  =  b, unb b bie Balis 
beS © p fte ra s,  fo wirb X =  i ,  foifllicj» l  ( i  +  B )  ' _

(b— i ) — i ( b — j ) + z(b— i )  3 & c .  ( B — ^ B i . y B 2 y B + & c . )
© i e f  ift ber befaunte allgemeine Audbrucf eines /eben £ogaritl>* 
men im © p j t e m ;  bejfen gegebene Bafis =  b iß ,  unb man tt>ctd,

l • "  t #  M •  «•

baß ber b e ftd n b ig e $ a c to t  —  i  ( i — 1 ) 4 ^ ( *  — , ) 2 & c .  
ber SRobulud bed © p fle m d  Reifte*

§ .  &  \
© i e  Logarithmen ftnb Vtc^ältnißmuafe  in eben bet» 

, Q^erpante, in welchem bie Sirtelbogen lX>tnielmartfJe f!nb. © o  
tv>ie in einerlei) Siriel bie SEBinfel b e t r ie b e n e r  © ectoren  jtd> toi«

:  m



ihre L à g d i 'v e r h a lte n , fo verhalten ftcÇ> aud),in dnerlep Logarith»  
tmenfoltcm, vertriebene ÇBerhàltniffe tvie i(>tc Logarithmen. $ t .  
tfSUenbert ift $roar mit fciefet SRebenßart nid)t ju ftiebcn : m it  abet  
fommetf bie © runbe, ivesivegen et fie w ill  verworfen »iffen, fet>t 

i fd;read) vor. <?t fagt a u f  bet 200 © c i t e :  C’e feroit une grande 
erreur de peiifer, que les Logarithmes expriment les rapports.; 

•ce feroit, Comme fi on difoit, que ^  ou a =  i  log. 2 ,  ou en g e -
nera l, que y  =  la —  lb. 5Ibct tvet f>at fcaé reifere j'emalt! be»
hauptet, u n t m i e  fann # e r t  b’Sllenbert ben @ a h  beßJgitn'. C t if ir i :  
Die Logarithmen vetbaïtcti fïd  ̂/ tvre itjre jifg<h5rigen Q3erl)d(U 
niffe, fo etfld r*n ?  'ü ß eu n raan  behauptet/ baß öie B o g e n S f t a a ß e  
ihrer jugehorigen 2 B in fe l  f ïnb, behauptet man b a m i t ,  baß. febtr
B o g e n  feinem jugeh&tigeu JSöinfel gleid) fep? © i e ß  iß,noch nie» 
manöen in ben (Sin n  getom m en, ba S B in fe l  unb B o g e n  hetero» 

.gene © thßen ftnö. heißt bief« 9teben£art vielmehr fo v te i:  
2 B e n n  d n  2 B i n F c l =  1 gefegt tvirb , unö fein jugcbSriger B o g e t t
auch, fo ift bie 3ahl, tvddje jefcen anbetii Sßiufel aao.feiner 
Einheit außbtikft, eben fogroß als bic 3ahi, bie ben jugch&rigen 
Bogen auß feiner Einheit außfcrucft. Gben Mcfcn unb feinen an» 
bern © inn  hat bie SKcöenßatt t © ie  Logarithmen finö CKaaße 
ihrer jugeh&rigen 'Serbdltniffe. Stimmt man ein QSirhtSltniß atß 
dnfad) a n ,  um bie ©röße aller übrigen gegen bieß 'SSerh.ältniß 
}u beftimmen, unb fefct man ben Logaritfrmum bei einfadjen QJet» 
h<5ltniffeß =  i ,  fo vethilt fich fefcceQJerhältniß ju bem einfad^en, 
toic btt jugch&rige Logadthmuß gegen bie Einheit; ober baé SBet* 
hdltmß ift gegen baß dnfadx fo groß, alß ber jugehörige Loga» 
tithmuß gegen bie (Einheit. © ie  einjige Urfad>e, tvarnm # e t t  
b’SIlenbert biefe JKebcnßart mißbilliget, ilt tvobl biefe, »veil er bie 
ÇBerglrithuug bet ÇSerhâltniffe, unb bie 'Sergfeichung itjr.er C p
ponentrn, atö dnetley 0acf>e betrau tet,  ba bod; bic SBergldchuns

Irrt
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Der ÇBcrtyàltniffc gegen «inanbct ganj ctwaö anberS ifl/ atë Die 
<2$crgletd)ung bet (^-ponentcn. 3 d> mu§ bicfeé aus folgcnben 
2ßotten fd)lie|jen/ bi« id> auf eben bet 200 (Seite bet Opufcules
mathématiques lefe ; En effet le cas de l’egalité des rapports eft 
Je feul, ou les logarithmes foient entr’ eux comme les rapports. 
Ainfi on peut dire, que le logarithme de i  eft a celui de £ com

me î èft a -*, mais on ne dira jamais, qu'en tout autre cas j ’

ia — lb: te~—li .  <3Scrflel)tniunburd) j u n b 7 bitD.uotienten, »c i*  
l>erau$ fommen/ »enn a burd) i ,  unb c burd; d bieibirt » irb ,

fo  ïontt man frcçlidj nid)tfagen, eé fe »7 : 7 =/<i — Z* : / c— . Id. . 
© te fi t>«t o b «  »eher #err <?ulet/ no d) fonft irgenö ein anberer 
je behauptet. *33?ct f&nntc »ol>( auf bie ©ebanfen fommen, ba f 
j .  Ç. im briggifcbetî ©»(lern-1? :  *f* =  1 : 2 fe », »enn bie 3al>f 
10 unb at “  bie 3ab! 100 bebeuten foll. © te  ganjc (Sacfyc » ic b  
(jeffentlid) burd) foigenbe Betrachtung in ihr »ôlligeë £id)t gefc* 
fcet; unb bie »on «Ç>rn. Culer eingefûhtte 9tebenéart »on allem 
S » « i f e l  befreiet »erben fônnen.

6- 1 7 .
© e r  (Fjrponenf eincê <3Jcrhdltni(feé, ober ber ûuotienf, 

welcher herauö fournit, »enn  man ein ©lieb burd; baé anberc 
Dioibirt, brfieft fcineéwcgeé bie ©rofje beß Sßerbältniffcg, fonbem 
vielmehr bic © ro fe  beë einen ©liebe#/ gegen baé anberc autf.

• Ä # ‘ m ) i  J  A -  , I

@0 giebt m burd) 3 bioibirt ben ûuotienten f , unb biefe 3al)l ç
ifl ber^rponent be$ Ç3erl)iiltntjfeé i f  : 3, ober » i e  man cê aud>
fchteibt-1̂ . ©emnad) ift } » a t  ber Bruch — u  ttnb iç  ifl gc#
gen 3 fo grog, alé ï  gegen i. Aber feine$»egeé f)ei§t bief eben
fo »tel, aie »tnnm an  fagt, baë <3>erl;dltnt# i f :  3 fe» =  f .  B e*
fanntermajjcn fatrn man nie fagen, » t e  grog eine @ad)c fei>

©  w e n n
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wenn man ftc ntdf>t mit einer anDern, Die mit ihr ton e in e r le i ;  
Art i f l ,  t>ergleid)t, uni) Deren © r 6fje als befannt voraus g c f e $ t  
wirb. 9D?an fann nur auö&rucfen, wie grof? eine © ache gegen  
eine atibere fep/ Deren ©r&(?e man fchon fennet, nicht a b e r ,  w ie  
g o f j f t e f f t r  ftch betrachtet fei). . fD ie g ra g e :  wie fang i(T eine <5 l>ie ? 
läfjt ftd) nicht beantworten, wofern id) nid)t etwa fage, eine Grhfe 
fei) 2 $ u jj,  ober 24 Soll lang; Dann aber gebe id) nid)t a n ,  w ie  
groj? eine <JI)le für fiel) betrachtet/ fonDern wie lang fie gegen Die 
Sange eines $uf?es oDer eine« golles fei). 2ßer nicht w e is ,  tr ie  
Jang ein g u £ , wie lang ein go ll fei)/ l)6rt nid)ts verflänDlichetf, 
wenn ich il>nt fage, eine £h(c fet> 2 5 uß ober 24 goU lang; er tft 
gen&tbigct weiter ju fragen: wie lang ift ein $u|j? wie lang if l  
ein 3oU? unD »<$ mag ihm antworten, » ä s  ich » » f f  / fo » irD  ec
fortfahren tnüffen ju  f r a g e n ,  b is  id) jule&t a u f  eine S ä n g e  fom* 
m e ,  Die er fe n n e t,  oDer b is  ich ihm ftnniich je ig e ,  w ie  la n g  Die 
L ä n g e  fei). Damit ich &ie V e r g l e i c h u n g  jule&t angeflellet habe*  
S r a g t  m an  Demnach, w ie  g r o §  ijt Daß Q k rh äitn if?  a : b ,  fo fann  
m a n  g a r  nicht a n t w o r t e n , w ofern  m a n  nid)t Dicj? 3Bcrhdltnijj mit  
einem anDerti bekannten vergleicht unD a u S b r ü c f t ,  w ie  g r o f  Das 
98erl)ditnifj a: b gegen DiefeS (entere fei). S i e  $ r a g e :  wie grofj 
ift a gegen b ,  ifl aber vo n  Der vo rig en  $ r a g e  feht unterfchieDen, 
S ) i e  A n t w o r t  a u f  Diefe le&te 5 * a g e ,  g ie b t  Die S i v i f i o n  von<*

Durd) b. @0 grofi, als Der Cluotient oDer Der Bruch 7  gegen 1 ifi,
fo g ro f  ift a gegen b. © ie jj  ifl es aber gar nid)t, was man wif* 
fen w ill,  wenn man fragt/ wie groß Das Qkrljältnif? a-.b fep. 
SMefe §rage beantwortet Der Logarithmus Des SßcrhältnificS, unD 
eS ifl Das VcrbÄltnif? a : b gegen Das einfache fo grofj, ais/a—lb 
gegen Die €inhcit. ©0 ifl auch Das SBerhältntjj c ; rf gegen Das 
einfache fo groß, als i e — l d  gegen Die Einheit» Aber bey&e 
Proportionen

©oi
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M ^  •

( D a *  e i n f a < h « i = / « — / i :  u  f.;';;?
C *• ■ — • * C*

(Da« einfad>e: t> etl> d (t7=  1 :  l c — id
i  J T' ? **  ̂ .'• • 4 bÜ- \ • v*«t* t t fw U  IrJ t f-'t* ' ..V* fl̂ K |

geben Die D ritte: Da«S8erl). 7 :  Sßerb. j = l a — ib'.lc— id.  © i e £  

heißt nun nicht fo o te i,  Der Cjrponent De« S B c r b d it . - f :  »erbaite  

fi<h 3<Stn t>cn £j:ponenten Diö <3 ert>.7 wie la— ib ; lc — id;  fon*  

Dern Der © i n n  i(l Diefer: Da« <25etb. 7  tafle ftcf> eben f o a u « D c m  

SSerbditnig 7  jufammen fefcen, w ie lc — Id  au« la — lt  gemacht

toerDen fann. 93Jan muß ndmfich Da« <25erbditniß 7  in fo t>tele 
giei^ e 'Sheife (Reifen, ai« la — lb Einheiten oDer ^beite  Der S in *

4 « ♦ P  \ t 1 # #Tü w /. 4« 1V  •  f « < • i T

^eit e n t ö l t ,  unD Pon jenen gieichen f e i l e n  De« 93ert>. -7 fo oieie
nehmen/ ai« lc — id (Einheiten ober Der (Einheit cntbdif,
Die Den *?;l)riien in la —  lb gictd) finb. # « r  oon Leibnifc bat  
bep ©ciegenbeit feine« © freit«  mit Dem ^)tn. B c tn o u ll i  fd>on D if  
Slnmerfung gem ad;t, Dag Die Brüche mit Den Qkrbaitniflcn nicht 
fcfcicchtbin für einerfep ju halten fep n , unD Da« bi«berige betoeißt, 
Da« er Siecht gehabt babe. *

. f  t } w  /  f  -  ‘ w  •  \  ^  *  1

§. 18.
© t e  2iu«meflung ber<2$erbditmfle, oermiftc(|t Der Logaritb» 

m e n , bat übrigen« Die größte AcbniicbFeit mit Der ?(u«mcffutig 
anDerer ©roßen. <35on Der SBcrfdjicDenbeit De« Sftaaßc«, Dcflen 
man fid> bep Den R e ifu n g e n  beDienet, rührt e« ber, Daß eine unD 
eben Diefelbe © t o ß e ,  balb Durd> Diefe/ batD Durcb jene g a b t  au«*  
geDtücft w it D , nachbem man Diefe« oDer ein anbere« 5)?aaß tx* 
rodblet l>at; ba Dann D ie g a b le n /  tt>eld)e etneriep © to ß e  atig per* 
fchieDencn W aagen  auöDrücEen, fich umgefchrt/ tote Diefe SOiaage

©  % fclb(l
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felbft »erhalt««* 3 ( 1  ¡. € .  eine S if ta n j 100 SKutljen lang ,  u n t >  
man tccf>nct ioftuj? auf e in «  Üiuthe, fo i|t eben bie S i f i a n j  1000 
$u§ lang, Da bann 1 0 0 : 1 0 0 0  =  $ u § :  SKuthe. @ 0  unb nid)t  
änber« ifl e« aud> mit Den Logarithmen befcf)aflfen. V o n  ber 
fd)iebenl)eit Desjenigen SßerhiUtnifje«, fo man jum SWaajj a l ie t  
Abrigen Vethdltniflfe annimmt, röhrte« her, Dajj eine« unb e b e n  
fcefielben Verbältniffe« ©r&fje balb burdjDiefen, balb tmrei) einer» 
Anbern Logarithmen au«gebrucft rcirb, nad)Detn biefe« ober e in  
antere« 93ethditni& jum SD?aaf aller öbrigen erwählet w orb en : 
u n b  bann oerhatten fid) bie Logarithmen, roe(d)c eben beffelbeit 
Verhöltnijfe« ©rojje auöbröcfen, umgeEehrt, wie bie jum ?0?aa§ aU> 
ler öbrigen angenommene einfache Ver^öitniffe. S ie g  ift ber 
©runb Don ber Verfdjiebenheit ber Logarittjmenfpfleme. 5D?an 
t)arf nur auf ba«jenige juröcf feheit, w a « im 14 §. oorgetrageit 
worben, fo i|t biefe« eine @ad>e, bie fogieie^ für fid) flar i|i.  
Sftimmt m an  in bem allgemeinen A u eD ru cf De« i f  § .  / ( 1  + B )  =

(fc — i)  — * ( i —.1) ’  » &c. (B —  t  B £ 7 B *. &c. bie

Bafin b fo an, ö a f  ber 23ruc& 4. \ ( b — i) i  &ci

=  i  w i r b ;  fo ijt b e f a n n t ,  Da§ Da« @ i) | t e m ,  weld)e« a u f  bie A r t  
beftimmt to irb ,  b a «  V(atuvli<fye [>eijje. Sfl?u§ alfo  in folgern ftall  
i  =  efei>n, fo ift * Die Bafis' ber natürlichen Logarithm en. SOiait 
bejeidjne bie Logarithm en eine« anbern @ t>|tem «# beffen Bafis b i|l, 
m it  L ,  w e n n  bie natörlic^en m it 1 bejeiefrnet w e r b e n , fo t>at man 
L b =  1 uni)U  —  i ; ferner toirb l b —  ( i  —  1 )  —  \  (b—  1)

(b — 1) l  & c. y \  . j ' ,

L  ( 1 .+  B ) = Q  _  j ) _  T  J f z ! ) » 1 ) i  & C .  ( B  —  7 B  B i & c ,

i  u

ober L ( i + B )  =  lb(B — |  B 4. |  B 2. & c . )

Sfber h g < 1 +  B )  =  B  —  i  B  +  f  B  l  & c ,  folgltcfj L  ( 1  +  B — J I H

(i+ B )



( i  + B ) ,  b a §  alfo log ( i  + B ) ;  L  ( i  +  B ) = / i  { r — lb \ h ,  ö. L  
kg ( i  +  B ) : L  ( i + B )  =  SSerh* (b: i ) : V e r l) .  («: i ) .

§ .  19-
B e p  biefer bisherigen A usführung bet § h « o tie  Von ben 

Logarithmen ifl bet Unterfcheib bet 'Serbäliniffe  von mit noch g a t  
rtict>t in B ettad)tun g gejogen » o t b e n ,  vetm&ge beflen il>re © lie *  
b e c  einanber entgegen gefegt fetjr» E&nnen. 3 d )  » i l l  bet Äürje  
tve<jen foiefje SBerbältniffe, beten ©Hebet nicht entgegen gefe$t finb, 
» i c  +  « :  + b ,  ober —  <*\ —  b pofitive, biejenigen aber, beten 
© l ie b e r  einanbet entgegen gefegt ftnb/ » i e + « ;  — b, ober —  o\+b, 
negative<25erhältniffe nennen. <?« ifl leicht ju erachten, bafj bie* 
fet Untetfcheib mancher(ei) Cinfchtdnfungen bep bet Theorie t>on 
fceu Logarithmen noth»enbig machen werbe/ ba e« nun g e » i f j  
nidjfm ehr einerlei) bleibt/ ob ba« V e r h ä ltn if; , » o r a u «  alle an*  
bete jufammen gefefct »erben follen, pofitiv ober negativ ange*  
nommen » i t b .  Ä o m m t  bie fpceiclle B ejieh u n g bet ©iieber gegen  
« n a n b e t ,  vetm&ge »eichet fie ent»ebet etnanbet entgegen gefegt  
finb obet nicht, g a t  nicht in Betrachtung / fo ftnb alle V e r h ä l t *  
niffe al« pofitiv anjufehen, unb bann läfjt fleh jebeef V e r h ä l t *  
nifj a u *  fettem anbern jufammen fefcen. <?« » i r b  nämlich entroe* 
bet ba« eine V e r h ä l t ö t f  g a n j,  obet boch ein ^ h e i l  beffelben/ in  
bem anbetn etlichemal enthalten fep n , » e n n  man nämlich bei) 
bet ^ h e ilu n g  jene« V e th ä ltn iffe «  auch bi« a u f  (Slementarverhält* 
niffe gehet. $ } a n  m ag übrigen« bep biefet ^ h e iltm g  gehen, fo  
» e i t  man » i l l , fo » i r b  jebet ^ h « l  atlemal » ie b e tu m  ein pofttw  
vc« 9Öerl)ältnif jepn. A b er  e« i|t nod) bie £ t a g e ,  ob fich auch 
jebe« negative QJerhältniß au« einem pofttiven, unb umgefebrt je* 
beß pofttive au« einem negativen jufammen fefccn laffe. £ «  läßt  
fid; leicht je ig e n ,  baß biefe f tta g e  feine«»ege« bejahet »erb en  
tönne. S i e  bepben V e th ä ltn iffe  +b? +  i  u n b — b‘ mi- 1 f*«i>

®  3 fo
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3° 93on t>en Logarithmen
fo befcfjaffen, baß ba« l e t t r e  au« Dem erfîen fid) g a r  tiicf>t ju *  
fammen feijen l a ß t ,  unö m an fan n  bie ©r&ße £>cö V e rb ü ltn ifle «  
— •bim\ + 1 gegen fca« V e r b ü lt n iß  ■+• b\ +  i  geroiß burefc feine  
m&glicbe g a b t  au«brücfen. 2î?dre ba« SBerbültniß (— 5*™: + 1):  
ÇSetb. (+b\ +  i ) = X :  i  ;  fo müßte (— b*m\ +  i ) = ( + i :  + 1 ) \  
fepn. é l a n  feçe aber flatt X  eine mögliche 3<»blf tveicbe m a n  
w i l l ,  fo w irb biefet ©leicbung nie ein © en ü ge gefefjeben f6nnen.  
©c«n>egen fa n n  X  feine mögliche 3 af>i fepn. g b e n  fo erhellet, 
i a ß  ftd) fca« <35er!)difni§ + b im+ 1 :  + i  au« bem V e r b ü l t n i g  
— i :  + 1  g a r  nit&t jufammen fe$en (affe, © i e  Erinnerung i|l fo  
n(tl>igr b a f  bie gan je  €ntfd)eiöung ber © treitigfetr von ben €o«  
garitbmen verneinter ©roßen b a r a u f  beruhet.

§. 20.
«^U tnitm uß idj nod) folgende A n m ir f u n g v e r b in t ie n ;  E i n e  

pofttive unb eine negative © r ö ß e  ftnb e n t g e g e n g c f c t jr e  (Svenen, 
tvie j .  g. + a  unb —  ai  allein ein pofttive« unb ein negative«  
ÇBcrbM m jï/ finb feine«mege« e n tg e g c ftg c fe ts te Q îe tb ii lfn ii ic .  @t> 
i f t }. ba« SBerbültntß +  <*: +  i ,  feine«n>ege« ein bem SBerbält?  
nijj _  a\ +  i  entgegengefefcte«. gntgegeitgefefcte © r S ß e n ,  müffett 
fur ftcf> betrachtet, unter einem gemeinfcbaftlicben ^)auptbegriff  
(leben, übrigen« aber fo befebaffen fepn, baß w enn bie eine nad> 
unb nacb a b n im m t,  unb Verfd>tvinöet,  fie fïcf> in bie entgegenge*  
fefjte ven van belt.  © i e ß  ifl eine allgemein befannte © a d j e .  SOlatt 
f e | e  nun b a «  pofttive V e r b ä l t n i ß  +  a i i , unb laffe a nad> unb  
nacf> abn ebm en , fo tvirb biefe« SBerbältniß febon vetfdw inben,.  
r o c n n o =  i .  StBirb a < i ,  fo gebet b a « 93erbülfniß i in ben 
entgegengefefcten S u ftan b ü b e r ,  obne b a ß  barau« ein n egative«  
«Serbültniß w ir b ,  © o  ftnb bie V evbü ltn iffe  +a  : +  x u n b + f  : +  r
e n t g c g e n g c f c t j t e  f ü r  ftd> g le ic h e  X>etl)ältniffe, eben f o ,  tvie  

. + a u n Ö  — fl e n t f l e g e n g e f e g t e  f ü r  f i #  g l e i t e  < 0ro£e« f ïn b .
J i Aber
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Aber nimmermehr finb +  a: + 1 unb —  a: + 1 enfgegengefe|te für
fic^ f l i e ß e  SBerhültnifle. © a b u t d )  baß m an —  a a u s  +  a  macht, 
je£t m an nidjt b a s  QJerbültniß— a: + i bem V e r b ü l f n i ß - t - a ; - n  
entgegen, fonbern nur bic ©t&ße —  a ber ©r&ße +  a.

S>ie Loaarii&me« itegafiwr © ttffktt ftnt> umttfglicfj. 

§. zu
© i e  meiften © treitigfeiten jtnb fo g u t  a ls  entfd)ieben, fo 

baib m an  über ben eigentlichen © i n n  ber S t r e i t f r a g e  einig ijt. 
CGßentgflenS foiite ich glauben, baß in ber SDiathematif aller © t r e it  
aufl)6ren müffe, fobalb  b e v b e ^ a tib e p e n , fowol)l über bie B e b e u *  
tung ber einjelnen S B o t t e ,  a ls  auch über ben © i n n  beS (IreitU-  
gen © a fc e s  v&l/ig einig ftnb. SDlir fom m t es fo vor, a ls  ob m an  
bep Der © tte it ig fe it  übet bie Logarithmen verneinter ©r&ßen es 
bisbero jiemlich verabfäumet b u b e , ben eigentlichen © i n n  bet
© treitfrage (flacum concroverGs) genau fefi ju fefcen. V ieleich t  
hat m an eine gewiffe Sw evbeutigfeit  ber f tr a g e :  <Db b ie  J t o g a *  
ritt>men v e r n e i n t e r  <0roßett m o g lt d )  f tn b ?  g a r  nicht bemeeff,  
w e i l  man nicht baran gebacht hot/ baß ber Logarithm us einet  
g a h i  eigentlich ber Logarithmus beS V erh ü ltn ijfeS  b i e f e r S o h l j u i  
Einheit fev, unb baß bemnach bie $ r a g e  fo verftanben werben
müjfe, o b  M e L o g a r i t h m e n  b e r  Vettyaltttiffe n e g a t i v e r  Zat>*
len aur 4iint>eit m oglicf)  fern? 2SSerfiel)t aber nicht, baß bie*
fe S ta g e ,  fo wie fie hier ausgebrueft ift, noch nicht ö&Uig beflimmt
fei), fonbern a lsb a n n  allererft beflimmt beantwortet werben f&nne,
wenn man fejtgefe&t h a t ,  ob bie pojitive ober negative Einheit
veeftanben werben folle. S lu f  bie S t a g e :  o b  b ie  / L o g a r i t h m e n
ber ü e r i> a l t n i f i e  n e g a t i v e r  S a i l e n  j u r  n e g a t i v e n  titinfyeic
inoglid) f tn b  ? antworte ich m it J a .  g a | l  fo m m t es m it  fo vo r,
ölS ob bie fe t ten  SBernouUi unb b’Alenbert bie ©treitfrage we*

nig«
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tiigftenS jutveifen ln tiefem ©Inn genommen baben. S R a n d jc ib *  

.ter ©riinöe fini) fo bcfd>offen, bog fie ntcf>tii anbetS, olé biefe* 
beroeifen (innen, ©er erfte SöetDeiS, ivomit «Ç)r. b*2llcnbcrt onf 
bet 18  ̂ ©eite feinet Opufcules Mathématiques feine SRctpnung ju 
begütigen fud)t, (outet fo : En eilet i ° ,  puisque les logarithmes 
repondans à une progreffion de nombres quelconque font arbi
traires , qui peut empecher de fuppofer, que les deux progrefliou*

3 —  4  & c .  '
• -, . ,'|I 2 3 • 4  & c. -

confiderées comme de progreffions differentes &  indépendantes l’une 
de l’autre ont les memes logarithmes 0, p, q, &c. ©olf bieg fo
Diel beigen : kg. rat. zr j =  o =  log. rat. $-7 ; l»g. rat. Erf  =  p =

hg. rat. - f - f ;  kg. rat. ~  =  q =  hg. rat. - f r f , & c .  fo binbctt nid|)t
nur nicbtÿ; biefe QJorauSfefcung onjunebm en, fonbern es ift auefy 
fo g o r  notljrocnbig betfeiben beojupfUcbten. 2 ß e i l  überhaupt

« : —  i =  +  « : +  T , fo ifî hg. (— < « : —  1 )  =  kg. ( +  »  : +

fcas bergt ber Logarithm us beS VcrbältttifleS einet negotioen 3o b i  
ju t  negativen Einheit/ ifî gfei<b bem Logarithm us beS CBcrljoltnjp  
feS eben ber 3abl pofttiD genommen jut poftttDen Einheit.  # i e t t V  
ber ifî aber rool)l eigentfid) fern © treit.  -£)err Don Leibni$ bat  
bieg nid)f gefaugnet, J^ert Eufcr otrd) nid)t. E s  mug bemnad> 
bie © tr e itf ta g e  roobl ohne 3n?eifcf biefen © h i n  b a t e n :  © i u b  bie 
Logarithmen b e r  ï> erfyâltm ffe  n e g a t i v e r  J a u l e n  3t»r pofîrin ei»  
<Ctttl)eie möglich ? “W a n  nimmt bet) allen algcbrmfdieti SKccbnnn 
gen bie Einbett pofiric a n ,  tinb man b a t f  biefe ÇB»rausfcfcun<j

• nie dnSern ( § . 9 . )  ¿ c b  benfe a ( f o r ruenn »on ben Logarithme«  
einet necatiDctv 3abf bie S r a g e  i | ï ,  bag man Ben Logarithm us  
fccS VerbdftniffeS bet negatioen 3al)l jut  pofitiven Einheit oerfle* 

' | e n  miffcr # a f  nun bieg feine S ïid jttgfcitf  fo ifl l —  1 fooiel a l s

*

h g .r a t .+ i ,  unb überhaupt i— a fooiel als log, rat, + 7 .  3nbte* 
^  ‘ K fern
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fern S in n  a b e r  b e a n tw o rte  td) bie f t r a g e :  £>b N e  Logarithmen
negatiwt m b g lid )  finb ? mit r t e i n :  uni> rd) behaupte mit
fcem Jfjcttn t>on Setb-ni^ unö G u lc r ;  tue J i o g a v t t i j m e n  n e g a t i v e r
S a i l e n  fttib u n m o g l i c i ) .

§ •  2 2 ♦ *

«JScnigflcnö ifi foPicl g e w iß ,  Baß nt einem ©pffettr, irr 
w e l k e m  i+  i  =  o i|t,  nid)t juglcid) l — i ^ o  fepn Eönne. S a ö
J)eißt, es fann mc&t / + 7  = t  +4 gefegt werben. S e n n  w enn  
t n  e i n e r l e i  S p j t e m  Die Logarithmen jroeper 'S crW ltn iffe  gleicft 
f h t b ,  fo muffen aud; Bie QkrbiUtniffe felb|t gleid) fe p n ;  Bieß fam j
Sfticmanö läugnen. OBtue alfo einerfep @p|!em ¡ r r  =  i ^ ,  
fo mußte +  i :  +  i  =  — *:. +  i  fepn. Aber Biefe Proportion 
fann fd)lecf>terBtngß nidfrt als eine wal)te Proportion gelten (§ .8 .)
a lfo  fanu fcincSwegcS in einerfep © p fie m  l$ ~  =  gefegt wer*  
Den. A u f  eben Bie A r t  crf>eliet / Baß überhaupt tn e in e r le i  
ftem  eine pofitioe 3al)( mit Bcr ibt entgegengefefcten negatiPetr 
ntd>t einerlei) Logarithmen haben f&ntie. © c ^ e  m a n / + a = / — a,
fo !)icße Baß fottiel, l $ - f  =  / I p r ,  Bemnad) märe +  a\ +  i = — a; 
■vi,  Baß aber Btefe Proportion gew iß nid)t a ls  eine wahre p r o *  
portion gelten founc, l;abe teb im 8 § .  umftätiBlid) berciefen. 3 n* 
Bcfen fcf)einct Bcr jwepte B e w e i ß , w o m it  .$err B’Alenbert feine 
SRcpnung ju befräiigcu fu d )t,  fo e tw a s  ju erlitten . S e t  B e *  
teeiß ift Bicfcr. <333eil C —  i ) 3 =  ( +  i ) 2 , fo fep 2 log. —  r
=. 2 hg. +  1 , folglich log. —  t =  log. ■+• i =  0. 2Benn aber log,
—  1 = 0 ,  fo fep log. — a — log. ( + a X — i )  =  h g + a  +  log. —  1 —
hg.+  a. .£)r.BetnouUifcbließt eben f o : 93?enn (—  a ) 2 = ( + a y ,
fo fcp 2 / —  a  =  2 l +  f l ,  folglich / — »a - = /  +  A. 3<j) weiß nicht 
w ie  <ß rnbglid) ifl/- Baß bepöe 9)?ännet Bie V e r w ir r u n g e n  nicht 
le t m r f t  h a b e n *  Bit in. biefinSchluffeu. (iecFen, 3 ct) habe bereit?

E in» -



\

3+ iO on  bctt £oäim fI)tncn
im  i 2 §. einige Erinnerungen gegen tiefe 3irt ju  fdf>iicgcn l'orge* 
tragen, u n t  id) werte fie jefct nod) e tw a* genauer prüfen. .foert 
t ’2llcnberi meinet ¡ w a r ,  t a g  tiefet Beroeiß unwitetleglicl) fei?: 
allein feine eigenen ©runtfüfcc witerlege« i^tu ' 3 #  i>abc fcl)on 
im 3 § .  eine ©teile auß teti Opufcules teß ^)errn t ’ Jllenbert an» 
geführt, n>of«<t'|t eon il)m behauptet W i r t , t ie  ©leicfyung by =

■ (a— x) * fey eigentlich eiue falfcfce ©leidjun»), »Denn x >  a\ tte 
wabre fep tiefe: f y = ( * —  « ) * ♦  SCßcnn tie f richtig i|t, fo mug 
aueft (— a )2 =  ( +  a )2 eigentlich eine faifdje ©leid>ung, unt tie 
trn^re ©leicfjung tiefe feptt ( + « ) *  = (+ * » ) * .  Sarauß folgt wei* 
ter nicht*, alß e* fei) i +  a =  J +  a. S o #  fcieg fei) nur im Vor# 
freygeben angeführt, um ju jeigen, tag taß ©yftem teß #errn 
fr’Alenbert mit ftef) fetbfl nicht genau jufammen bängt. 3<h gebe 
e* ju, tag tie ©ieidjung (— «)*  =  ( + « ) ’  t>6llig richtig fep: af» 
lein tie Solge famt tdf> trieftt billigen, wenn man tarauß fchiiegt, 
c* fei) 2 l—a =  2 t - ra ,  ntit id; t>otfe, tag folgente Betrachtung 
Sien tie Unrichtigfeii tiefer «Jolge völlig in* £icf>t fe(sen werten.

§ .
9D?an ergünje aHe außgelafifene 3wifd;cnfäfce: fo mug ter 

Bewei* fo lauten:
E * itf (—  «y  =  ( +  a ) ‘

2ßenn tie 3al>(«n gleid) f in t , fo fint» tie iogarithmen gleich* ci 
ttertfebt fiel) in einerlei ilogarittjiiicnfrjlein . ?(lfo i|l t (— a ) '
= / c +  a) *. .< t 4  M & i& :

S e r  Cogarithmu* teß öuatra i*  ift toppelt fo grog, a ll 
ter iogaritl)muß ter SBurjel, folglich i|t

2 JV/ ( - — 2 l V ( + a ) 2.
6 *  ift nbet v  (— ay  = : —  a unt V  (+ a) 1 — +  t :

öaljc* wUb 2 / - -a — 2 1 +  *

unö 1 —  a =
4

- i  +  0*
3ft
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J j í  tí roafyv, b a ß  m a n  an biefem ?5 cweife nicfcté auéfe&en f&nne,  
fo nmb b a b u r d j  b a r g e m a n ,  Ö af in e i n e r l e i  J lo g < m tf)in e n fp »  
(lera l —  a —  l +  a fco. 2lbct nun fatin man weifcr fcbließen. 
953«iin in einerlei) Sogarittymenfeftem bie Cogarttbmcn gleid) ftnb,  
fo ftnb aud) bie g a l l e n  gíeicl;, bernna# m ú ^ f c — a =  -t-a  feijn. 
© a ß  bicß fatfd) fci)/ babe id) fdjon meljrmafcn erinnert. S G e m t  
man ti  füd) inbeffcn einmal erlaubt Ijat, bepm Ealculíren nidjt  
an bt'e © a d )e  ju benfen, fonbern bioö beç ben Scidjen fleten ju  
bleiben; fo b a t f  man nur nocí) fyinju fe&cn: E é  ifl a u $

+ a =  + a,  baé wirö man ni#t leugnen.
9hin war au# —  a =  +  a ,  wie erwtefen worben.
Scmnad) ifï 0 =  2 a,  weit obne 3vocifef gíeic&eé heraus 

fommt, wenn gleicbeö ju gleichem abblrt wirb. Alfo i|l jebe 3ai>í 
=  0 , benn man fann flatt a was man will feljen. 3 #  betrfe, bie* 
fe Ungereimtheit feo {u arg r alé baß man nit&t gejwungen feijti 
follte jujugeben, t i  muffe in ben ©ehlújfen ein wichtig« $cl)iet 
fteefen, bie auf fo wunberlicbe ©cfclußfolgen leiten. © ie fe rgeh * 
1er fteeft nun wirflid? in ben be»ben ©äfcen v  (— a,y =  —  a unb 
v' ( +  a)* =  +  » .  © ie fe  ©dfce pnb fo wie fie l>rer angewanbt 
werben unt>otl|Wnbig. Eé l>at \/ (—  ») 2 feineéwegcts bie SEBurjel
—  a atteitt mit Auöfcbließung ber SöSurjcl +  « ,  unb v ^ + a ) 1 bat 
feineéwegeé bie SBurjel +  a  allein mit Auifcbließung bet 2ßur^ 
jel — « .  Eé ifl »ielmet)r v' (—  a)2 fowol)l alé v ( + a ) 3 =  + * ,  
unb alfo fommt fein anbeter alé biefer ©c&lußfafc berauö; l± a
— I t o .  Sßenti $ r .  Euler in ber Hiftoire de l’ A c a d e m ie  d e  B er-  
En pour l’anuée 1749. a u f  ber 147 © e i t e  eben biefen Sßeweii be*  
u r t e i l e t ,  fo jeigt er, baß man a u f  eben bie A r t  bemeifen fónne/  
rt feo / (a v  —  i )  z- l a  roenn m an nämlicf) f l i e ß e n  wollte'

."(«%/ —  i>4 =  (+ a ) 4, alfo 4 I {a V  —  «) =• 4 t a T fo lg l td*
/ ( a v — i )  =  / a ,  3 n  biefen unb allen ähnlichen SBeweifen, fteeff

E s  m it



36 SOon &en Sogatitljmen
m it bem »origen einerlei) S e h l « ;  (a v  —  i y  hat fo g u t b i e ' S B u t *  
jclii + a, — a, + a V —  I ,  — a v' —  i ,  olé ftc ( + a ) 4 t>at/ Ullfc 
eé folget alfo nur öiefcß/ eé fep i t a  — , - a

±.aV  —  i i a V  —  i .

§ .  2 4 ,

•2Benn bemnadj feineéwegeé i +  a — i — a fevn fann, u n >  
j w a r ,  w ie ich auéDrúcflicb Bähen erinnert habe, in  einem  u n b  
e b e n  b e m fe lb e n  « S p f f c m r f o  fragt eé fich w e ite t:  w a é  i|i b a n n  
l  —  a in eben bem @ p | t e m ,  in  welchem l +  a eine mögliche 3 a h l  
»ft? 3 #  behaupte: in e i n e m @ » f t e m , in welchem / +  a e in e  t n ö g *  
liehe © roßc fepn fo ll ,  muß 1 —  a «ine eben fo unmögliche © r o ß e  
fe» n , a lé  nach aller © e ftin b n iß  in ber A lg e b r a  X?— a ift. S e n n  
eé feo / +  a: l —  a =  i : A, fo muß / —  azz \  l + a ,  uní) —  a =
( + a ) A f e » n .  9iun ift eé fcblecbtcrbingé unmöglich ftatt A eine  
3 ahl }u feheti, welche macht, baß bepbe ©lieber biefet © le ich u n g  
einanöer gleich werben. S e m n a c h  i|t X eine unmögliche 3 al)l,  
folglich ift eé auch l —  a =  \ l  +  a,  w en iW  +  a möglich fepn fotf. 
SOtan beweißt a u f  eben bie A r t ,  baß v ' — a2 unmöglich fet>. OJian 
fchließt: eé fep v  —  c P z z y ,  fo müßte y x  y =  —  a2 fepn. 9t un  
fan n  m an ftatt y feine möglutyc g a h f  fe^ en , biefer ©leichung ein 
© n ü g e  ju leiften: alfo i|l y  unmöglich. £ a n n  man an biefera-  
SJeweife nichté auéfe&en, fo fann man eé gew iß auch an jenem  
nicht; h«t eé aber mit biefem SBewcifc feine Wichtig feit, fo febiieße 
ich weiter. 3 « einem 0 p|leme, w orinn alle pofitioe B ahlen m ö g *  
liehe Logarithmen t>aben / finb bie Logarithmen aller negativen  
S o h len  unmöglich. S e n n  m an fe^e in ber ©leichung —  a =  
(•+■ a) A ftatt a eine pofitibe 3<>hl/ welche man w i l l ,  fo w irb A a l*  
(emal unmöglich bleiben, folglich auch A l + a,  w e n n / - t - a  alle,  
m a l möglich ift. 9tun b a r f  ich nur binjufefcen: 3 m ncppetfdjen  
unb btiggifchen © y f t e m  finb bie Logarithmen aller pofttiPen 30h«
• • • ' : - le»
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le n  m fcgli# ,  bieß ifteine V o r a t ié fe í ju n g ,  bie aflgemein angenom*  
men rotrö. Silfo folgt Der © # ( u ß : j ( m  « t p i > e r f # c n  uni) b r tg *  
gifdK Tt * 3 r | t e m  f i n b  bie / L o g a r i t h m e n  « U c r  « c g n t t p c n  "Sal>* 
len u n m o g l i c l j .  : I,

' ■  '  5- 25- i t0 «  ̂ 1 * # A • • ♦ *

<2Beim N e  V o r a u ö fe ^ u n g  nid&t bepbetyalten t v i t b ,  fcaf  
v o n  einem unb eben bemfelben © p fte m  bie JKebe f e p , fo verliert 
bet 33ewcié fein ganjes  © e w i # k  ver|fet)t f i #  oon felbit, Da# 
N e  CKegei n i # t  mel)t gelte: w en n  Die íogatítíjm en  gicid) fint», fo 
fin b  bie Sablen, ober bie VerbältnifiT« N tfelb e n  j u t  © ntjeit  g l e i # ,  
w e n n  bei eine Cogaritl)tnuß ju einem atíbtrn © p ffe m , alé bet ans  
i e t e  gehört. «£iieraué ergiebt j t #  etne neue g w e p b e u tig fe it  bet 
(S tre itfra ge  über bie fogaritbm en verneinter © r&ßen, welche man,  
tvie e i  m ir roenigftenes v e r fo m m t,  ebenfalls t o n  bepben © « t e n  
t » # t  genug in 23etra # tu n g gezogen bat. ® i <  S t a g e :  finb N e  
£ o g a t i # m e n  verneinter © r6 § e n  m o g l i # ?  fan n  fo viel beißen;  
© i n b  bie neppetf#en ober bie b riggif# en  fogaritbm en verneinter 
© r o ß e n ,  ober a u #  n o #  allgemeiner; © i n b  bie £ogatitl)men vet*  
neinter ©r6ßen, in einem gegebenen © p fte m  rn & gli# ?  £ben biefe 

^ r a g e  fa n n  a n #  fo erfláret w e r t e n : JLä$t fid) g « r  fe in  J t o g a *  
vitbmenfpficm <tngeben, r o o r in n  bie  v e r n e i n t e n  ZAtylcn m o g *  
1ÍC0C J t o g n r i t ^ m e n  i>aben.. 3 n  &et $:l>at l>at biefer doppelte  
© i n n  bet © tr e itf ta g e  ju mancher V e r w i r r u n g  ©elcgenbeit gege*  
ben. S>ie © tim b e beé 4brn. b’ Sllenbert jtnb jum  $:l)etl fo b e f# a f*  
f e n ,  i>aß f i t  n i # t é  weitet beweifen f6nnen, ales man müfle über# 
i>aupt j u s  eben, baß f i #  g a t  wol)l €ogatit!)menfp(leme angeben  
ta ffe n , w orinn bie 8ogatitl>men negativer g a b le n  m S g l i #  finb.  
© a  et injwifcben mit bem £ r n .  5» e m o u l(i  b a r a u f  bringt, e« m ü f'  
fe allemal l +  a — i — a f e p n ,  fo f»ef>t m an wol>f, baß er a u #  
N e  j j w g e ,  i n  bem etfte« © i n n  genom m en/ bejahet tyabe. © e n n

€  3 *>«»
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brp ihm fonn iu ber ©Icidjung / + a = / —  a baö / föwo&f eine» 
9îepperf#en, als au# J»riggifd)en, ja etncft jcbcn aubctn @ ç *  
fienië £ogaritl)mcn. bebcuten* £err bw eiß t, baß bi« tup*- 
perfdjen Sogarittymen negntiwr 3al)len alle unmägli# finb, ba fid) 
im ©egentl)cil unter ben unjat>flg Dielen ncpperfd)en gogarithniet» 
einer pofttiüen 3al)( allemal ein mögßd)et befuibet. £ r .  b’?Iie nä
hert beivcißt twnigflen* mit manchen t>on feinen Qkünben nid)t£ 
weiter alö biefee, man f&ttne £ogariti)menfi)(îeme angeben r wo* 
tinn negative 3<Jl)(<n mögliche Sogaritfjmin haben. © a i  pflegte- 
man fonft in bet Vwnunftlehte eine fkllaciaiu ignorationis eletv 
ehi ju nennen. . '

Ç .  2 ^ .
35epbe P a r th e p in  w e r b e n , wie i #  wenrgfïené g la u b e ,  eig

nen jremiic^en 0 d ) n u  junt Vergleich ti)un, fobalb oon bepben, 
© e ite n  jngegeben w i r b ,  baß f t #  aUetbmgÿ £ogaritbtnenfi>fîcme 
angcben la ffe n , worinn ntgatioe 3nhl«n m&gliche iogarithm ett  
haben. # e r r  b’Alenbert rebet juweifen fo : Les logarithmes des
quantités negatives peuvent être regardés comme réels (183 0 eite) 
le log» —  i eft ou peat être juppofé —  o (i8 ç  0 . )  juweilen aber 
ganj anbeté : le logarithme de 2 &  le logarithme de —  2 doivent 
être les mêmes,  puisque faifant log.. 1 =  0 & log, 4 =  p on aura.
log. 2 & lo g .  — 2 =  ip  ( 1 8 7  0 . )  eben hieß fagt er a u f  ber 198  
(geitc. E n  eflet foieut 1 & a2 deux nombres pofitifs &  réels,, 
qui ayeut o & p pour logarithmes ;. il eft evident^ que la moyen
ne proportioneile entre 1 &  a2 fera également -t- a & —  a , &  que- 
le logarithme correfpondant fera -Jp.. Done lp  =  1 +  a & 4 p = -
l — a. î ï i d j t ë  i)î gewiffer, alé  baß fowol)l -t-a alô —  a jwifchett
+  1 unb +  a2 eine mittlere $roportionalgrößc fep. Unb eb«n pot»  
hiefftn- Um|tanb r u h «  alle anfcheinenbe 0 chwieiigFeit bep b e r

l)<r- «Siätte «£)cw b’Alcnbwt harauö nichts »etter al&
. .  ’ Ws#



ï k f (5 gcfdfyiofietr. <2ß ctm  J +  1 =  0 nnt> l + a* = p  fep, .fo fónne  
überhaupt 1«  fagen 1 +  a =  | p ,  (6 fönne aticl) i  —  a — \p gefeijt 
TOcröc-n; ft» roiitbe id) il)ni »öllig Sßepfail <5oben. Allein » e ite t  
folgt aud) nid)tá bnrauíi, nnb am allcíroenig|«;n bw feé, baß m  
eben b e m < S v fte m , roo man l + a =  { p  gefeçt l)-at, aud) jugleidj  
i —  o — i  p gefegt nwrbcn ihüflf. Gntroebet man uniß t w a u é f e *  
f e n ,  b a ß + a =  —  « f e o /  unb bann muß iufot&crfr au6gcmad)t  
tv e v b e u , ob biefe V o t a u 6 f c | u u g  be|M>en fö n n c;  ober man muß 
^ u geb en , baß ein gan¿ atiöctes <2t),ftem l)Ctauö fommc , roenn 
j n a n  —  fefct, alé  Ijeraué fo m m t,  r o e n n / - - a  =  ¿ p  g<«> 
fefct roorben. iS cybc © p jtem e »erben biefe feijn.

t .  © p ftem . K ■ . ’ ■

D e rrtd n fe r © rôfjetr. 39

s  +  a'  +  a* +  a *  +  a4 +  a% •+• + a1 + Stc.
5>ie £ogaritl)men

» i  P f  l p  s? i f  3f IP &C,

2« (Softem .

0
1

S)te 3 ai) len
j  +  » ' — + j ‘  —  a 5 + ai  —  a7 +• &C,

SMe €ogari#men
■n i f  P  i  P  î f  . i f  3 f  I P  &C.

C «  ifi md)t ju taugnen, baß im jroeijten 0i)ftem log— « ,  
Ug— a ,} unb überhaupt tog— «,m+I möglidK Saufen ftnb. © a *  
<)tgeii aber finb log. — a, hg , —  0 3, unb überhaupt % — a ,m+‘  
¿jn «tjten (Softem unmöglich ( § .  24.) <2Bare im erften ö f t e r e
t + 4 tv* '  i — «*”4-1 =  1 ; A ,  f» roÚKbe ¡ ~ a im+I s  A  4 +  a im+,#

&  « n i

%
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a „ij _  „=’“+• =  ( +  a ' ”4 “ ) X .  Jgjier lä g t  f t #  3«tt>i§ mSflH* 
# e  £al>i f*att x  f « * « »  tsciljet ift unftreiiig / — =  X / + a 2 , + '
_  x m ± i 2 P  umn5g rtd) , trenn p m & g li#  ift,  « i e  t>iet oorauége*  
feijt w i r t *  SB en n  aber in  einem © p fte m  eine 3 * W  feincötioegcö 
te n  e o g a t i# m u m  Ijaben Pann, Den pe in t e m a n t e r n  l>at/ fo ftn& 
beote @ oftem e getrig n i # t  einerlei. 3 n t  jroet)fcn oou tiefen bep* 
te n  @v)|temen ift alfo ubertyaupt l —  a2m+l m & g lid ): allein bei} 
fcem allen bleiben / — a 2, i —  a\  u n t  ö b « l> a u p t/— a,ra unm óg*  
lid)/ tiÄmlkf) in eben tiefem @i)fteni. ( § .  2 4 / ) , SIBäre in tieient  
<gi;|tem / +  a 2”  l —  aim— i t  X ,  fo nsfitte / — a 2ra= X / + a 2mf  
fofcjltd? —  = C + a im) X  fci)n. ®<tg biet abetmal X  unm&g(id> 
f « b  fällt in t i e  A u g e n :  alfo ifl eo aud) / — a :," =  X  t+aim =  m 
X p ,  ro eilp  m & g li#  ifl. S B c n n  alfo g l e t #  in einem getriffen  
@ p jle m  einige negatiöe g a l t e n  m &gli#e £ o g a r i# m e n  b a b e n , fo- 
folgt  t  arañé n o # n t # t ,  t a g  t ie  £ogaritl)mcn aller negativen 3al)<* 
len in eben tiefem © pftem e rn&glid) f*nt>* Sugitid) fallt in t i e  
A u g e n ,  t a g  in eben tiefem © p fte m  i + a3n+' u n m & gli#  fei;. 
V e r h ie lte  f t #  m im li#  t —  a 2m+I: f + a * * * '  =  i :  X ,  fo unirte  
t+  a 2” 1"  = X Z  —  a2m+1 fepn muffen, u n t  f o l g l i #  +  a 2m+ ‘ =
£_ a 2m+ ' ) X .  A b e r  eé tl>ut Perne tn&gli#e 301)1, Die man flattX.
fe^en P&nnte, tU fer  © l c i # u n g  ein ©einige. A lfo  ifl X  unmóg#
t i # , f o l g l i #  a u #  t + a 2W+r =  X  V —  a ^ 1 =  X - ^ p  unm óg*  
t i #  t trenn p m & gli# ift.

§ .  29.  .✓ W

A u «  t ie fe t  V e r g l e i # u n g  bester © Dftem e f#liege i #  t i e  _ 
» i # t i g e  fto lge.  <2B e n n  t e r  U i i t e r f # ie t ,  pofitirer u n t  negativer, 
VerhiUtm ffe in 93etra#tun g fomm t;, fo beftimnit t ie  gegebene  
Balis allein n f t b t t a ö  ganje £ogaritl)menfi)ftenu 2ß e n n  man nätn*
It# in tenv Softem tie übrigen Vettyättniffc * wel#e an« tem¡

% . ' V e r *
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VetbüUniij bet BaGs jur <£inl)cit/ g a n j  genommen, nicht fötinen
• jufatnmen gefegt werben/ auö ^Ijctfcn Dce einfachen/ jufammen  

fefct; fo fann bet ^ h e i l  Des einfadjen/ weld)en man hierju et* 
wählet/ fo gu t  negatt» a ls  poftciP fcpii/ wenn glcich baß attge* 
nommene einfache V e r h ä lt n is  pofitiP ift. © o l l  Demnad) Die gan*  
je 9\eit>e bet übrigen g a l t e n  nebft ihren Logarithmen beftimmt 
werDen; fo fommt es noch Darauf a n , w a ö  m an für einen ^l)ei(  
beö einfadjen Verbültnijfeß erwählen will. 2ßal)lt  m an einen 
negatipen ^ I ) e i l ,  fo fann nid)t alleß Daöjenige fd)led)ihin befte* 
h < n , w aß  fonft Pon Den Logarithmen in Den Lehrbtid)ern bewies 
fen w i r b , weil Dabei) Der Unterfchirb pofitioer unD negatiuet V e t #  
hältniffe gar nidjt in Betrachtung gejogen ju werDen pflegte. 
C§. 19.) @ 0  fällt eß gleicf) in D ie?lugen, bafj Die fonjt gewöhn*  
liehen Lehren Pon Den Modulis pcefd)iebenet ©pflerne nun nicht 
fchlechthin mehr gelten fönnen. 2ß en n  fonft in Petfchiebenen 
© p ft e m e n ,  Die ju einerlep S a lj i  gehörigen Logarithmen t>uv<t)* 
g ä n g i g  ungleich finD, fo finb fie eß bep @ p ftem en , wie im §.  26.
eingenommen w orD cn , nid)t b u r d j g ä n g i g .  © 0  finb l +
1 +  » 4 unb fo f. in bepben ©pftemeii gleich, hierüber mufj man  
fich nicht w unDetn, ba »iele anDere fonft allgemeine Lehren nicht 
mehr gelten/ fobalDDer Untetfd)cib De« PofitiPen unD ‘JlegatiPen  
in Betrachtung fommt. SCßenn Die 2Btirjcln ungleich finD, fo 
finD auch hie ö u a D r a te  ungleich * © i c §  i|t fon|t eine allgemeine 
Siegel. Slber +  a u n D — a finD ungleich/ Dem ol)nerad)tet finD 
(,+ a)2 unb C—  a)2 einanDer gleich* @ o n f l  hängen DieLogatith*  
men perfchieDener © p ftem e nach einem b c j l a n b i g e n  M od u lo  pon  
einanDer ab/ unD ju einerlep 3«hl gehörige Logarithmen PerhaU  
ten (tch in PerfchieDenen @ p |te m e n , wie Die Moduli. SMefj hat  
b e n © t u n b ,  weil Daß einfache V e r h ä lt n i s  nur a u f  einerlep ?(rt 
i n  jroo H älften/ in »ier Viertel/ u. f. f. eingethcilet werben fann/
w n n a n  bi« negatipen Verljältniffe gar nicht gcbad;t w irb. 2Benn

§  b(V>



93ott fceit ßogavjt&ttien
t>ai)cc ein anberes Vcrhtiltnijj,  altf t>orl>cr/ fär Die JfbtUfre, Den toter« 
te» S h e ii ,  unD fo f. Des ganjen genommen w ir b ,  fo mujj a u #  
n o # w en D ig Datf /c^ige © a n je  ein anbert al$ baß V o r i g e  feyn. 3 |i 
Dorier la  =  i  gewefen t fo w a r  / a 2 =  i .  g l i m m t  man nun la 
=  i ,  fo wirb la 1 — i .  gjlan faitn feine 2fenöerung t>on Diefet 
$irt oornehmen, ohne ju g le i#  bie Bafin, unb Ijiemit DieLogaritb*  
inen atler Sohlen ¿u i n t e r n /  unb jw a r  umgefebrt, w ie  f t #  bie« 
jenigen V erh ältn ijfe  änDern, w e l# e  man in biefen i>erf#iebenen 
Vorauöfefcungen, atö bie H ä lfte  Des ganjen, u. f. f. anficht. 211* 
(ein / wenn man einmal l + a =  i  genommen hot/ unb fe$t nun 
Z— a — i ,  fo bleibt baß © a n j t  eben Daffelbe, unb eöänbern f i #  
n i # t  (tUef Sohlen Logarithmen. Ä o m m t bem na# ber Unterf#eib  
negativer uni» pofittoer V erhältniffe  in !B e tra # tu n g  f fo beliimmt  
j w a r  bie Bafis alle V erhältnijfe,  Die a u s  bent einfa#en, n a #  ei* 
nem ganjen Exponenten f6nnen jufaramen gefegt w e r b e n , n i # t  
aber alle Diejenigen/ fo man n a #  einem gebro#cnen Opponenten 
barauä ¡ufammen fe&en fantt. »

* r\ fff * /i \  J H i J ii iI i iV#T 1 ■'Biu! 1»̂ / if  •
.  § ♦  1-

• • t 1

.frierauö f#lie|je i #  Die fto lge,  wenn Der Unterf#ieD poft# 
tiöet unD negatioer V erb M tn ijfe  in 93etra#tuug fo m m t/ fo w irb  
batf Logarithmenfoilem alßöann allerer|t e&lltg beilimmt, wenn  
m an fe|i feljet, iweldjer C l j e t l  b e s  einfachen X>cri>altntffcö fttt; 
fcae g c m e i n f # 4 f t l i d ) e  i T U a #  a lle r  a n g e n o m m e n  n w b e n  fo ll .  
S i e  Logarithmen Deß © 9|tem ö follctt Die ©r&jje aller V e r h ä l t *  
nijfe gegen Das einfa#e auß einem gem ein f# aftli# en  $laaf}  auß*  
briiefen ( § .  13.).  3 eber Logarithmus m u f  außDrucfen, a u s  t e e l*  
4)cm  C l j e t l  beß einfa#en V erhültn iffcS, unD wie oft genommen  
baöjenige jufammen gefegt feg,  w e l# e ä  Diefen Logarithmen juge*  
|>6cef. l3la# D em  nun Dief gem cinf#aftli#e SOlaaf; oerf#ieben i f t
« a # D c m  lomrncn u n f l w t i g  verf#ieD«nc ©vfleroe heraus / unb

wenn



’ > » m t e t n i e r  © i i § c t t .  w *  * 4 3

«cnn m  gemeinfc&aftiich* <S?aaj5, ein n egatives  V c r t) iU tn if  ift, 
fo fo m m t g e w t§  ein nnbercS @t>jlcm h e r a u s ,  a l s  w enn baju t in  
pofitiocS ÇBctbâltnifi erwählet wirD. © c n n  es fönnen in biefen 
»crfdF)tet>cncn £8orauSfe£ungen nicht i*u r4)tj<m gig einerlei; g a l ) *  
len cinerlcp Logarithmen jugehören. O s  fei> +  b : +  1 bog ein» 
fad>c V e r h ä l t n i f ? , unb man fheilc es in 2w gleiche f h e i l c ,  f o b a j j  
bas gcmeinfchaftliche $ h ia j j  aller =  ( +  i ) 3& : +  1 fei). ? ï i m m t  m a n  
+  ( +  b ^ k : +  i  fur Das gcmcinfchaftlichc SWaaj? aller anbern V e r *
haltmjfe , fo £ehört Der Logarithmus ¡̂¡P- Dem pojttiöen Verhaft#
ni§ +  +  1, unb Der Logarithm us beS negativen —  ir^ ->
+  i  ift unmöglich ( § . 2 4 .  26.)* Umgefehrt nimmt m an —  ( + i ) 5i,t
+  1 fur bas gemeinfcf;aftliche SDîaafj aller, fo i j l ^ s r  ber Loga#
rithmuS beS negativen OJerhaitniffeS — + 1, unb ber €0#
garithmuS Des pofittoen +  b^p-:  +  1 i(l unmöglich. (§ . 27. )  3tt 
Dem @ i;ftcm , welches +  b ÏW : + 1 fur bas gemeinf#aftlici)e 3)?aa|} 
aller ÇBerhàitnijfe nimmt, fïnb Die Logarithmen aller pofttioen 
3al)len m ogli# , unb bie Logarithmen alter negativen -3ahfen un# 
m5güd). 3 «  tcm@p|tem aber, welches —  : +  i  für Das ge# 
meinfchaftliche^Jlaal aller Verhaltniffe nimmt, ftnD Die Logarith#
men ber po fit im gah ien  +  b U  möglich, unb Der negativen— b£Ü
unmögiief;/ aber Die Logarithmen Der pofitiöen fahlen + b ~
iinmögiidh/ un& Die Logarithmen Der negativen — mögl i #,

+  \  ̂ jrijk W 0 Ê  ± i j A ^ ä M il  ü A

§ .  3 0 .

SEBenn tas  <infad)e Verhältnis +b  : + 1  fïcf> in eine un# 
9ttabc Slnjahl »on ^heilen 2m+i fo eintheiien lagt, Dag (-t-fc)
îih+t ; + i  bas gemeinfdhaftiic&e SJîaaj?, aller anbern Vcrhditniffe
Wirb; fo fallt alle ©efewicrigfeit weg, unb es haben notl>wc»big
«He po|itiu< S tahM m fie  mögliche, unb «He negativ  V e rh ä ltn is

S a uns
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unm5gíi#e Logarithmen. ?lbet eé fann webet C+ é )¿ » ;  +• i,
n a #  ( +  í ) i s + r *. +  i ba¿ gem ein f# aftíi# e  OTaag a flcr  ‘S e r h í l t *  
niffc f e p n , wofern n i# t  m unenbíi# grog genom m en, uní» a(f<y
( +  í ) ? * :  + 1 , ober a u #  ( +  b}j^ • +  i ein Gíementarocthííínig
toirt». © a é  ^etháltnig(+í)ii¿¡r¡-*. +  i tfl allemaí pofiti», waé
a u #  n  bcbeutet, unb baher Ift fein g w e i f e f ,  bag n i # t  ( + í ) i H p r :  
+  i = +  i :  + i  fepn follte, wenn m =  <». ?iber ( +  b')íh\ +  i 
i|t a l le m a l  jwepbeutig, w mag fo grog genommen werben, wie  
man will. 3 #  fehe alfo a u #  n i # t  a b ,  bag man fo f # ( e # # i n  
behaupten f&nne, cé f e p ( + í ) , * :  +  i = + i :  + i /  w en n w u n en b #  
l i #  grog ift ,  mit unbeöingter 21u6f#liegung beé anbern mfcgli# 
# e n  3ß e r # i  + 6 ^ :  +  i = —  i :  + 1. <Sé iff w a h r ,  für m =  o*
w irb 2 w + i  =  2»», u n b l ) a h e r ( + i ) r A : +  i =  ( + f c ) 7 i s p 7 : + i .  © i e g
f#eint ju beweifen, bag für m=  o© alle Swepbeutigfeit auft>6re.* 
StUein man f&nnte einwenben, weit fú r «  =  oo, zm =  zm+ fo 
fep bieg oielmebt ein B ew e is , t>ag jebes (JfcmentatPerhúítnig 
jwepbeutig werbe, ini>eni öie i gegen im »erf#winbe. © o ll  man 
olfo gen6#iget fepn ( + £ )3»  allemaf =  +  i ju nehmen, fo mug 
fciefeé Pon einet anbern Utfa#e betrübten. © iefe Urfa#e ift nun 
in ni#ts anöers, ale fcarinn ju fu#en, weil bieg bep bem ge* 
bráu#íi#en Logarithmenfpftemen eine unlaugbare allgemeine 'Sor* 
oitéfc&ung ift, bag alle pofitipe ©tógen m6gli#e Logarithmen ha# 
ben folien, uní» weif in feinem @p|tem fcet Logarithmus einet 
pofUioen un& bet ihr entgegengefefcten negatioen ©toge bepbe ju# 
gfei# mógfi# fepn fönnen. (§ . 24. 27.) Siuö biefen bepöen @d¡* 
$en folgt f#on , es múffe í ¿ ,  allemaf =  +  1 genommen werben, 
feamit / +  i =  ¿6 ibz=.o werbe, ©enn fefcte man b& =  —  i, f* 
tpútbe /—  i =  0 unö / + 1 unm&gli# werten,

§ .  3 1 .
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J f v -  2 m ? * g a t i r t ) m e n f t f t e m ,  w o  rinn m an alle unb febc ' S « «  
tySítnlffe au é Detn Slcm<ntari>crhültniffe— i  ■+■ 1 jtifammen  
fe£te, m i r  De ohne S w e ifc l  oon Demjenigen fet)r unterfchieDen fci)n, 
in welchem + b +  1 för Das (Jlemcntarverbättnig genom men  
roirb. 3 ft Hi'. +  i  bon Dem einfachen ^ e t b á í t n i g  Derjenigen 
t £ h e i i e ,  w o r a u s  alfe anbete jufatnmen gefegt werben fo lien ;  fo 
ftellt Der ?luSDtucf ( Í & - . +  O ”  alle andere ^ c t b ä lt i t i f f e  t>ot, Da 
fc a n n /  wenn m unenDiid) g r o g  i f t ,  auch n unenDficf) grog w ir D ;
3J?an fe$ esr  =  2-, fo ift t>er allgemeine ?(uSDrucf aller V e r h ä l t *  
rifle  bz : +  1 ,  'S ßäch st  z  um Das © iffe r e n tia i  dz,  fo bat m a u  
¿ i + i z . +  j  _  (fr* ; +  j )  x  ( K l : + 1 ) .  203ád>¿t aber ( i & ;  +  0 "

1 Ml jH? ^I M  ̂ 1  ( 1  ^  jpá '

bm’. +  i  um ein © em eutarüeiihältnig, fo etbáít man U>m". + 1 )

" • »efttctttfer © r ó l k t t .  45

jJUX. (Jbm’ +  i ) *  ©4 über : +  i =  im : +  1, fo ift 1 : -+- 1 ~ i  
+  1 unD dz =  a .  3 ft nun b o s  6lemcntatt>erhiUtnig i ä : +  1 p e f u
t iö  / fo fan n  Durch Die S u fa m m tn fc ^ u n j  nie rin n egatives  Daraus
toexben? es ift vielmehr bz:+  1 allemal poftttör unb z  beftin big  
4>et Logarithmus einet pofttioen © r ö g e  bz ,  w a s  a u #  ftatt z  g t ?  
fc$t w i r b ,  ba Denn aHemai l — bz unmöglich fei>n m ug. 3 ft aber 
t&: + 1  n e g a t i» ,  fo fann bz w ebet alle pofititK, noch alle negativ
tte © r ö g e n  beöeuten, unb bz ift g a r  fein quantum fecundum le
g e m  continui variabile. 9 iu n  ift ndmlief) bdZ = —  i ,  alfo bz+it
— bz x —  i = — t l ; fo b a g  bl gleich in  Den cntgegengefcljtcn gu#  
ftanb übergehet, wenn z * um D a S © iffe te n tia i  dz a n w ä d ) S t , w e n a  
gleidj bz einen enDiid)cn 2 ßertl) bat.  © i e g  ift allen B e g r if fe n
b e i  continui juwiDer. 0 oU bz ein continuum f e y n , f o m u g  m an  
gt+a» j-C£in f 5 nn(n< <jt>er fdjtechterDingS nid;!
<jn, fobalD bdZ = —  1 fei^n, unD alfo  Das € fem en tam tb< M tn ig,  
t t w a u s  m an  alle anDete jufamtnen fe^t, «in negatives feyn folU

*
$  » S. 32
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§ *  3* -
?iu$ bicfem Allen wirb bie 9\i#tigfeit fofgenbct 

«hellen. 2Bcnn bas (Jlemcntarpcrbälinig, woraus man in einen» 
Logaritbmenfyflem alle anbere jufammen fc^t/ ein pofitiPeS, uni 
fllfo bk: +  i =  bJ l : +  i =  +  i : +  i fepn fotf , fo haben aUe po* 
fitipe QJcrhältniffe moglic^c, unb alle negative <3etb<Sitniff< 
«nm oglid je  Logarithmen; eß ijt fern et bz ein conünuum variabi- 
l e ,  fo Dag i l+rfl =  fc*. Umgefcbrt, wenn b1 ein continuum va- 
riabile fepn foLT, fo mujj t JZ —+ i , folgftd> baß <?ienientarper* 
i>d(tntß pofitip fepn; es müflfen aifo wieberum alle pofitiPe Sab» 
(en mögliche unb alle negative Soljfen unmögliche Logarithmen 
Ijaben. @S mug au# biefc ftolge richtig fcpn: 2Bcnn alle pojti 
tiüe Sahlen mögliche Logarithmen haben follen, fo mug i ,,z= + i  
fepn, unb es barf nicht i**1 =  —• i gefegt werben, weil fon|t nicht 
<*Ue pofitiöe Sahlen mögliche Logarithmen behalten würben. SOTan 
fe|t in allen algebraifchen Rechnungen i °  =  +  i ,  unb bas biß# 
l>erige rechtfertiget biefe ‘Soraußfefcung. gugleich aber erhellet, 
fcafj b° =  +  i fc&cn, fo tnel hetge, als ein Logarithmenfpflem be* 
ßimmen, worinn alle pofitiPe Sohlen mögliche unb alle negative 
gahlen, unmögliche Logarithmen haben. 2£cnn ich nun hiePon 
bie Slnwenbung mache auf bie 2lrt, wie bie Logarithmen in ben 
gewöhnlichen ©pftemen berechnet werben; fo beweifen alle Um# 
(Wnbe, bag ber im 24 §. behauptete @ a$  weiter gar feinen 
Zweifeln unterworfen fep. SEBcnnmanim i f  § . (1+ A ) * = j j i ( i + A
—  i  A i |  A i& c . ) f c f c t ,  fo ift offenbar, bag man ( i + A ) A p o #  
fitip nehme, weil fonfl alle ©lieber biefer SKeihe bie entgegenge# 
festen Seichen haben mugten. SOian fc6e(i + A ) A  =  ( i  + *1» ) ,  ba 
man fon|t au#Ci +  A )  & =  ( —  i  + k>) nehmen fönnte, wenn « ,  
wie hier Porausgefefct wirb, eine febr groge Sahl ijl, bie eigene
l i # , wenn im §♦ i * .  nlle* in Dev © ih fa f« ii#tig fevn foU/ unenb*

lieb



tternemfer © rSgeit.
( i #  gro§ fct>« mujj. 3 [t nun, wie §. 31. au# «  unenbli# grofj,
unt> sr =  * ,  fo w ir b  (1  +  A ) 1 =  (1  +  » ;)" ,  «n b  w en n  1 +  A  bie 
Balis bet natürlichen Logarithmen i|t ,  ( § .  18.) fo w irb ( i  +  A ) ä  
=  i +  a lfo  tv =  rn, unb (1  +  A ) z =  ( 1  +  ä)™z ,  w cii  n — m x ,

ober a u # ( i  +  A ) z =(1 + 5r ) ’”, t>af? oifo 1 + A  =  ( i +  &)M. g^att 
fe$e i + A  =  e , fo i ( t e =  (1 + &)m, unb e & =  1 +  ,i„ öa§ man 
alfo e&: + 1 =  i + &: +  1, fo lg li#  bas EiementaröerhiUtni|j po# 
fifio nimmt, © iefem na# tft oermöge biefer ‘Sorausfefcung e * ein 
variabile conlmuum, unb jebe pofitioe ©röjje * z bat bc« Logarith# 
mum x ,  jebe negatioe ©röjje aber einen unmögli#en Logarith# 
mum, wcii es günjli#  unmöglich ift, aus bem Elemcntarbcrhält# 
nijj +  * b !  +  i ein negatives jufammen ja fcijen. .£)iebur# wirb 
jug le i#  £ rn . Eulers im 3 §• angeführte Erflärung ber natürlichen 
Logarithmen gegen $ rn . b’SllenbertS Erinnerungen oertheibigef. 
Es wirb nämli# nothwenbig / «&  =  £ ,  ober/ i +  w =  w, fo ba f 
/ (1 ■+■ w)n —  nw =  x  feyn mu{j.

§ •  33»
SMe bei)ben ©rünbe bes # rn . b’ ?(ienbett, w el#e t#  im 

21 unb 23 §. beurteilet habe, finb biejenigen feiner Beweife, bie
t>on ihm raifons purement nietaphyfiques genannt werben. Ehe
et biefe bepben ©rünbe oortragt, fehieft er eine allgemeine Be# 
trachtung boran t bie er jwar für feinen eigentlichen Beweis aus# 
giebt, bie aber bennoch baju bienen foll, feine SDlepnung einiger# 
mafen wahrf#einli# ju machen, @ ie  i|l biefe, wenn x  eineal# 
gcbraifche ^unction »on y i j l ,  unb jwar fo ,  ba(j jebent SCBerth 
*on «f nur ein SBerth »on *  jugehört, fo mujj in biefer Function 
bie ©röjje y unter feinem SBurjeljeichen enthalten fepn, fo einen 
geraben Exponenten hat. ©obann aber, wirb x  ni#t unmöglich; 
werin^ nesatio iji, $lh«t weun *  =  /y, fo fefct man na# Leib#

nifeen*
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nifccn* ïehre to&rcrnë, fcbern gehöre nur <in <3Gcït^ t>on *  ju» 
© etnnach fcv x —  oo fut y =  oo, x —  —  oo fût y =  o,  *  urnn&g* 
lid)/ w en n  y negati». S I  un ïônne man jw a r  Don ber ®cfchaf>  
fcnl)cit a (g cb ta ifd )crS u n ctio n cn , a u f  bie Befchaffenheit b e r g a n #  
feenbenten nicijt fd jle d M in  fcf)iic§cn. Allein e« fep D o# toiel n a* 
türtictjct / bcp ber ?lehnlichfeit }u bleiben, unb an ju n eb m en , b a §  
w enn y tiegatit» f t p , auch x  mögltd; bleibe* unb n tgatio  abnehme,  
fo bog bepbe SReihen biefe werben. • . "  /

m  •  ^  ' W* ™ I

g— —  oo -5-*  —  3 ~ '2— I—  y . • — js 0 . » .+  i  . . + i +  1+2+3 - - +  oc*
a — +  00 . . . .  +q+ P *— P • • ». "—  00— . — r » • — p o+p+q ». +  00,
•Çjicfxi? mtig ici) folgenbeé erinnern, ©cfeljf, baf man biefe 9lel)n* 
lid)fcit beçsubebiilten berechtiget wàre, fo wurbe both baö nicht 
fo fchlechterbingé folgen, was .£>ert b’îllenbert baraus fchftegt, 
bag eé ndmlid) wahrfcheinlich feç, man muffe t + a  — i — a nch* 
wen* SJîan fönnte eben fo gut aud) baraué fchliegen, bag l — a
— —  l + a genommen werben mûffe. Çé ift befannt, wenn eine 
»eranbcrliche ©röge pofîtw genommen, bis )u +  00 wächst, unb
ihre folgenben <3ßerfi)e möglith bleiben, bag biefe nicht'nothwen*  
big pofïtit) f i u b ,  foubern negati» feçn f ö n n e n ,  unb umgefeljrf,  
w etm  biefe © r ö g e  negatio  g e n o m m e n , bié ju —  00 w aeh ét,  b a f  
ihre folgenben SSBerthe, wenn fie möglich bleiben, nicht notfjwen*  
b ig  negatio bleiben, fonbern auch pofitie werben fönnen. © t e  
SReih«n fönnten bemnad; auch fo aussfehen;

-

g = — 00 . . . — 3— 2— I— i — £ . . .  0 . . . + J . r |  +  I + 2  +  3 . . .  +  0», 
* = — 00 . . . — q — po + p', + r  —  00 —  r , , — >po p q . . .  +00»

2Bäre alfo log. +  2  =  +  p ,  fo fönnte auch % .  —  2  = — p fegn, 
ttoburch alfo biefer ©ruuö fetn ganjeé ©«wicht uerlieret»



§ .  3 4 .  v  , *

3 #  würbe nunmehro a u #  biejcnigen 93«weife beS # « r n  
b’Slienbert/ » e i t e  et p re u ve s  géom étriques nennet/ prüfen/ ment» 
nicht biefe 2ibl)anblung ohnebem fchoit jieniiicf; weitlüuftig géra»  
then wäre. Crs lägt ftch bas/enige, was ich »on tiefen berncin* 
ten 23eweifcn ju fasen habe, nicht wohl inSÄurje jufammen jie# 
Ijcrt. ® i c  Sehren, worauf bep biefer Beurteilung alles anfom» 
men wirb/ ftnb in ben gewöhnlichen €chrbuchern eben nicht mit 
berjenigen Sßollftänbigfeit auSeinanöer gefegt/ bag ich nicht @e* 
legenheit haben foUte, manches in ein beffereS Sicht ju fe&en. 2lus  
biefer Urfache befchließe ich htemit- bie erftc A b te ilu n g , unb wer» 
be in her jwepten alles boSjenige }u wiberlegen bemühet fepn, was 
mit irgenb einem ©chein gegen bie bisherige Sehre eingewanbt 
werben fann. (Js wirb ftch balb finben/ wenn man alles nur 
genau erwägen w il l , tag  bie ©eometrie ber SDtepnung bes .&rn, 
bon Seibnifc feinesweges entgegen fep, fonbern fie bielmehr boll»
fornm eu be (tätige.

w rneinfer ©rôlieit, # 49

< ï \ i c  ©eometrie ftimmet in allen © tü c fe n  fo unbergfei^lich m it
ber $lnalpfi überein / b a f  bie allgemeinen Sehren Der (extern 

S B iffen fch aft, wenn m a n  fie a u f  bie ©eometrie a n w e n ö e t ,  oft 
öaburch allererft in ihr bölligeS Sicht gefegt werben. € s  ift bieg  
eineiCBahrheit/ bic fein S\uu|tberftänbiger beiweifelt. 3 n}Wifchen 
ift fo biel g e w tg  / ö a g  m an bep ber Sinwenbung ber Slttalpfis a u f  
bie © e o m ttt ie /  in manchen S ä lle n  behuefam »erfahten müffe/ in«

& \ Um
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fcem hie allgemeinen analptif#en 0 i | <  jum ^(ki'I etwas tmbc# 
fiimmf lauten. 95Jan hat oft/ um öer 35e<)uem(i#Pcit willen bie 
SluSörucfe verPuttf, unb bähet f6nncn ftc in bet ?lnwcnbung  
(cid>t ju ftchlf#lifTcn ©elegenfjeit geben, wenn man gewiffe noth* 
wenbige S in f# tik P u n g e n  i>abep aus bet S l# t  Id&t. CEBiSre biefj 
in bet Cehre Von ben Sogatithmen n i # t  g c f# e h c n ,  fo rofitbe 9He* 
manb a u f  bie ©ebanPen gePommen fep n , ba§ man b u t #  geome* 
t r i f # e  Sonfltuctionen f i t  bie negativen @t&f?en m&gli#e £oga»  
rithtnen herausbringen P6nne/ wenn n ü m li#  bie (Streitfrage in 
fcem @ i n n  genommen w i r b , ben td> in bet erften ?lbtheilung bie# 
fet 2lbhanölung feftgefcfct habe. S s  ifl ein bePannter @ afc  in bet 
ichre von ben £ egelf# n itten , b a f  bie/ jw if# e n  ben 2le|len bet 
•£)werbel/ unb ihren 2l|pmtoten enthaltenen ‘i t a p e j i e n ,  o b e t a u #  
bie ihnen gleichen © ectoren , f t #  wie bie Sogarithmen bet ihnen 
zugehörigen Slbfcifftn »erhalten, wenn man biefe vom SOiittelpunct 
*e#net. 5EI?an hat g e g la u b t,  baf? biefe hoperbolif#en g i d # e n  
m ö g li #  bleiben, wenn bie jugeh&tigen Slbfeiffen negativ werben,  
unb Öavon a u f  bie $}6gli#Peit  ber Logarithmen negativer ©rößen  
&en @ # l u §  g e m a # t.  S ) ie §  ift von # e t t n  B e r n o u lli ,  bief i(t 
o u #  von ^lerrn b’5llenbert gef#ehen*. )'a leitetet glau b t biefem 
S3emeife erfili# feine re#(e S viben j gegeben ju haben.

§♦ 2 ,  ■ > js

(Js fep O P V G p F  (8 $ i g . )  bie glei#feitige #»l>etbel, O G  
unb K Z  ihre Slfpmtoten, ferner AN =  y; fo i|t P N  =  £ ,  wenn  
bie p o t e n j  ber <£>9PCtbel =  i i f t ,  unb bie £>tbinaten P N  mit bet 
Slfpmtote O G  P a r a lle l  gejogen werben. nun R S  eine anbet« 
ß r b i n a t e ,  fo ifl eigentli# M PSR  bem fiogarithmen bei QJerhalt*

AB r r * > f : -u* r* ^  ■ • - ¿ ¿JrSjQi 1 ? * *
uijfeS a n  proportional, unb in bem ^ a l l ,  wenn A N —  i ,  i|t es 
eine blo|?e SBctPürjung bes 2iusbtutfes, wenn man f a g t ,  es fey
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N PSR  ber Sogaritfyme bet Slbfciflfe A R .  (1  Sibfljeif. § .  13.)  ?D?an 
mujj eigentlich fa g e n ;  jefeeg ^ r a p e jiu m  ber $ p p e r b e l ,  fo }wifd>en 
jrcepen mit bet einen ?lfpmtote parallelen £)rbiriaten fallt,  fep 
bet £ogaritl)tne beg QJetbültniffeg ber biefen £>rbinaten a u f  bet  
«ubern Stfpmtote jugel)6tigen SlbfctflTen: SDag unbefiimmte 3 nte»
g r a l  / - j  +  C  fan n  bcfannterma{icn ein ^ r a p e jiu m  jwifci>en j'tben 
jtoepen parallelen ö r b in a t e n  augbrüefen, unb cg werben jwep B e »  
jtimmungen erfordert/ wenn man in jebem befonbern $ a l l  roiffen 
t w l f , weldjeg bag ^ r a p e jiu m  f e p ,  fo biefeg S n te g r a l  augfetücff. 
¡D ie  eine 53e(limmung erljAlt man babutcfr, baf? man biebeftän»  
bige ©rojjc C  beftimmt, inbem t>ieburd) feftgefe&t w i r b ,  weldteg  
bie £>rbinafe fcpn fo l l ,  bon welcher bie quabrirte ftlac&e iljren 
? ln fa n g nim m t: S ) ie  anbere B eftim m u n g f&mmt ty n ju ,  wenn  
m a n  für y einen beftimmten 'Sßertl) fefcet; bieburd) befiimmt man  
bie £>rbinate, w o  bie guabrirte 51dd)e aufl>5rt. 'SBcnn nun A N  

. =  i  i|t, fo i|t bie gewol>nlid)e QJoraugfefcung biefc r bie Sldcfce 
foll vo n  P N  an ge regn et w erben, ober bag S n te g r a l  foll =  o fepn,
w e n n  y  =  i iff. 5 )iej?giebtfy  +  C  =  o, a ! f o C = —  h ,  unb bann  
trirfe bag S n te g ta l  = / g —  h  =l% =  ly. 2 Benn bemnacfr y = A R

AR ^
g e f e g t  w i r b ;  fo ifl N PSR  -=.1^  — 1 A R , w e i l - A N  = i ;  (D?an
fe^e biefe $US<hc, welcfie Dnrrf) B e jtim m u n g  ber befttnbigen © r 6 f  e .
in foferne befiimmt t|t ,  baß fte von P N  it>ren A n fa n g  nehmen foll,
überhaupt = S ;  fo i|ts = % . ,  2 ß i U  man nun au« biefer © lcid;ung
alle bie 2Bcrt()e »on S folgern, welche allen moglid?en, fowoljl
p»fttiveit, a ls  negativen 2ßertl>cn von y jugel)6ren; fo ifl unum»
ganglid) notl)w enbig, b a f  man ben Sluebrucf %  nad) feinem gatt*
je n  Umfang fd)on fenne, unb w i f f t ,  w a g  er bebeutet, man m a g
ffa tt  g feljen, w a g  man wolle, 0 o n f t  lauft man © e f a b r ,  baf}
m'an bag fdjon v o raugfe$e, w a g  evfilicf) erwiefen werben foll. S 5a
n u n  hierüber feer © t t e i t  tn tt fa n b ,  fo fieng man a n ,  bie S a d j e

©  % um «
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umjufehren , unb au< ben SCerthen bon S a u f  bie ,3Pcrtl>c bon t*§ 
ju  fd)liegen. 9)?an mepnte, bie $i>khc S bleibe möglid) fut iusa#  
tivey,  atfo mütfe a u #  /— y möglich bleiben. £ e t r  B e r n o u ll i  
glaubte , bie @ a d ) e  lajfe fid) am  beflen autf bet © ifferentialglei*
# u n g  b e u rteilen .  € «  fep nämlid) d s  =  d-y; wenn m an nun —  y
fla tty  nehme, fo erhalte man dS =  = y  =  ‘Ly ,  unb alfo wiebe* 
tum S =  /—  y — l + y. S o ig li#  gehör« gleichen unb entgegenge* 
festen y eine gleid)e S^che S ju. «Ç)icDurd) betreibt # r . Bernoulli 
gant richtig, bag ju gleichen unb entgegengefefcten x tintvlty © if#  
ftvential bet  $lâd>e S gehöre; unb e« folgt alfo richtig barautf, 
bag bie ©ifferentiallinien ber Logarithmen negatiber ©rögen mög»

■

(ich fepn, welcheö SRiemanb leugnet. Slber bie © ijferentiafglei*  
ehung ift g a n j  unbeftimmt, bie 3ntegralgleid)ung enthält fd)ott

• eine B e ft im m u n g  mehr, wenn bie be|tânbige © röge beftimmt ift, 
unb biefeBeftim m ungen finb es eben, w o r a u f  hier alle« anfom m t.
Œé i(t w a h r ,  fur negatibe y i(l rfS  =  E z y ,  aber hierauf folget  
h u r #  bie 3 ntegration S =  / —  y +  C .  © o i l  nun S nod) bon eben 
her £>rbinate angerechnet w erb en , w ie borhin, fo mug bieg 3 1 t*  
tcgral =  0 werben für y =  + 1  unb tê w irb  alfo nun C = — / +  i ,
unb S  =  / —  y —  J +  i = / ^ 7  =  / —  y ,  aber feineéwegeé =  1+ y. 
2 ßenn'bemnach y = —  A r ,  fo bebeutet b i e g s ,  bie jwifchen P N  
unb rs Enthaltene S la ch e ,  w ie etf ber erflen QJorauëfe&ung g e m à f
tft. QBill man im © egentheil,  in bem 3 ntegral S = / E = f  +  C  bie 
beftànbige © r ö g e  fo befiimmen, bag bieg 3 n te g ra l  =  0 werbe fiiç 
y  =  — 1 =  — A » ,  fo erhält man C  =  —  / —  1 ,  unb S =  i — y
—  i — i =  / ^  =  / +  y .  2(bet nun bebeutet b i e g s  bie 5l<Sd;e, 
npsr, unb feineswegeö bie b o r ig e ,  welche jwifchen P N  unb n  ent*

“  A r + AR
halten war» ^liemit wirb alfo hew iefen, b a g  I z x ï — 1 +ân fep ;  
unb bieg leugnet SRiemanb (Slbtheil. § .  2 1 .)  Ueberhaupt erhellet

' ’ . . ‘ ' w hier#
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h ie r a u s ,  b a §  ts ntc&t einetleç fe » ,  wenn m an fr a g t:  6t» » o n  bet; 
W y m tot OG an ç e c c ÿ n c t  jtd> a u f  bepöen © e ite n ,  »on A n a t f c Z  
unö von A  n a #  K h in , fo weit m an tt*iU, m6giid>e f lä c h e n  a*  
ftretfen? uni) wenn man fo fragt:  o b f t d )  r o n  einev g e g e b e n e n  
© r b i n a t e  i W a n  g e r e g n e t/  a u f  beoöen © eite n  »ou N nach Z  unö  
»on N nad) K b in ,  fo weit man w i l l ,  moglidje g l ic h e n  erflrecfen? 
S i e  etfte ftrage  mu{? man bej'at>en ;  ö a §  a b «  i>ie anbere ju »er# 
neiuen fe p ,  wirb bie g o l g e  beroeifetu

£etr  b’Sllenbert biefen Bettete beö #etrn  Bernoulli 
j » a r  an jid> für richtig, glaubt aber, er fonne nod) »erbeffert 
»erben, fo baf bie @ad>e baburch aufjer allen gmeifel gefegt 
»erbe. 3 «  folcÇ»<r 2lbftd>f trägt er il>n auf ber 188 © .  berOpu- 
fcules, in einer allgemeinem $orm »or. £Da # r .  î>’2iicnbert bie# 
fen BeroeiS fût entfdjeit>cnb hält, unb in ber golge ftd> aliemai 
barauf meöer bejiebt, foroerbe ic& i!>n nad> allen fün ften  genau 
prüfen müffen. 3 «  biefer ?lbfidht wirb es am beften fepn, wenn 
id> benfeiben jufbtberfl mit beti £errn SBerfafferö eigenen 2ßor» 
ten ganj hetfefje.

Suppofons en general dx =  - ~ y s , n étant un nombre en
tier politif impair, ii eft certain quon pourra couftruire la courbe
4 laquelle cette équation appartient. Il faut d’abord tracer les 
hyperboles O P V , G T K , dans les quelles l’abfcifle A N = y ,  &

Tordonuée PN =  £  ; il faut enfuite chercher l’aire f  —y* repon- 
dante à une abfciffe quelconque A R  , en fuppofant, que cette 
aire foit =  o , lorsque y  =  A N  ; la courbe, dont les ordonnées 
feront proportionelles à ces aires fera la courbe cherchée. Or 
Ion trouvera facilement, qu’à une abfcilTe quelconque y ,  pofiti- 
ve ou negative, il repond la meme valeur de faire. Car foit

©  3 A u
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A n  =  A N  &  A r  =  A R ;  l’ aire repondante à Pabfcifle A r  fer*
_ •

N PoA +  AnpG -h npfr. Or les aires AnpG, nplr étant negatives 
par rapport à i’aire N P O A , qni eft negative elle merae par rap
port à faire N P S R ;  il s’enfuit que Taire repondante k l’abfciflë 
negative A r ,  ce il a dire, fordonnée x  repondante à cette abfcif- 
i e ,  équivaut à la quantité fuivante —  N P O À  +  N P O A  +  NPSR 

. .=  NPSR; d*ou il s’ enfuit, quà deux valeurs de y  égales &  de 
differens fignes, il répond une môrae valeur de x* Donc toute

courbe, dans laquelle dx =  — J n , n étant un nombre impair quel
conque, a deux branches égales, femblables &  femblablemeut 
fituées de part &  d’ autre de la ligne de x* Il eft vrai, que dans 
le cas d e n = i  l’ intégration na pas lieu* Mais la methode, que

nous venons de donner pour conftruire la courbe dx =  par

la quadrature d'une hyperbole, dont les ordonnées fo îe n tzr j^ , 
lève toute difficulté. Car l’hyperbole ordinaire, dont les ordon

nées font y-, eft précisément dans le même cas, que les autres; 
&  il eft impoifible de rien établir fur les aires repondantes aux _ « 
abfciires de celles c i , qui ne convienne également a l ’hyperbole 
ordinaire,

§♦ 4*

$ c r r  b ’*?llenbcvt nimmt (>tcr, trie cé f # c in e ( ,  g a n j  rt'dfrîig 
a n ,  baf? P t r i t i o g e  t>er X J o r a u e f e t j u n g , nad) roeldjer be» ber 
i n t é g r a t i o n  bie bejtânbige © r& §c bcfiimmt roerben foll,  bie bet*'  
Sibfeijfe y  =  A r  juget)6rige SKW;e fid) t>on ber ¡Orbinate P N  btë 
juï £>rbinate rv crflrccfcu müjfe. fa g t  nâmlicf) biefe glâc&e 
tnüffe =  N P O A  +  AnpG +  npsr fepn. ^)icrgegen Ijabe id> nocfr 
ntcbttf ju erinnern. gro ar Fommen g â f l e  t e r ,  rocldf>e bteferÇBor»  
auüfefcung il>ce © r a n je n  fc^en, unb in ber ^;l)at fïnbct citi folcbec
S a l i  l)i«ï in geroifcc 2( b f i# t  @ t a t f .  S n jtw ft& e n  mujj i$> biefe

B e »
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25e tfa # tu n g  n o #  ati«fe§CH, uni» M o §  öem # e r r n  b’ ?(lcnbctt iu  
feinen (2>#tü|fen folgen, © i e f e  Rängen nun c ig e n itt#  fo j u f a n u  
men, wenigften« bitt i #  nidt>t im 0 f a n ö c ,  einen anttern ( S in n ,  
old öiefen l)crau«}ubringcn / ob icf) g i e i #  n o #  immer jweifie, bafj 
# r .  ö ’?(lenbert im (ürnfl fo habe f#liej? cn f in n e n .  € «  ifl bie g a n je  
§ l ä # e  j w t f # e n  A G  unö sr bet S l W ) «  N P O A  entgegen gefegt.  
Slbet N P O A  ift negativ in 2l b f t # t  a u f  N P S R .  <233(1« einer nega#  
tiven © t o & e  entgegen gefeijt i f l ,  m u §  pofitiv fe^ n ; alfo ifl bie 
ganje $ l i S # e  A G j r = A » p G  +  npsr pofitiv.  © a  nun N P O A  für 
ft#  =  A « p G  unb npsr für f i #  =  N P S R , fo ift bie j w i f # e n  P N
unb rs enthaltene $ ( A # t  = —  N P O A  +  N P O A  +  npsr =  npsr —
N P S R .  ?lbet trenn t»a« richtig f# lie § e n  beifjt, fo (affen f t #  bie 
fonbetbatflen @ ä $ e  von bet 2 B e l t  bentonfltiren. Säfit f t #  n i # t  
au f eben bie 2ltt  b a r # u n ,  ö a f  bie Slbfciffe N r  = +  N R  fep? <£« 
ifl A r  negativ  gegen A N ,  unb N A  n egativ  gegen N R .  2 Bei(  
alfo A r  bet negativen ©r&fje A N  entgegen gefefct i f l ;  fo ifl A r  
pofitiV , unb N r  =  —  N A  +  A n + nr =  —  N A  +  A N  +  nr =  » r
=  N R .  2llfo Ijätte # r .  ö ’ ?(lenbctt e tw ie fe n ,  öafj einer pofitiven  
?lbfctfie, bie =  N R  i f l ,  eine m 6 g l i # e  g ( ä # e  =  N P R S  jugcb&te,  
u n b  et trollte fco# betreifen, t»a§ fie ju einet negativen Qlbfciffe 
gebö te,  © e t  @ a $ ;  eine © t o f j e ,  bie einet negativen entgegen ge# 
f e | t  i f l ,  ifl p o ftf iv ,  g i lt  n a t u t l i # e t  ' S B e i f e n u t ,  trenn bepi»e f i #  
a u f  ebcit M e fe lb e  ( ß r a n j e  bejieben. @ o l l  N  bie © teinje fepn,  
w e l # e  bie pofitivett Slbfciffen N R  vo n  Öen n egativen N r  abfon*  
bett,  unö m an  foll nun eine Slbfciffe neunten öle N A  entgegen ge# 
fefct i f l ;  fo m u § m a n  fte v o n  ö e m ^ u n c t  N  an r e # n c t t ,  unö b a n n  
f«Ut fte f t e p l i #  a u f  bet pofttiven @ e i t e  N Z .  U n ö ob m an  g l e i #  
in einem r i# t ig e n  @ i n n  fagen f a n n ,  e« fep A N  =  A n ,  w e n n  
flatt N  nunmebro A  für öen 2(nfang«punet genom m en t n r ö ; fo 
Wirb b o #  tro!)l 9l i e m a n ö ,  tvenn öte ‘¿ r a g e  i f l ,  w ie  groß bie Si# 
nie N r  f e p ?  im € t n f l  a n tw o r te n ,  e« fep N r  = — A N - t -  A N + « » ;

=  « r ;
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=  »«•; ® a $  hieße >a b e h a u p ten d em  ‘i b e i l  ff» bem ga n jen  glctcf». 
2 Bcnn m a n  bic algcbratfd)en Seichen unb SKcbcnönrten, welche 
fontf bep entgegen gefegten ©roßen gewöhnlid) fsnb, l)tcr richtig 
anwctiben w i l l ,  fo muß m an  Piclmchc f a g e n , <6 fep N r  =  wr 
+  An  —  (—  An) =  nr +  A n  +  A n  =  s r  +  A «  +  A N .  ift tlüm# 
fid> N r  nidjt bie algebraifdje @ u m m e ,  fonbern bie algcbraifche * 
© if f e r e n j  üon A r  unb —  A N .  <2B c n n a l f o  gleid) aUeö übrige in  
Den Porigen ©dMüffen feine 9iid)ttgfcit b a t t e ;  w enn man gleich  
in einet« richtigen <35erflanbe fagen f& n n fe,  fep N P O A  =  —  
AnpG, fo würbe man boch fagen tnüjfcn, c *  fep bie jwifeben N P  
unO sr enthaltene g l ü c k t  =  nPsr + AnpG —  (—  N P O A )  =  npsr ■+• 
AnpG +  N P O A »

$• 5» B J
Ucfrerbem aber ift auch bieß eine falfdje SBorauSfcfjung/- 

b a ß  bie glüchc N P O A  ber $ ia e & j  AnpG entgegen gefegt fep/ ob  
es glcid> feine Üvid;tigfeit (>at, baß N P O A  ber $ lä d ) c  N P S R  ent» 
gegen gefegt iflv  wenn P N  bie © renje  i f i ,  Pon welcher man bie  
f lä c h e n  anred) ff ct. J w a r  finb bi« £>rbinaten, welche unter ber 
?lbfcijfcnlinic einer frummen Linie falieit/ bcniettigen entgegen ge» 
fefjt r wc!d>e über ber 2lbfci(fcnfinie flehen. Slber btcPon Jan» m a n  
feinen (Schluß machen/ a u f  baö 3eid)en> welches ber 2iuöbruc£ 
ber vor jich haben m uß. © t c ß  fan n  +  ober — fc p n ,  bie  
g l ü d ) c  m ag über ober unter ber % e  liegen. CWan muß fich nüm»  
lieh Pon ber 2lrt unb ‘S ß c i f c ,  w ie  «ine pofitroe gcometrrfcfje©röße  
ncgatiP w i r b ,  folgcnbe Qßorflcllutig machen. S c b e  gcomcirifche  
©rfcßc i|t }Wifd>en gcwijfcn © rn n je n  eingcfd;ioffen /• unb nachbcm  
fich biefc © rü n jcti  erweitern, ober oerengern, nim m t bie © r o ß e  
j u ,  ober ab» S in e  grabe Linie hat bcrfclben nur j w o ,  nämlicfr 
ben 2 (n fan gS * unb Sn bcp un ct (9 3 ig .> .  3 ) t  ihr 9(nfangöpunct O  
bejtimmt unb ber 2ib|tanb bcö CnbcpunctS ß  PPn bem felben, fo
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r A* |  % y  <ti • j '« 1’ ß # ,  1 ♦

ift ibre © rege  beftimmt: € s  fa n n  ober bet) bem offen btt €nOe# 
punct fowobf n u f  bet einen a ls  bet onbetn © e i t e  b e i  A n fan gs#
p u n c t S C  liegen. ©efefct B liegt oberhalb b e i  punctSC , f o w i r b  
CB fieinet/ w enn B  gegen C  rueft/ unb grüger, wenn B ftd> vo n  
C entfernet, © o b a l b  ober B unterhalb C  irgenbwo in b fällt/  
» i t b  Cb n e g a tiv ,  nämlicb g e g e n  C B : es fep n u n ,  bag B b u r d j c  
nacb b b in r ü e ft , ober bag bie Gonftruction, welche ben O r t  bes  
^JunctSB beftimmt, a u f  anbere Sltt etgiebt,  b a g  b unter C  fallen 
müffe. >£)ier ift alfo ein P u n c t  bie © t ü n j e ,  weldf)e baS 9tegati# 
»e von öem  ^ o fit iv e n  unterfd>eibct. © e r  O tt  biefes ‘ß u n c t*  fa n n  
unbeftimmt fepn, fo b a g  }. <£. eine grabe Linie gegeben ift,  wo#  
rinn er liegen f o l l , w ie A D : unb bieg ift ber S a l i  bep ben frum# 
men L i n i e n , wenn A D  bie % e  ber Slbfcijfcn, C B  aber eine £>r# 
binate ift. ?0iit ben ebenen $ i g u t c n  ift es fcf;on anbets bew anbt.  
3 bre © te n je n  fmt> L in ie n ,  unb es bat babep ein egroge b a n n i g #  
faltigfeit © t a t t .  € in e ebene ft ig u r  fan n  buref) bie Erw eiterung  
ober V e r e n g e r u n g  ibter © r ä n je n  a u f  m annigfaltige 2frt wad>fen, 
ober abneljmen. <£s f6nnen alle ihre © rän jen ftd> nacb allen © e i *  
ten erweitern, ober umgefebtt verengern, wie wenn ber «gmlbmef* 
fer eines Steifes gt&ger ober fieinet w ü r b e ,  ober w enn in einem 
^ a r a lfe fo g r a m m  ficb jebe j w o  entgegen gefegte © e ite n  vo n  einait# 
ber entfernten. E s  fann aber auch fe p n ,  bag nacb biefer ober  
jener © e i t e  bie © tä n je n  fich niebt ä n b e tn ,  b a  bieg gcgcntbeil*  
nacb anbern © eiten  erfolget;  fo fönnen jw o  entgegen gefegte © e i#  
ttn eines ^ a ta l le fv g r a m m S  pcb von einanber entfernen, inbem btc 
beijbcn übrigen ibre Lage unverünbett bebaften. € s  fann bet  
Stßinfel a m  SWittelpunct im  ?lusfcbnitt eines S i t f e l S  wadjfen ober 
«bnebmen, ob«« b a g  ficb ®er ^ a lb m e ffe t  änbert, u. f. f. 2 B e n n  
man bie Jöuaöratur einet Linie f u d ) t ,  beten 9tatur butcb eine 
©feichung für parallele O rb in a te n  auSgebtücft i f t ,  fo fe&t m a n  
tow aus, b a g  bie $ lü < h e, beten © r 6 g c  man fünben w i l l ,  i w i f $ c n

« Jb jwepen
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jroepcn bon bin putattelen ß t b t n a t c n , wie P N ,  R S, (8 ftiji.) unb 
benjenigen © túcfen bcc 2tjce, unb bet $u quabrirenben Linie felbfV  
Die jroifchen biefen parallelen ß r b in a te n  fallen, vote N R ,  P S ,  ent# 
galten fep. S u r d )  bit Sntegration bringt man einen noch g a n j  
unbeftimmten Sluebrucf fût biefe Stäche heraus, bei ein © t ü c f  
berfelben jrotfcfjcti jeben jwepen parallelen O tbin aten bebeuten fan n .

« #

ÇBon biefen patallelen£>rbinaten roitb bie eine burth-Öinjufefcung 
bet beflänbigen ©r¿f;c befHmmt, }. <£. P N , unb nunmehto btücft 
bas integral bas ©cfcij aus, nach welchem fid) bie ©tófje Der 
flache ánbert, wenn bie jwepte ßrbinate RS bon ber erften ent# 
webet weitet fotttúcft, ober fich betfelben nähert, unb es mu§ 
bie ©ränje, welche bie pofitiben <2Berthe bet Stäche bon ben ne# 
gatiben unterfcheibet, eine bon ben ßtbinaten bet fiummen Linie 
fepn. © ie  ift alfo entweber PN felbft, ober bochwenigftcnS eine 
Linie, bie mit PN parallel liegt, wenn etwa bas Sntegral eine 
folche function ift, bie noch fût anbete 2Berthe, als *  =  A N  
berfchwinbet. ' ©eswegen fann es nie bie Slj;e bet Slbfciffcn fepn, 
(es fet) bann, baf? man bie Coorbinaten berwechfelt, wie fid) bow 
fetbfl betflehet) unb bet Umftanb, ob bie quabrirte Stäche unter 
ober übet bet Stbfciflenlinie liege, fann bie Stage, ob fïe pofttib 
obet negatib fey? gar nicht entfehetben.

§ .  6 ,
m

4)at nun biefes altes feine SXichtigfeit; fo bin ich betech# 
liget ju behaupten, tS feç bon £ tn . b’Sttenbert fetnesweges be* 
wtefen, ba§ bet ¿tbfeiffe A r  bie Stäche nprs =  NPRS jugehör«. 
<2ßenn injwifchen ber Beweis eines ©afces fehlerhaft ifi, fo folgt 
barauS bie Satfehheit bes ©afces fetbfl noch nicht. 6s fann fepn, 
bafi bet ©afc fetbfl aus anbern ©timben fleh richtig hetteiten 
(affe. Unb in bet ^hat hat es mit bem eben genannten ©a& 
biefe Bewanbtnif}. SRur muff biefet @ a$  richtig betflanben wer*
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btn. 3 d) fage nid>t, bie jwifdjen Den ß r b in a t e n  P N  unb «  ent# 
hattene 3lad )e  f e p = w p i r ,  biefj wäre offenbar ungereimt. 3d> 
fage vielmehr f o ;  bie b e r 2tbfciffe j/ = —  A r  in ber Sntegralglei*

r .

tfcung +  C  jugehörige S t ä d t e ,  fei) =  o/wr; ober mit anbern
2Borten*. wenn man in bem ?<uSbtucf/ — jir bie 2lbfciffei/ = —  
Ar feijt, fo btücft biefe Sotmul m4>t bie ^ladje ju n g e n  PN  
imfe r s ,  fonbern npsr aut. © ic jj ergiebt ficf) fogteidj, wenn man 
bie 3»tegration felblt »ornimmt, unb wenn # r .  b’2ti«hbert fei# 
nem Söeweife biefe <2Benbung gegeben hätte, fo würbe er baburd) 
feht gewonnen haben, obgleich ber .£>auptfa&, welker eigentlich 
erwiefen werben foU / bod> batauS nicht folget. Vieleicht hat-£)r. 
tf'Jttenbert in ber ^hat aus biefer Sntegratformul gefchtoffen/ unb 
feine (Schlüffe nur niibt »olt|Mnbig entwicfelt. Er hat cs bem 
tefer überlaffen, bie auegelaffenen 3wifd)enfü&e felbft ju ergän# 
jen. 3 d> werbe aus biefer Urfache biefe 3nt<gtation, neb|t ihren 
$o(gen üoUjldnbig auScinanber fefcen, unb bemühet fepti, bem 
33eweife bes .£>rn. b’ SllenbertS atte © tärfe  ju geben/ bereu et fühig 
ift. S am it ich nicht genothiget fei), in ber $olge allemal ju er#
i n n e r n , ba§ in bet ©leidjung P N  =  yx bie Saht n ein« ungerabe  
3 at)l fepn fo ll , will id) zm+i ftatt n fchrciben, ba bann » eigent# 
tid) ben ffrponenten wi+t. haben m u f f  wenn bie Slbmeffungen 
a u f  bepben ©eiten gleich ftpn folten. E s  wirb atfo bie ©leic^ung)
für bie ^operbet O P V G /> F  (8 § i g . )  eigenttidh biefe wenn-
m a n  P N  =  x f a g t ,  unb A N  =  y. !55ie 3 ntigration g i e b t , / j ^ $ r
dy =  c  —  is y is s .  <335eH bief? 3 ” t<9fal =  o fepn folt, wenn y —
A N  ijt,  welche Linie id> = b  fe&en w i l l ; fo wirb /  dy =

n 2 f> H -s  n j w + a  i  i  \  ^  . .
* mb zm a m y 2 m —  2m ( a *w jr a «*/• v D C ^ t  tttCin t)Utt/ U t t l  DIC

©leid>heit bet Slbmeffungen ju, erhalten, a x =  
fo w irb  feie ©leidjung bet Quadratricis biefe: x — " Mir-1-

£  % S .  7»
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§ .  7 -
S a  bet »eranbetlichc biefes 3 n tcg ra (ö  abnimmt/

w enn y w ä c h s t ,  fo r o d e s t  b a s  S n te g c a i  felbft mit y,  fo lange  
y >  t  ift, uni» Drficft t>iefcmnadt> Die $lád>e N P S R  au s.  $ tir  y=-b  
ift bas 3 n t e g t a i  =  o ,  w ie »orausgefefct w o rb e n ; aber fúr y  <. b 
tt>itb cs n eg a tiv ,  unb w ächst bis y =  o w i r b ,  b a  es negativ unenb*  
lid) ift. 3™ifd)cn ben ©ränjsen y =  b unb y =  o brücft es alfi> bie  
g l ä d K  N P M L  a u s ,  f ü r #  =  A L .  2 Birb y n e g a t iv ,  fo bíeibt b ie §  
3 n t c g r a l  A n f a n g s  noch n e g a tiv ,  fo fange n^m(icf) — y ^  —  biftr 
aber cs nimmt a b ,  w e n n y  wächst. g l im m t  man bemnad)«f = —  
A l ,  unb ben ^ u n c t /  jroifd>en A  unb n, fo bafi im bie bet ?lbfeif*  
fe —  Al  juge!)5n g c  ß t b i n a t e  ift; fo wt'itbe es ungereimt fepn j u  
f a g e n , b a §  b a s  3 nteciral nod) bie jwifchen P N  unb im enthaltene  
gläcfce auSbrúcfe, ba es offenbar ift, b a f  biefe mit —  A / w a c h *  
fett möffc. © iefem nach m u f  bie f l ä c h e ,  r e e l l e  je$t b a s 3 « t c g r a l  
a u sb rö cft,  a u f  bet anbetn © e it e  bet ¿Orbinate im l iegen , unb fie 
ift feine anbete a ls  inpm, weil f ä r y  = — A * =  —  b b a s 3 n t e g t a l  
a b e tm a í  =  o w ir b .  2 Cád>St enblid) —  y fiber —  b h in a u s ,  fo  
wirb bas 3 n t e g t a l  wieber p o fit iv ,  unb w ächst mit — y ,  ba es  
bann bie f l ä c h e  nprs ausbtúcft. V e r m ö g e  biefet 9\ed>nung muff 
m an  alfo fo t>ie( ' ju g e b e n ,  baf? in allen H y p e r b e ln ,  welche bie

•  «MP

© ieid ju n g —  y2*n+t a u s b t ú c f t , ben negativen 5lbfciffen mögliche, 
unb eben fo gtofje ft(ad)cit, a ls  ben ihnen gleichen unb entgegen*  
gefegten pofttiven Slbfciffen jugehóren. 9i u t  in b e m g a U ,  b a m = o ,  
ober bie Hyperbel bie ?i|>oUonianifd>e ift ,  fönnte es zweifelhaft
fepn, weil man in biefent ga ll aus bet 3ntegtaIformul Sr ( j i —7 « )  
fo unmittelbar nichts fchliejjen fann. £ r .  b’ 2ilenbert felbft ift ge* 
nöthiget biefeS einjugeftehcn. U eit vrai (fagt er) que dans le cas 
de o =  i fintegration na nas lieu. Slllein eben beSwegen fcfct

<tx einen ©tunb hinju, be* nach fe in « SDleynung tiberjeugenb bat*
a  <• : , th«n
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tbun fott, ba§ alles Vorige nocí) für bie itpoïfonianifthe ^çpetbei
jeife. Er iji inben ÇEBotten enthalten: L’hyperbole ordinaire eft 
precifément dans le même cas, que les autres, & il eft impof- 
fible de rien établir fur les aires répondantes aux abfcilfes de 
c e lle s-c i, qui ne convienne également a l’hyperbole ordinaire.
3 $  rocié nicht, ob b ief  nicht eben bojfeibe i f ï ,  w a $  £ r .  b’ ?(íen* 
bett bod) erft bewcifcn wollte. S>od> ©ieleicht hat # t .  b’ ?ifenbcri  
fîch aud) Met nicht »ollfiänbtg ausgebrûcft / unb bem Sefet über* 
iajfeti / bie auSgelajfenen 3tt>ifch«nfá%c &u ergänzen. V e r m u t h *  
( i ¿  f ïn b  bie @d)(iiffe, we(d>e £ t .  b’ Sllenbetf h ' «  »w @ in n e  ge*  
habt h a t  / cigcntltch foigenbe.

*  ' ; § .  8-
<2Benn in bet allgemeinen ©leichung <h¡ =

I" i  ̂ " í  i ^

(rl™  —  F¿*) nunmchto «  =  o gefegt w irb , fo erhält man f^ jdy
—  íx »  C¿ 2X° “ 1 Toe») ~  ¿x° (a  aj“ '  ' (T»)°* 2Dei( nun (jtjö  —
cTTT® =  ( í 2) ’ / unb ( j i j ó  =  ôiÿ=* =  (g*y,  fo wirb b a s  S n t e g t a l  
=  ^ ( & l X ° — y lX<,) i  unb weil f ^  =  ö c ° ^ /  fo wirb eben bie#
feg Sntegtal auch =  ^  (y2x« —  b' x°) — —  O = =

f  aa QÏ)  9ît;n mag biefe Sotmul fúrftch bebeuten, was fit
„ J '■ * ’ *̂ ¡ J# J | # • -'i U » •> »c • > ' Ï

wolle, fo ifl boch fo Diel gewijj, bafj fie für gleiche unb entgegen# 
gefegte ÿ einerlei) gebe, eben fo, wie ber allgemeine ?lu#brucf, 
wenn »  nicht=  ° i|f« SBSofern bic@chlujfc bes ^)tn. b’ SUenbettS/ 
wie ich glaube, fo jufammen hängen, fo habe ich nicht# »e itet 
bagegen einjuwenben, oielmehr behaupte ich mit bem .£>rn. b’ ?llen*
bett, que f hyperbole ordinaire foit precifément dans le máme
ca s, que les autres. Es gehören nämlich nun in ber apollonia* 
nifchen ^jppetbel gleichen unb entgegengefefcten 3lbfci(fen gleiche 
flächen ju , ©o gehört bie Släche NPSR jut ?lbfci|fe +  A R , unb

£  3 W
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jut  ilbfeiffe A r — —  A R  gehört Die §iü d )e  npsr — N P S R .  2( b «  
eben bief; i(l öem © a fc  fehnurftraefs entgegen, ba{? jur ?(bfcijfe 
A r  bie jwifd)en P N  unb rs enthaltene S ^ c h e  gehöre. Unb a(fo 
lüugne »cb, ba<j # r .  b’ SUenbert ferner fo fdjfiejjen fönne; bie ben 
negativen Slbfcijfen zugehörigen Slüchen finb bie Logarithmen bie# 
fer Slbfeifien; flifo finb bie Logarithmen negativer ©rö&en m ög*  
lieh, weil jene S a c h e n  möglid) finb. S e t  © a i j : ¡Die b e n  ne» 
g a t i v e n  Äbfctflien 3Jigcl>ortgen ^ l ä d j c n  f*nt> b ie  j t o g a r i r f j #  > 
n u n  biefev n e g a t i v e n  2(b fc tffm v  i|t jWetjbcutig. E r  fann fo 1 
viel ^eilecn: jene ftlüchen fmb bie Logarithmen ber V e r h a ftn iffe  l 
biefet negativen 2lbfciffcn jur negativen E in h e it ,  fo bajj jum  E .  I

A   ̂ -  AR 3
nprs — t £n =  l zär ;  unb in biefer B eb eu tu n g ift er richtig. 9lbet
benn hat bet ©d)lu{ifa& tiefen © i n n : alfo f in b  bie  J t o g a c i t i ) *  
m e n  b e r  V>er£>*tltmlTe n e g a t i v «  ( ß c o f e n  3ur n e g a t i v e n  ¿Ein«

- J>cit möglich, S i e f  laugnet 9i ie m a n b ,  unb bief iv a t  es nid)t, I 
w a s  >&r. b’ SIlenbert beweifen wollte. E s  fann aber auch bet vor* I
hin genannte jwepbeutige © a &  biefen © i n n  haben: D i e b e n  ne* i 
g a t i v e n  2 lb fciflen  ju gci>5n g e n  $ I a < | ) i t t ' f t n b  bie  J t o g a r i t l ) »  i 
m e n  b e r  X?ecl)ältniffe b ie fe c  n e g a t i v e n  2ibfciffen 3ur p o f l t i *  
r e n  ü i i n ^ e i t .  ^SJäre bie§ ber recl)te © i n n , unb märe bet  
© a &  in biefem © i n n  genom men; fo mürbe fein gw eifel  übrig  
fepn, baß bie SOiöglicbfeit ber Logarithmen ber V erbüftniffc  ne* 
gativer ©töjjen jur pofltiven Einheit nicht baraus folgen follte.
Slbet in biefem © i n n  genom m en, ift ber © a fc  gttinbfalfch. E s” '? ? 1 '*1 - - r
iji feincSwegtS npsr ber Logaritt;me beS V cth aftn ijfeS  ä n  =  + ä n
* hu t.- v ■ i ĵ r 4  ̂AR
fonbern vielmehr bet Logarithme bes VerhältniffeS ä~„ —  Z ä n - 5(t* 
fo fcbliejjt # t .  b’ 2llenbert entweder a u s  einem grunbfafft&en © a & :  
ober fein B e w e i s  erhärtet auch nichts w eiter, a ls  w a s  feine ©eg#  
net gerne jugeben, unb worüber eigentlid; nie ift gekritten worben. ■

/ |
§• 9.

%
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§• 9. . . t

<2!>enn id) behaupte, es fei) gruntfalfcf),  t a g  npir te r  to#
A r *

garithme be# V e r h ä ltn iffc S  ä s  fep t f<> fürcfrte iä) }w ar im E rn fl
feinen g w e i f c l  t a g e g e n :  injwifcben f&nnte man bieleicht fo fcblie* 
Jen: bep Der 3 ntegration ift borauSgefefct » o r t e n , t a g  t ie  g l a *  
che b o n  N P  angerechnet w erten folle;  es m ag alfo y bedeuten, 
w a s  <S » o l l e /  fo m u g man t ie  glâd>e bon tiefet ©renje anrech* 
nen. Stu n trilcft für y =  A r  freplid) t a #  S n te g r a l  nur eine g l a *  
che =nprs  a u # , aber b a s  ift eben ein B e w e i s ,  t a g  t ie  bepten  
g lü c k e n  A N P O  u n t  A » p G  einanter aufheben, u n t  t a g  t i e  jwi# 
fdjen P N  u n t  n  enthaltene glü ck e =  —  A N P O  +  A « p G  +  nprt

=  nprt fcv>, u n t  beswegen m u g m an einräum en, t a g  nprs — t ^
fei), 'SBie g e fa g t ,  ich fürchte im E rn ft  tiefe E in w e n b u n g  nid)t. 
Um inj»tfchen alles a u s  te m  ’SB cge ju r ä u m e n , » a s  mit irgen t  
einigem ©eftem eirçgewanbt werben fönnte, » i U  id) aucf> hierauf  
a n tw o rten . E s  ift eine <Sad>e, t i e  man bep t e n  ©chriftfîellern  
in  ter  3ntegralred>nung niefct eben allem al angemerît f ln tct  / t i e  
ober für fid) leicht in t ie  Siugen füllt,  t a g  tie  etflc V o r a u S f e *  
$ u n g ,  weiche bei) B e flim m u n g  te r  befiänbigen © r ö g e  angenom*  
m en W orten, nicht aliemal i>ur<i> t ie  g a n je  gläcfje ter  Linie aua»  
f ö l i e f i m g d t v t f f e  begehen fönne. 3 d )  w ill  fo biel fagen ; wenn  
m a n  a n n im m t,  es foil b a s  3 n te g r a (  für einen gewiffen <2Bertl> 
bon y 0 * E .  für y — A N )  =  o fe p n ,  fo folget hieraus nicht, t a g  
eben t a s  3 n te g ra (  nicht aud) für antere ^Berthe bon y öctfd)win*  
ten  Sonne. S i e  f u n c t i o n ,  welche m an turd) t ie  3 n te g ra tio n  
heraus b r in g t,  fan n  a u s  mchrern möglichen einfachen g a c to r e n  
begehen, u n t  t a n n  giebt e S fo  biele mögliche l2Berth< ter  Slbfciffe, 
für weldje t a s  3 ntegral Perfdjw inbet, a ls  mögliche g^ ctoren t a  
fini). S a n n  aber fan n  t a s  3 n t e a r a l  nicht allemal t i e  g l i c h e
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jtulfd&cn jcb e n  swtytn parallelen ß t b i n a f e n  auSbrficfen,  trenn  
man mit bem S n te g r a l  a u f  bie fonfl scn>ôl>nïic^c 5irt umgebet.  
C s  giebt nämlid) in folcf>en S i l l e n  unter ben <2Bcrtl>cn b e i  3 n t e *  
g r a is  mebttre Maxima unb M i n i m a , a l s  man A n f a n g s  voraus#  
gefegt bat. SSBenn man annimmt/ b a s  S n te g r a l  foil f ü r « f = A N  
verfebwinben, fo nimmt m an flillfchweigenbs babcp a n /  es foil  
für größere y mit öiefem y befWnbig w a d ; f e n , unb für fleinere y  
m it biejen abnebmenbett y a u f  bie entgfgengefefcte §(rt befMnbig  
wachfen. ( 3 u  ben abnehmenden y geboren ben aud> bie negativ  
wachfcnben). 2 B ä t e  b ie g ,  fo mußte b a s  S n te g r a l  nie mehr, a l s
b&d>ftenS ein Minimum unb ein Maximum geben. 3 eneS würbe  
Her größte negative , unb biefcS bei; größte pojïtive 2 B c « b  befiel# 
ben feyti, wenn a u f  beyfcen © eiten  von P N  mögliche S a c h e n  fiie* 
len. 5lber bas 3 ntcgral giebt oft mebr Maxima unb Minima, 
unb fobann muß man in jebem befonbern S a l i  mebreres ju ^jülfe  
nehmen; trenn man bestimmen w il l/  welches © t u e f  ber ju qua#
brirenben Släche för jeben beftimmten 2 ß e r tb  von y b a s  S n t e g r a l  
auSbriicfen fönne. 9)?an muß hiebet» jugfeid) in Betrachtung jie*  
h e n , baß xdy niebt allein b a s  D iffe r e n tia l  ber S l ä d K  NPSR, fon# 
ïern jugfeich auch b a s  D iffe r e n tia l  Derjenigen S l ä d K  fe o ,  welche 
a u f  bet anbern © e ite  bet ö r ö i n a t e  x y tvie in biefem S ö l l  gegen  
V Z  juliegt. ?luS allen biefen UmfNSnben jufammen genommen,  
muß es ftdj ergeben/ welches ©tt'icf ber Släche b a s  3 n te g r a l  für  
jeben S ß e t t b  von y auSbrücfe. S i e  lefcte febr erbeblicbe Turner# 
fu n g bat # r .  V a r i g n o n  fd>on in ben memoires d e  r A c a J e m i e  d e  
Paris fannée 1706. gem acht, Da er bie von -£trr. <2ßalliS foge# 
nannten me|>r a i e  uncnM id>en t u r n t e  beurtbeifte. - S a s  3 n*  
tegral brüeft eigentlich nur im SWgemeinen Das ©efefc a u s ,  nach  
welchem ftch bie S (äebe änbert, wenn Die Slbfeifie w ä c h s t,  ober  
abnim m t. S i e  ?lbfctffe aber m ag waebfen, ober abnebmen, f »  
i ß  nodj nicht b e fl im m t , ob b ie  $Ià<f;e wacfcfc ober a b n e b m t.

S t e g
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S i e f  le&tere hängt noch t>on ant>cvn Umftänben a b ,  unb bie La# 
ge bet S läch e gegen bie oetänbetliche O t b i n a t e ,  fan n  fcljt oft 
abwechfeln. © iefem nach ift e# nicht einerlei), w enn m an f r a g t :  
» i e  groß ifi bie S lä c h e ,  wcldje jwifchen jweyen gegebenen £>rbi# 
naten l ie g t?  unb wenn man fo f r a g t :  welche# ifl bie S lä ch e,  
welche Die Sntcgralform ui für einen gegebenen .2 öertl) her Sibfcif# 
fe auebtücft?  £#  ifl alfo etroa# a n b e rö , wenn man f r a g t :  w i e - 
gro ß  ift bie Släche jwifchen Öen beyben £>rbinaten, bie burch bie 
Gnbpunete ber Sibfeiffcn A N  unb A r  burchgeben; unb wenn m an  
fo fr a g t:  »eiche# ifl ba#)'enige©tücf ber S lä c h e , fo bie Sn tcgtal#  
fo rm u l au#btücft, w enn man bie 5lbfciffe =  A r  fc§t?,

§• io . ; / ' ;

© a ß  eine foiche ?lbwcd)fcfung t»on ber Lage ber quabrir# 
t e n  f lä c h e  ga r  nicht ungewöhnlich fe»,  unb baß ba# S n t c g r a f ,  
fo  man a u f  bie gewöhnliche ?(rt betau# b rin g t,  nid)t allemal bie# 
jenige Släche au#brücfe, bie e# nach ber erften V o r a u ö fe fc u n g  
au#&ubtücSen feheinen möchte, baüon giebt fchon bie C u iab ratu s  
b e t  graben Linie ein Sßcyfpicl a b .  6 #  fchneibc nümlid) bie gera# 
i»e i i n i e  M N  bie Sire B C  in A  ( ia > S i0. )  unter einen '•ZBinFel, bef# 
fen T a n g e n t e  =  n. «Wan nehme ben 5lnfang#punct bet Slbfciflen
in A ,  unb e# fei) AP =  x ,  P M  =  y ,  fo i|t y =  nx, unh fydx
=  i n x 2 + C .  SEßenn man b i e S l ü d j e ,  welche b ie ß S n t c g r a l  au## 
b tü c ft ,  t>on ber ß r b i n a t e  burch A  an vechnet, fo ift C  =  o ,  uni) 
e# btücft allemal ba# © t ü c f  bet Slüche a u # , ba# jwifcf)cn bet £>r# 
binate burch A  unb berfenigen ö r b i n a t e  f ä l l t ,  bie burch ben Snb#  
punct ber §lbfcijfe gehet, m an m ag x  p o fit i» ,  ober negatio nch*  
m en . £>ieß S n te g r a l  bleibt pofittö, w enn x  n e g a tio ,  j .  Sjcenipei 
=  — A n g e n o m m e n  wirb, obgleich A G l N  bie baburd) au#gcbrucfte  
Stäche t f l ,  u n b  bieß © t ü c f  unter ber Slbfciffenlinie liegt. 2lcn# 
bett m a n  b ie  vorige V o ta u # fe fc u n g , unb nimmt a n /  bie 3 (ä d ;e

3  foll
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•foil von bêt ßrbinate D E  an geretfwet werben, bie vom ?fnfangê* 
punct bet 5tbfciffcn um Da# @túcf AD =<>  abftehet, fo muß i « * \ r+ c  
verfc&roinben fiit *  =  a ,  a(fo toitb C =  —  inaa,  n>eld)e# fydx  
=  £ » ( * * —  ad) giebt. S ie g  3ntegral ift pofitiv, w en n * pofitiv 
unD größer alé a ift, unD e# w<id)#t mit * ;  a(fo btücft e# Die 
dje DEM P au#, fo lange x =  A P  pofitiv unD größer al#a bleibt. 
QJßirD x <*o, fo wirD Dieß in tegra l negativ unD wdd)#t, wenn
*  abnimmt. E #  Dtúcft Demnach für x =  Ap  Die SMdK DE mp au#, 
fo lange bi# *  =  o ,  Da c# =  —  i  naa wirb, unD Die glád>e D E A  

‘ giebt. 5úr negative *  bleibt Da# 3ntegral ?lnfang# nod> negativ, 
fo lange —  *  <. —  a genommen wirb. Slber e# nimmt ab, wenn 

x junimmt : be#wegen fann e# für jc = —  Aq  bie S’láefK DEAgi 
nid>t mehr au#DrücEen, e# muß vielmehr eine glád)e au#Drúcfen, 
bie auf Der anbern © rite  von ?» liegt; unb bieß ift feine anbere, 
al# F? «G , weil für x  =  —  A F = —  a ba# 3ntegral wieber ver* 
fdmúnbet. 2Benn —  xúber —  A F  hiitau# wád)#t, fo wirb Da# 
Sntrgral wieber pofitiv, unb wád)#t mit —  x. SEßenn alfo *  =  

A Q ,  fo brüeft baé Sntegral bic Sládje FQ N G , feineöwege# 
aber bic 5(<5<f>e D E A Q N  au#. Sßill man bie ©röße biefer le$* 
tern roiffen, fo muß man bie brey ^Berthe D E A ,  A F G ,  FCLNG 
©hne Slbftcfct auf bie Seiten  +  ober —  jufammen abbiren. S>enn 

'e#  wäre bod) wohl fcljt fonberbar, wenn m a n D E A Q N = —  A D E  
+  A FG  +  FQ NG  =  FQNG fefcen wollte. Ueberbem giebt bie 3n* 
tegration nict>t einmal btefe Scid^en ; fonbern vielmehr —  A D E , 

A F G ,  unb +  FQ.NG. Slber ba# ¡3eid)en —  I>at vor A D E  eine 
anbere iöejiehung, al# vor AFG . S i e  3ntegration giebt A D E  
negativ gegen D E M P , unb A F G  negativ gegen FQ.NG. 3 « f f  
eben bie 55ewanbtniß hat etf mit allen ben l)yperbolifd)en $làchen, 
bavon beym # rn . b’Slfenbert bie SKebc ift. (8 $ ig .) S i e  3ntegra* 
4ion giebt A O P N  fowohl, al# AnpG negativ, aber jene gliche in 
Sfbficht auf N PS R , unb biefe in ábftcht auf npsr.

§. H ,
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§ . ¿ 1 1 .

3 ch höbe gefu gt/  e# habe eben bicfcibc 33ewanbtniß mit  
«ffen ben hvperbolifchen S lü c h e n ,  foavon bepm # r n .  b’Sllenbett  
iieJKebe ift,  ba# i | t ,  mit b e n g lä c h c n  aller bet/enigen H yperbeln,

a*«H-2
»eiche bie  ©leid&ung x =  ~r,5+r auébrücft. 3 #  habe bieß he#

V
'  r*L" a\ .  '  äL* * • _2tw-f. Jreif# a u é  bet allgemeinen g o t m u l  be# S o te ^ ta lö  ./*<%

( b * m—  m “” )  hergeleitef, unb e# w irb  nicht unbienlich feyn, über 
ten g a l l /  wenn *» =  0, tinb bie £ p p e t b e l  bie Slpollonianifche ift,
nod) e in ig e  befonbete Betrachtungen anjuftellen. 9ï u n  roirb z
Unb fzdy —

( y y y
aa '  bb 1 CS. 8.) = iaa 00 ( ( f l i).Q3ermó*

gebe« 15  unb 18 S. ber iS lb fh eilu n g iftb etS lu éb ru cf  o o ( ( ^ i.:“- _ i )
bb

= i £ f  w e n n  l ben natürlichen Logarithmen bebeutef. Silfo w ir b
H »  S ) i e §  beflütiget nun alle# ba#)enige volJEom*

¥

fzdy =

men, w a « ich von ben Sachen ber apollonianifchen #pperbel in» 
£ § . behauptet habe, © ie fer 2lu#brucf i(l pofttiv für pofUive y , 
fo lange y >  b, unb wirb negativ für«; < .b , er wirb — 00, wenn 

=  0, er bleibt no# negativ für negative y,  bie fleincrfinb a l#¿, 
nimmt aberafy rocnn— y wücb#t, unb verfchwinbet, fü r «/ = — b, 
ba et bann für größere y roiebct pojitiv w irb, unb mit ihnen
toádjtfí» SOian fann eben batf au$ öetii2iu£öcucf l  aaoo « r n ^ - ú

O bb •
h«leiten, wenn man ftch vetmittel# ber fKeihe au# bem i f  §. bet 
1 Slbtheilung bavon vetfichert h a t, baß biefer 5iii0Dtucf pefiti» 
fey, wenn y nur etwa# wenige# größer al# b genommen wirb, fp
i>aß H  niefrt großer al# 2, ober y <. b \/z ift. 3n biefer SSotau#*
feisung a lfo ,  baß y — f ,  unb f <  b Vz  f e g , werbe ( ñ ) =
¿> ßi  fo w irb fich J  au# ber angeführten Öieihe beftimmen (affe«,

3  a  - SKtW
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9ïu n  fep ü b e r h a u p t ? ! = ( £ ) ? ,  fo wirb @ b  h- = Æ  ) r. - = ( i  +  à # ) rbb bb bb bb
=  i+ o ô * ‘/3. 5((fo Witi I  aa oo ( (£fy.:a —  i)=\aa (oo + ß —  oo)
lh

z z f a a ß ,  unb überhaupt | m m (  ( | ¿  )  *.:* —  i ) = i  aa r ß.  <E>o
lange nun y >  b ift, muß r pofttiv fepn, unb mit y ttacfrfcn, fût 
y = t  a b «  verfefowinben. ^Ü5enn y < b  witb/ fo muß r negativ 
fei)n ; unö ffir y =  o , muß r negativ unenblid) werben, g ilt  ne* 
gative y bleibt 2lnfang<r negativ, fo lange y < b  i|l, nimmt aber 
ob / wenny wüd)$t/ bi# für y =  —  b, wieberutn r =  o wirb, gu t 
größere negative y wddjët r wiebet pofitiv. Silfo bat eö feine STîiĉ *
tigïeit,  baß bie 2öertI)C f ü r » » = o  in bem 3 ntegral ^ 1 L (^ h— ^bk)

nod> eben fo abroecbfeln, wie in ben f i l í e n /  b a w  nid;t =  o, fon# 
fcern einer befiimmten ganjen ga l)l  gicicf) 1(1. 3 d )  l)«be bieß mit  
g l e i ß  befonberö bewiefen / um ben ©rúnben be# # t n .  b’ Sllcnbcrt  
alle# mögliche ©ewic&t ju geben.

§. i » .  V •"¿VíV" ft y  i
SJîan conjtruire tiümlid) nunme^ro nací) Vorfd&rift beë £ r n .

a2n,+'clij a2,n+' <,*’"+*
b’ Silenbert bie ©leidjung dx =  ~^*+r i ober * = - p  —  — ^ r ,’
w o  bie ©icid>l)cit bet Slbmejfungen gehörig l)ergcflellet ifî;  fo füllt  
in bie Slugcn, baß bie Linie M N «»», ( t i  g i g . )  w e l $ e  biefe © le i*  
cfyung auábtúcft/  bie -öppcrbcl ber ß t b n u n g  2/h-m  fep/ beren 
ÇJfpmtoten E F ,  C D  ftn b / unb worinn bie Slbfciffenlinie mit ber
K a2,n+t
Slfpmtote E F  in ber Süitfanj C A  =  ^ t s í  parallel liegt/ bet 2ln*
fangépunet bet Sfbfcijfen aber im ©urd)fd>nitt A  ber Slbfcijfenli* 
nie mit ber Slfpmtote C D  genommen worben. 9)?an fan n  hieraus  
biefe g o l g e  jicljen. S i e  Quadratrix einet jeben ^ p p e r b e l , beten
A p o n e n *  fccr « D r b n tm g  eine gerabe » a l)l  ifî/ aber f o ; baß bie

“  -  £>t>



twttefafei? ©t*60em
ßrbincife fine ttn foam ge ^unction ber ?lbfciffc bieibef/ fep Ne 
n id jff nichtigere .£)ppctbei, biejumflijcponcntcit ifjt'ct <Drt>tiung, 
fcie nädfrft ficincre ungrabe Baljl bat. S>ian Fann bacau# ferner 
in einem richtigen Ver|tanbe fließen/ bie Quadratrix ber^pper# 
bei ber jwepten ßtbnung fep eine #ppetbei bet «tjlen ßtbnung/ 
unb fcann wirb bie ^pperbei bet erften örbnung eincriep mit bec 
togaritl>mifd)en Linie fepn. - 0 o  wie nun alle .gjppctbein ungta# 
bet £>ti>nungen au# jwrpen gleichen äljniic&en/ unb gegen bie mit 
ben £>rbinateti patalfeie Sifpmtote cU)n(id) (iegenben ©ttitfen bo
fteben ;  fo witb bieß aud) Pon bet $ P P e tb e l  öct erften ¡Orbnung/ 
©bet bet (ogatitljmifdxn Linie geifern $füe# wirb in fein oölliges 
Lid)t gefegt, wenn man ben befonberu gall/ w e n n »  =  o i ( l ,  ge* 
ljotig entwickelt. 3n  birfem $all wirb bi« beftiSubige ©töße

^ ^ 5  =  A C  =  P R  unenbiiefr. ?(ifo bel>dit bie Linie eigctitiicf) nur
bie eine Sifpmtote C D .  l e r n e t  brüeft in ber allgemeinen © le i*

3*™+« a27n+i
<§ung x  =  — ¿zai —  w  i *  ber perdnbetlic^e ^ I je i i  ba# (S tu cf  P M
a\x$, weld>e# g(eid)faUö unenbiidj w ir b ,  fo baß nunmel)to bie£>r# 
iiinate R M , bie D i j f e t e n j  jweper unenblicften © roßen R P ,  unb  
P M  w ir b /  wie bie ©icicfjung richtig angiebf. Ucbrigen# erhellet/ 
i)  baß x  jw epm ai =  o werbe/ n i m ( i $  für y =  + b =  +  AN, unb  
für«/ = — b = A n ; 2)  baß *  einmal negafiP unenbfid) werbt/ för 
y = o ,  unb 3) baß *  jw e p m a i pcfitiP uncnöiicf) werbe/ f ö r t / = + o o ,  
« n b y = — oo. gwifcfycn ben © r i n j e n  y — + b, u n b y  =  + o* 
•wad)#t x  pon # bi# oo, jwifdjcn ben © r i n j e n  y =  +  b unb y =  • 
i|t x  negafiP unb w äd)#t bi# ju o o ; jwifdjcn ben © rä n jen  y =  ot 
unb y =  —  b bleibt x  negafiP / unb nimmt ab bi# j u t o ;  enblicft 
jwifd>en ben © r ä n je n  y — —  b, unb y — —  oo w itb  x  wieber po# 
fttip unb wäd)#t b i # +  oo. V e r m ö g e  biefer V e r j e i d w u n g  ergebe» 
fid) nun ofyne S ^ e if e l  jwep glcidje unb äfyniidjc @töcFe ber foga*  
ritl)mifd>en Linie/ nämlid) V N «  unb vmn, S ebe pofitipt Slbfcijfe

3  j  AR
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A R  bat mit bet »l>t gleichen unb entgegengefefcten negativen A r  
eine g fc icb eß rb in a te  R N  =  r». © o  « e i t  ift an allen biefen ©d)lüf#  
fen ntd;t# au#jufefccn, unb man fa n n  ohne 3?ebcnfen jugeben,  
b a f  bie logaritbmifd)e Linie, tvenn fie al# bie Gluadracrix berJpy#  
pcrbcl angefeben w ir b ,  unb ihre ß r b i n a t e n  ben m ö g lic h e n  
eben bet # i)p ctb cl  a u f  beyben © e ite n  proportional feyn folien, ei*  
nen S u rcb m cffer  b a b e ,  ober au# jwepen gleichen unb ähnlichen  
© tú c fc n  beftebe. © o b a l b  man aber weiter fd)licj?t, wenn A N =  i ;
fo  ift R M  =  /A R , unb rm— l —  Ar  =  l +  A R  =  R M ,  alfo b a t  

A r  eben ben Logarithm en, »eichen +  A R  b a t,  unb fo w e it e r ;  
fo lúugne id) biefe fernere § o lg e .  V e r m ö g e  bet V c r je i c h n u u s  
ifi freçlid) R M  =  / A R ,  wenn A N  = r  ift,  ober eigentlich ^ V T

^  ̂^  y

=  / — ; aber e# i(l feine#wege# r« = / + - ,  e# i|i vielmehr rm
£ly A R .

=  i =  / — - ,  benn biefe £>rbinate ifl bet S(¿d>e "p, r  (8 $ i g . )
-AR

proportion al,  unb biefe Stacke ijl =  / ^ r  ( § .  8.) unb fcine#we*
-R A

fle# =  / — ,

§ •  1 3 *
S i e  ©leichung biefer Linie wirb nun biefe fe ç n :  x\

I f f , unb e# bebcutet h i «  *  bie JOrbinate, unb y bie Slbfciffe. 
2 Benn m a n  aber M O. mit A R  parallel jiche , fo w irb X =  R M

A Q  u n i  y =  A R  =  Q M .  9î im m t man
o u f  bet Slfymtotc, unb bie jOrbinaten MQ, a u f  berfelben percnbU  
c u l á t /  fo bienet eben bic © leich u n g, nur mit bem UnterfdKib, bafj  
bie 53ebeutung ber 5?uch(labcn *  unb y (ich vcrwecbfelt, unb x  bie 
Slbfciffe, y aber bie ö r ö i n a t e  anjeigt. 2 ß e n n  nun * bic Bafis ber
natútlid;en Logarithmen if l ,  fo giebt bie ©Icichung *  =  ¿  a ;  f f
<iucf) biefe e2*  " =  unb e# wirb y — t  bex », fo baf?)'cbet SJbfcif« 
fe x  jwei) gleicfre unb entgegengefefcte y }ugel>ö«n. 9îun fïnb Die

tlbfciffetï  bi« Logarithmen ber £>tbinaten. $ î a n  fa n n  |ugeben,  
' - . bafj
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baß Die Slbfciffen aud> bieLogarithmm bet negativen ßrbinaten
finí). Slbct fo , wie bie Slbfciffcn eigentlich bie Logarithmen bei: 
Vetfyhltnifte ber pofttiveit (Dcbtitflten gegenetnanber finb; fo 
ftnb fíe juglcich t>ic A-ogarit^men ber Der&ältntffe bet* nega»
i w e «  <Drbin«ten gegeiteinanber. @1S rote nun A Q .=  tfj,
fo  ift jugleich AQ. =  ¡x^ =  Izañ/ a b «  fcineöwegc# A Q = / ^ £ ñ ' 
SOian fann bemnad) bet logatithmifchen Linie }w e» Siefte taffen/ 
man fann jugeben, baß fte einen ©utchmeffet habe*, injtviftyen 
besaiten bie £ rn . »onLeibnifc unö Euler noch immet reefct, wann 
fte e# láugnen, baß Jiefe Linie einen ©urchmeffer habe, ©enn  
fte haben eö in einem anbern Verftanbe geláugnet/ alö eö b i «  
«rwiefen ift. ©emeiniglich wirb bie ©leicljung für bie fogarithmi*
f# e  Linie fo auégebtúcff *  =  a 1 f , ober * a= r i  unb cö ift offen# 
bat, baß biefe ©leic&ung nur einen 2ift aüeiit auöbrücfen fönne/ 
beéwegen würbe bie Stage feyn/ weiche ©leidjung man nehmen 
tnfiffe? Eé ift nun nit&tfchwet/ hierauf ju antworten/ unb cö in 
fein geistige# Licht ju fc^cn/ worauf bie ganje ©treitigfeit von 
bet ©eftalt bet logarithtnifdjen Linie anfomme. ©egen bie Sol* 
ge bcö ®a&c#: wenn alle bie Linien/ welche bie ©leichung ix

dy
=  autfbriJcff/ einen Surd)tneffer haben; fo muß biefec 
©urcjjmeffer noch bieiben/ wenn «  =  o ift, hatte # r .  Euter in ben
Memoires de Berlin ba¿ SRöthige fd)on erinnert. 9ftan ift nur fo 
lange babon berftd>ert/ baß alle biefe Linien einen ©utehmeff« 
haben / a(ö biefe ©leichung algcbraifch integtabel ift- ?(bcr bae¡ 
Sntegtal bieibt nidht algebraifd) , wenn *» =  0 ift, alfo fann man 
aud) nicht berfidjert fepn / baß bet S)utd>mcffcr bicibe. Um befto 
fibetjeugenber barjuthun/ baß Dergleichen (Säfce, fo allgemein fte
fdieinen möchten/ bennod> in fpecictien S ä U c n  juweilen Sluönah*
men leiben/ fuhrt et bie ©leidjung jum Epem. any =  \ /ax +  fra*
(6 +  * ) .  Sille Linien/ welche biefe ©leichung autfbtücft/ finb aU

. gebtatfd)
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gebraifdj unD *>ü tcn  ti,icn © u ^ m c f f c r ;  tennodj o b «  b e fa l l  t i e  
Linie feinen © utehm efier mehr, w enn * =  o ift. h i e r a u f  a n tw o ï*

• (et £ r .  b ’2l lcn b crt,  Da# habe jroar feine SKicI>tiafcit/ aber e# ruljtc 
eigentlich D a l) « , w eil  in Dem § a l l  Die ©leicljung De# achten © r a *  
t)c#, welche y =  v  a x  *■ b  o 5 (6 +  * )  giebt, fiel) in }«ep ra tio n a le  
©leicl;ungeH Der Dicrten OrDnting tl>eile/ unD al|o in Der $;l)at 

‘ »«cp unterfchietene Linien au # trücfe , Die für eincrlep fy-e  u n ö  
9lnfang#punct Der Slbfcifle b e t r i e b e n  w orben. h i e r a u f  cnvieDcre 
icl> n u n , Daß juft Derfelbe S a l i  S t a t t  h a b e ,  w enn üon Der © 1er*
^ unfl *  =  ^ 1 1  (Jiz —  ÿ î " )  Die SKcDe ift. 2 Benn »  =  o ijt, f o

w irb  Darau# ^  =  i f f  > o t e r e  — tu* 3 ene theilt ftch in b ie  
bepten ©leichungen r =  l T  unt  — =  i r f ,  unD tiefe in Die bep*
D cn © lcichungcne’t:‘ = f n n b e r :” = 5r ;  «tfo *** beptet»
Çlefte Der togaritl>mifd)cn L in ie ,  welche Die allgemeine ©leichung 
g ie b t ,  eigentlich nicht w e i t «  ju fa m m e n , al# ein p aar  Linien, Die 
fü r  einerlei) ?(>-e unD §ln fan g# p « tet Der Slbfciffen befchticbcn ftnö. 
«Fepbc Slefte Drticfen auch fein« P«fd)iebene Logaritbmenfpfteme 
au # , fenDcrn Der eine 2lft Drücft geraDe Daffelbe S p f t e m  au#, w a *  
Der anDcre auéDrücft. 3 a Der 5 ;l>at t a t  e# atfo Damit eben Die 
5? e « a n D tn i§ ,  w ie  m it Der ©leicljung yy =  nnxx, welche ein @ 9*
0cm jweper gegen Die gemciufd)aftlid)c ?(ve a u f  bei)Den ©eitet» 
ät)n(td) licgenDcr geraten  Linien giebt. 2Bcr wollte aber h ierau s  
Die S o lg e  j ie h e n , t a g  s« « « «  K te n  gevaDeu Linie eine auDere 
g e tö r e ,  Die a u f  Der anDern S e i t e  gegen Die 5lv< eine ähnliche La* 
ge t a t  S u jw ifd je n  f6m m t man Doch oft bep SluflSfung einer ?luf# 
gäbe a u f  Dicfe © leichung, Da e# Den» ein Scroei#  i f t ,  D af ju ç  
öollftanDigen ÇSeïîcichnung jw ep g r a te  Linien erforDert w e r t e n ,  
w ie  w enn m an Die ©leichung für Den S c h n i t t  eine# fcnfred)tea 
Segel#  fud)t, ber Durd) Die ?l):c gehet. E in  u n t  eben Derfelbe £0*
garithm t öcm ^ « ^ Ä lt n i f f e  7 ,  fo n te tn  aud>ten»

_____  y  > é ~±_£______



QJcrWUnifTc E y ju . l2Bebet Die ©leichung x  =  / f , noch btc ©lei*
d>ungx =  / E f  ía n n  bcphcé jugUiclj au íb cú cfcn ; w ill  man cine 
©leidjung !>aben/ t>ic bcyhctf jugleid) auébrúcfí, fo m u ß m an  bey* 
&e jufammeñ ah h iren , oher wclchce einerlei) í(l bie © leidjungcn
** « = f  u n b e*;° =  r £  in einanber multipliciren. SBep obiger ?lrt, 
bie £i)petbel ju quabriren , enthielte bao S n te g ta l  bie Logarith* 
men her Sßerhültnijfe her poftttoen Stbfcifíen jur pofttipen Einheit 
fo w o h l / a lé  her negatioen Slbfcijfen ju r  negativen Einheit. Silfo 
m ußte  eine ©leichung heraus fommen / bie bepheé auSbrücfte, unh 
t>ie duadratríx  mußte au é  jw eyen © túcfen befielen / fo w ie  her
^egclfchnitt burd) bie ?í>e heé Sfegclö au é  jwepcn graben Linien.

• %é.+ ^
ñ I A * * k  \ •

§ .  1 4 '

£ r .  b’ Slíenbert b r a u e t  nocí) tterfdjiehene anhere ©tútibe ju  
b ew eifen , baß bie logaritl)mifd>e Linie einen ©urchmefler haben 
múflfe. 2íu f  her 191 unb 192 © cite ber O p u fc u le s ,  finbe id) fot* 
genhe © chlüfíe: © le  @leid)ung y  =  c* giebt fác unjáhllg« 2 ß e t *
ti)« so n  *  einen hoppelten <2Berth t»on y, a llem al nümlich/ wenn
x  =  3B ift ;  alfo hat hie logarithmifche Linie a u f  ber anfcern © eite  
fcer 2 l;e  wenigffrnö unjählig« punfta difereta. © ie ß  geben au cfj 
w o h l  anhere ©cometer j u ,  hie fonfi a u f  he# # e r r n  eon Leibnrfc 
© e ite  ftnb. 3d> muß aber bie SKichtigfeit heffelben leugnen, w eil  
«* feine anhere, a lé  pofttioe Sißertbe haben f a n n ,  w a é  a u c h *  be» 
heutet, (1  Slbth* §• 3i<) haferne ti  nur eine möglich« © röße ift, 
w ie  an  hem angeführten O r t  »orauögefe&t w irh . # r .  b’ Slfenbert 
gehrt noch weitet unb behauptet/ haß hiefe punéta difereta eine 
ftütige Linie auémachen. © e n n  fagt  e r ,  man muß »orauéfe&en/ 
fcaß c einen hoppelten SEBerth habe/ einen pofitieen unh einen ne» 
gatt'Pen, unh hieß heöwegen/ w e i l « h i e 3ahl i(l/ heren io sarit l)»  
men =  1 unh nach feinem © pftem jebem Logarithmen jtvep gleiche

»ertietnfer ©rófjetr. 73
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unt> < a^ « w igefe& tc  g a b le «  jugcbótcn. D i e f e t  lefcte © afc ifl/ w ie  
id) g lau b e/  hinlänglich w iD erlegt, a lfo  fällt Der gan je  B ero cio  ffic 
Öen Doppelten Stöerth Pon c w e g . Ucbcrbem ifl Die 95o rau # fc|u n g  
bicfcö Doppelten 2£ e r f t f  P o n c  De#wcgen unrichtig/ w eti  ein L o g a *  
rithm cnfpflcm , DcffenBaGs = —  efep n  fo ll ,  Pon Demjenigen Def* 
fen Bafis =  +  c i | l ,  fo g e w iß  unterfcbieDen fepn m u ß ,  al# ein © p *  
(lern, Dcffen B a ß s = i o ,  untetfchieDen ifl Pon Demjenigen, Deffe» 
Bads =  8/ oDer einer anDetn Pon i o  unterfchieDenen g a b l .  S e t *  
net ifl Diefe (25orauöfefcung wiDet alle B e g r i f fe  Der in Den a n a *  
Iptifcben ©leichungen oorFommctiDen beflánDigen © roßen. D i e f e  
múffen g a n j  b e f l i m m t  fe p n ,  fornohl in Slnfchung b e t  (S to fe ,  
al# aud) in 2lnfebung b e r  J l a g e ,  elje unD bcPor m an Die Sinter 
welche Die ©leichung autSDrucft, p etic io n e n  Fann. tDIan F&nnte 
fonft a u f  eben Die 2l t t  allerhanD fonDerbare © áfce betau# bringen. 
2 Benn # t .  D’ Jllenbett behauptet, e# habe mit Der ©leid>ung y = c x 
eben Die B e w a n D tn iß ,  w ie  mit Der @leid>ung y  =  \ / *  für D ie ^ a #  
ra b e l;  fo muß id> aufrichtig ge lieh en , Daß ich Dicß g a r  nicht Per« 
fichen Fónnc, w ie  e# eigentlich gemepnet fep. D i e f e  © leichung 
muß Deswegen quaDrirt w etD en ,  w eil  fie irra tio n a l ifl. D a #  ifl  
Die Utfac&e, w a ru m  weDer y =  +  v  x ,  noch y  =  —  v '  *  bie 
cabel g a n j  au#DröcFt, fonDern Pielmehr Die@lcid>ung y y = x .  # i e t  
muß a lfo  Die a u f  Die ^ o te n j  i  fchon erh&hrte ©r&ße námlich *  t¡* 
bepDe g e i l e n  haben. 5(bet ^)r. D’ Sllenbett wollte bewrifen, Daß *, 
Die © röße unter Dem Evponenten bepDe 3«id>en haben muffe. 2 Bie 
Da# nun au# Dem angebrachten Ejtempel Der P a r a b e l  folge/ wei# 
id> nicht» ^

§♦ 1 5 »

SOlit Dem Potigen B e w e i fe  PetbinDet £ e r r  b’ Slfeabert a n  
eben Der © teile  noch einen anDern. ( 1 2  S i g . )  E r  fa g t  f o :  m a n  
nehme a u f  Der 2lst D a  (ogarithtmfchen L in ie ,  einen ’JJunct ö  nach
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!R cn«bcn, fchneib« a u f  ber 9frc |W«p gl«idf>e © td cfe  A Q ,  Ö P  a b , 
unb ji«h« bi« ß r b in a t« n  A B ,  P M ;  fo ifl bi« ß r b in a t «  in f t  jw i*  
fd)cti A B  unb P M  feie mittler« ^ ro p o rtio n a ll in ie ,  rocidje a llem al 
«inen hoppelten ¿ ö e r tb  $ a t ,  G S  unb Ö R = — ö S ,  u. f. f. 3 n
bet $ h n t  ifl b ie f  eben b a s ,  »WH Die ©lefc&ung a u f r
brucft, unb $ r .  b ’?llenbert hietau« eben biefe ©leichung
herleiten fS m ftn . Sn jw ifch en  bleibt biefet © tu n b  für fich allein
allem al u n ju lä n g lich , » e i l  m an  fonft a u f  eben bie 51 tt  bewetfen
f& nnte, b a f  jebe L in ie ,  w enn gleich in ihrer ©leicfjung bie ß t b i *
nate y  eine rationale ganje  $un«fion t o n  bet Slbfciff« * i f t ,  ¡>cu/
nocfr au« jwepen gleichen unb ähnlichen © tfltfen  begehen müffe,
inbem es eben fo Piel i f t ,  a l s  ob m an bie ©leichung guabrirte.
© o  ift j .  € .  y  =  nxx bie ©leichung einet P a r a b e l  A S M ,  (13
»en bet fich eben fo beweifen l ä f L ,  fcaf jeber Slbfriffe A Q  jw cp
g l e i t e  entgegengefehte O tb tn a te n  CtS unb QJl jugel)6ren. SWan •
nehme uäroltch einen ^>unet D  naef) ©efallen jwifchen A  unb Q ,
unb P f o ,  b a f  A D *  : A Q . 2 =  A Q 2: A P a w i r b ,  unb }i«h< b i e O r /
t w a t e n  D E . u n b P M ,  fo ifl nun bi« £>rbniat« in ö j w i f f h e n  D R
u n b  R M  bie mittlere *Proportionallttii«,  welch« «inen Doppelten
2 Bcrtl> haben m u ß , Q.S unb Ö R  = — GtS. «Kan fa n n  b ie © ic fr
<fcung leicht fo tmid>ten, b a f  fie biefen Umftanb auöbtücff.
fep nämlich A Q = x ,  unb G l S = y ,  fo ifl D E  =  » A D *  unb P M
=  n A P 2,  folglich D E ,  P M  — nn A D 2. A P 2 ; baö ift aber eben fo
viel/  a ls  05* = « »  A Q A ober überhaupt y y  =  nn x*. @ 0  w en ig  -
bief« @ thlüjfe beweifen f&nnen, b a f  bieQJarabel a u f  bepben © ei*
ten ber Slbfciffenlinie A P  gleiche unb ähnliche © tücfe hübe; eben
fo w enig fonnen es jene ©chlüffe bes ^)rn. b’ Slfenbcrt Pon b«t
logarithmifch<n Linie barthun. 2 Bürbe man injwifchen b«p Sluf»
löfnng «inet Slufgab« a u f  jen« ©leichung y y  = n n x *  geleitet ; fo
würben bepbe P a r a b e ln  beSw egen, w eil  fie ben fogenannun £>tt
b«t A u fg a b e  au«ma<h«n, lu fam m en geh&ren. ^>i«eon i|t bie 5ln*

£  2 w«n#

\
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t®enbun<} ieidfrt fltif bie ioflaritl)imfd)e Linie ju  m achin. 3hr<
© ieid)ung e* » =  f  ift fut fïch fchon r a f io n a i , u n i  beêrocgen ift e* 
nicbt ücrfîattct fie ju quabrircn, tvofern ci nicht wegen anbrer 
© rûnbc sefd)el)cn muf}. © ie fe  ftnb aber borhanben, roenn m a n  
fie a(8 Die Quadratricem ber £i>i>erbel anftebet, n>eirf>c bie môg* 
1*4?«* Sl<5d;en ber .£>çperbel a u f  bcpben © eiten auibrûcfen foll.

§ .  16 , ; ;
A  #  k w ® *  W ■ ’ I  k  A  i  •

©egen biefe biéher bon mir brurtheiife £ef>w, bon ben beu* 
ben gieichen unb ¿tyniichen @tücfen ber (ogariihmifchen Sinie, 
mtt^f fîdf) £ r .  b’Sllenbert auf ber 222 ©eite foi^enben Bmeifei.
On pourroit faire contre l’argument tiré des aires hyperboliques 
une objection que voici, &  qui paroit avoir échappé à tous ceux, 
qui ont jusqu’ ici traité cette matière. Soit A P  =  x , PM =  «,

I
A C = a ,  & i; =  (a_x ) n «étant un oombre pair pofitiv; il eft

vifible, que cette équation fera celle d’une hyperbole du degré », 
qui aura pour afymtote C O , &  dont les deux branches BMQ, 

\ qmb, feront du même coté de l’A x e  Aa* Il eil vifible de plus,

que l’integrale de ou Taire C (i^ ï)n  —  i —

&  comme les deux branches BMQ, qmb, appartiennent à une 
ieule &même courbe, il femble, que cette integrale devroit e x . 
primer auffi faire A d  qrap, dans laquelle A p  eft > A C . * Cepen- 
dent elle ne texprime pas. Car quand *  eft > a ,  Pintegrale précé
dente eft toujours finie, au lieu, que laire A d  qmp eft infinie, 
étant compofée des deux aires infinies ABQ.C, qmpc. Voila donc 
un exemple ou féquation des aires n’eft pas aflujettie à la loi de 
continuité , quoique celle des branches le foit* Or dira-t-on, ne 
pourroit-il pas en être de même de l’hyperbole équilateré? 3  d)

mcrfe \)itbc\> an, bû§ in t>em ?(uébtucf ï>e$ 3 niegtaté A PM P

=  ï ïz f C û ^ i n - ,  ~ ^ i » )  ofjne Sw cifci m  S n ic ffe ty to  einsefcfcfU
1 d>t\i
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$ e n  fe p ,  unb baß ei - I b r  ftatt beißen müffc. £ i  i|t nüm*

+  C ,u n b  b icß3 ntegraf f o l l = o  fepn,

für x  =  o. 2l[fo w irb  C  =  —  (»J75 - «er  , unb fydx =  ¡ ¿ 7  
( (a— x ) " — — a*=r). © a  » ^ier eine grabe gai>( bebeufet, fo w il l  
icb « e g e n  mehrerer ©eutlicbFeit 2m f la t t «  fefeteiben; fo w irb  fydx

4  § K  4 J  l i J  A* • 3 \  i  f l  f  I . S  J  A t t f t  t  ,  #  S? i  .

( (- - : » ) —  n ^ r ) *  © ie fe  ©leiebung f o ü , w ie  *£)ert 
b’ Sdenbert g la u b t ,  für x > a  nidjt mebr gelten , unb jroar a u s  bem 
© r u n b e ,  » e i l  bieß 3 n tc g r a l  für x >  a allem al unenblicb, b i e ^ ä *  
ebe A Q.qmp aber, bie eö in biefem $ a l l  auäbrücfen follte, a llem al 
unenblicb groß ift. 5lb«r w aru m  Fann m an nid)t ^ier aud) fagen, 
es fep AQiqmp =  A B M P  +  P M Q C  —  pmQ.C =  A B M P  +  P M Q C  

PM Q .C  =  A B M P ,  ba in einem un|treitig richtigen <35er(lanbe 
bie S lä c b e  pmQiC — —  P M Q C  if l?  # r .  b’Sllenbert brücFt ftcb b i «  
fo a u i  : © ie  © leidjung ber Släcben fep b e m  (ßefetj b e r  & ta*  
t t g f e i t  nidyt u n t e r w o r f e n /  unb ei Foinmt biebep alfo b a ra u f  an, 
b a ß  bet © itin  ber O icbensart, e in e  I n t e g r a l g l e i c h u n g  fep b e m  
© e fe t j  b e r  < 3 t ä n g f a t  u n t e r w o r f e n  feftgefefst » e rb e . I2 ß i l l  
m a n  bieß fo erFlären, eine ©leicbung t o n  biefer 5(rt, wenn fie 
b ie  ö u a b r a t u r  einer Sinie a u ä b rü cft , fep a leban n  nur bem ©e* 
fefc ber © tif ig F e it  unterworfen, wenn baä 3 n te g ia (  för jeben m&g* 
iicben S B c rtb  ber Slbfciffe x  bie jwifeben benjenigen O rb in ate n  
enthaltene Släc&e auSbrücFt, ba&on bie eine bep i>in}ufe&ung ber 
befWnbigen ©r&ße beftimmt w o rb en , bie anbere aber bureb ben 
Cnbpunct ber Stbfeiffe gebet; fo muß man jugeben, baß obige
©leiefrung für bie ö u a b r a t u r  ber#pperbel./t;ix= —

a 2in—7) bem ©efefc ber © tä t ig fe it  niebt unterworfen fep. ?lbec 
altfbann i(l aueb bie ©leicbung y y i k  =  ~  biefem
© efc&nic&t unterworfen,wenn ijt, © e n n  biefe ber

.  • ä? 3  -



jg)pperb«( M P V m pF  (8 J i g . )  jugeb&cige <S5ieid>ung#> um«« odm(rtf) 
bie Slbfciffi»» * o n  N  gerechnet » e r b e n , unb N A  — « i f t , Drucft 
f ü r x  =  N r > »  ebcnfaÖS bie jroifcbcn P N  unb rt enthaltene “SiAd)« 
nicht aus* ^OBofem Dieg a lfo  ein B e w e i s  fepn foü/ Daß bie 3 n *
tegra(gleid>ung gar feine ju  eben bet Linie geborige g l i c h e n  meb»
«utsbtücfen f6 n n e, w enn x > a  i ( l ;  fo wibetfpticht ^)r. b’2llenbert 
feinem eigenen © p|tem  oon Öen bei>i>cn gleichen unt» ähnlichen 
© tücfen bet logatitbmifchen L in ie , benn r t  bat in bet ^ b a t  m it 
beyben ©leichungen einerlei) B e w a n b t n i f .

i. %  1 7 .  r ü  ¡ 1 ; . . .

«Dietne © ebanfen t o n  bet © acbe jinb biefe. © a s  ©efefr 
bet © tü t ig fe it  etfotbett n u r ,  bajj b a s  S n te g r a l  jebeSmal eine 
j»ifeben jroepen parallelen ß r ö in a te n  enthaltene Slücbe ausbriiefe. 
S i e  übrigen Umftänbe müffen es ergeben, »elcbe ß r b in a t e n  bie* 
Wenigen ftn b , $»ifd)cn benen bie SiAcfje jebeStnal füllt, © e t  2luS* 
litucf ydx giebt nicht allein b a s  © iffeten tia l  bet ftläcbe }»ifchen 
A B  u n t  P M  ( n ^ i g . ) ;  fonbetn es itf jugleicfr ydx b a s  © ifferen* 
t ia l  einet g lü d je  / bie a u f  bet anbern © eite  »on P M  liegt, u n b  
um  b a s  © ifferen tia l  a b n im m t,  w enn A B P M  um biefes © i f *
fetential an w ä cb st.  © n s  tfl bie U tfacbe, w a ru m  b a s  S n te g r o l  
fy ix  fo w o b l bi« e in t ,  a l s  bie anbere biefet S i e b e n  ausbtücfen 
f a n n , unb es ergiebt ftd) in jebem befonbetn 5 a B  ohne © ch w ie* 
t i g f e i t , »eiche fron biefen beijben f lä c h e n  oetjianben werben müjfe.
S B e n n  in bet ©leichung fydx= ( ^ _ L x\  ;™ -t  —  bie

Slbfciffe x  > a genommen w i r b ,  fo ift b ie f  3 n te g r a l  n e g a t ie ,  unb 
nimmt a b ,  wenn x  »foh^t* © i t f  ift ein B e w e i s ,  b a f  bi« b a*  
burdb auSgebrücfte S lacbe  a u f  bet anbern © eite  fron pm fade, » e l*  
ehe bet m i g e n  entgegen gefegt ifl. «Dian nebme a n , bie 2(ye bet 
Sibfcijfen fei) a u f  bcpbtn © eiten nad; S unb s bis ins Unenbliche 
Verlängert, unb jugieith b it  bevben jugebitigen  ?fe|ft bet Frutn*

%
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men L in ie  nach V  u n b c ;  fo ctl);Jicf, b a f  bie S lä d j e  vmvs a b n e h * '  
m e, w e n n  *  w ä c h st ,  fo w ie  es bet 3lust>rucf öes 3nt<ata(tf «t*
forberf. Ç û t  *  =  o o , Wirb tmö 3 n tc g r a l  =  —  ffierfrzser,. S û t  
x =  —  oo behält b a s  SntegtiJi beufelben S B c rtb ,  ba es D ie$läch« 
A B V S  a u s b rû c ft ,  b ie f  erhellet b a r a u ö ,  w e il  es noch w eiter ab* 
n im m t,  w en n  — *  Weiner w ir b ,  © o  brüeft es für *  =  —  A R  
bie S l ä d ) *  A B N R  a u s ,  fo fange b i S *  =  o i f t ,  Da bann D a s 3 n* 
tegral w ieber eerfchwinbet. © ie fe m n a d j brütft b a s  S n te g ra f ,  
w enn * > «  genommen w i r b ,  bie g lächen pm t  unb V S A B  jufam * 
men gen om m en  a u s .  @ o  fon berbat b ie f  fcf>etnen m&djte, fo ge* 
w i f  ift e s ,  b a f  es b am it  feine »ölfige 9wchtigfeit h a b e ,  unb b a f  
es eben bieburd) t>il(ig einleuchte, w ie  bie f lä c h e n  a u f  bevbea 
© e ite n  burch einerlei) S n te g ra lfo rm u l auSgebtücft w e rb e n ,  ober 
w ie  Sjx. t f ’Jllenbett rebet, nach bem @ef«$ bet © t ä t ig fe i t  ju fa m * 
men h ä n g en , © a s  anfeheinenbe fonbetbare rühret bioS eo n  Dec 
ÇBotauSfefcung h « ,  bie m an b«i> her Slbbition bet beftänbigen 
© t& fe  angenommen hat. E s  fa n n  nämlich bie beftänbige © r& fe

—  nicht hinju fom m en , w ofern  m an  nicht »orauSfefct, b a f
h a S  3 u tcgrat  =  o feon fo l l ,  wfcnn x  =  o ifl. 2lbet bie natätlichfle
SSorausfefcung i f t ,  bas S n t e g r a i  — o ju  fefcen, w en n  x  =  <» ifl, 
i a  bann bie bejlänbiflc © r 6 fe  =  o ,  unb b a s  3 n t e g t a l  fydx

—  (ain -n ^ j j-aJ ü ct  w ir b .  9lu n  btûcft es für x  >  a bie (jiäcfte

pmvs a u s ,  unb b a s  3 n t e g t a i  ifl jwifchen ben © rän jen  x — at unb
x — +  oo, negatio. SEBirb aber *  n e g a t io ,  fo w irb  b a s  3 <itegtal 
pofitit», unb btücft j .  E .  f u r *  =  — A R b i e  gräehe V S R N  a u s ,  
welch« w ä c h s t ,  w en n  A R  a b n im m t,  fo w ie  es b a s  3 ntegrai »et*
langf, fu t *  =  o ifl b a s  S n t e g t a i = f r ~ T ^ h t t  / welches b k  $ l ä *  -

(he V S A B  auSbrücCt. SEßith x  p oftti» , fo w ä c h st  hiefe $ läch e  
uoeÿ ô b e t V S À B  h in a u s ,  b is  fie f ü t * = < »  unentlich/ u n b f ü r * > < i

wi«»
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wicber negatw  roirb. © u rd )  Die SBorauöfeijung a l f o ,  t>a§ Da* 
3 ntegral =  o fcpn fo ll,  wenn x = o  ift,  »erminDcrt m an Die g a n jc  
9ieil)C Des pofitiocn f lä c h e n  um Das © tü c f  V S A B .  S B c n n  aber 
eine poftti&e »etänDerlichc @ r6ße mit einer auDcrn negativen nach 
Dem ©efefc Der © tä t ig fe it  jufam m en b ä n g t ,  unD o Die © r ä n je  
jroifchen bepben i f t r fo fan n  m an Die pofitioe © r6 ß e ,  nicht um  
ein geveiffcs © tu ef ocrniinDctn, Daß man nicht Die Damit ju fa m *  
men hängenDe negait&e um eben DiefcS © tü c f  oermehren follte. 
<25erminbert m an bie pofitioen Slbfciflen einer frummen Linie um  
bie befWnbige ©t&ße b Daburd), baß m an ben 2ln fangSpunct Der 
SJbfciflen um  bie © ifta n }  * tjorw ärfö  r ü c ft ;  fo werben jugleich alle 
negatioe Slbfciffen um eben Diefeö © tu e f  öermehret. SEkrminDert 
m an  Die pofitioen £>tDinatcn DaDutch, Daß m an mit Der »origen 
§lbfciffenlitiie eine anbere in bet © i t f a n j i  parallel le g t ,  fo w er* 
Den jugleich alle negatiee ß r b in a t e n  um  eben biefetf © tü c f  ecr* 
g to ß e tt .  © fo fet  UmftanD hat nur a K b o n n  © ta t t/  w enn bie po* 
fitibcn QBerthc mit Den negativen nach bern ©efefc Der © tätig #  
fe it  jufam m en l e n s e n .  Stlfo giebt er in Dem obigen S a l i  einen 
B e w e i s  a b , Daß w itflich  bie gläctyen V S P M  utiö w p »  nach bem

©efefc bet © tä t ig fe i t  »etbunben ftnb. 2 B en n  m an dj  =

fe $ t ,  unb Diefe ©leid>ung eon|truirt, oberwelchetf einetlep »fl, Die 
G uadratricem  her Jg>pperbel y —  »etjeichnet, f# w irb  bieg

alles  babutch »olljfänbig  erläutert. A llein  ich enthalte, mich 
barübet w e i t lä u f ig e r  ju  fe p n ,  ba bieß in bet ^ h a t  bekannte 
lO in g e  ftnb. '

§• 18 .
3 ch  g lau b e  nunmehto •feauptbe*i j i u w  v »  » i u i t i n v i ; v u  /  v w p  v n  ^ 4 / i v u u / (  v i r  » y w u y i v i ?

w etfeö , w o m it  «&ett b*2l(cnbcrt gegen Dem i> tn .  twn Leibnifc bie
2 M s '



SKogiidjfctt ber îo sa r itb m e n  s>etneintet©r5f;cn/ Ijat ert>cirt<n » o l*  
(en , b&llig iné Licbt gefefcet fei). £>b biefetf gleicb bin^nglicb iffy 
ba$ ganje © çflcm  beé .fctn. b’ Sflenberté »on ben Logarirbmen »et* 
neintet ©rôfjen ju tt>iî>cricgcn ; fo n>irt> cti bodj niebf unbienlid) 
fcpn / aucf> bie t>ornebmfien üon benfenigen © rü n b en , welebe # r .  
î^ ic n b c t t  inêbefonbere bem # r n .  Euler entgegen gefefct bnf/ ju  
prfifen. 3 0  l>at>c fcfjon im 2 § .  angefübret, bafj # r .  B e rn o u lli
tinter anbern biefen Bett>ei$ gebraucbt b«be: roeil r j l  =  ,  fo 
ftp 1 —  x  —  l +  x. 4)ierauf antroortet -Ç>r. Euler mit iKedjt, man 
fônne aué ber ©leicbbeit ber D ifferentiate  a u f  bic ©leicbbcit ber 
Snfegraie  nicbt fdjliefeen, meil bie 3n tegrale  um eine beftànbige 
©t&fje unterfcbieben feçn fônnen, biebep ber d if fe re n tia t io n  »veg* 
fdllt. ® o  ift bi«r roirFlid; l —  x =  l x  + l — 1, m oraux té g a n j  
beutlid) erbellet/ m a r u m i /  —  x =  d l  +  x  »verbe/ obne baf? beg* 
wegen i —  x =  i + x  fep, tvofern man niebt f^ o n  eorouéfe^t/ b a f  

. / —  1 =  0 fcp, roelebei bocl) erfl bevoiefen »terben foil. SDîan f&nnte 
alfo a u f  eben bie Slrt beroeifen/ baf? lnx =  lx fcp / »veil d. inx

— n-4nc-=Ç =  d lx;  ein @ a &  üon bem & r ,  Euler fa g t ,  bafj ibn 
Jfrr. BetnouU i felbft ol>ne gtte ife l für falfd) erfMren roûrbe, unb 
ten ja »t>ol)I ein 3 eber für falfd) erEMren mu|j. 3 n}t»ifd)en tbut 

4br. b ’ illenbert niei)t, fonbern et fagt auébrücflid) : j e  ne v o is
pas ce que cette conséquence avoit de choquant. ©0 mie fief)'
$ r .  b’ î?llenbertaber barüber erflàrt/ bat freçlid) ber @afc lnx =  lx 
nicbtê anft&fjigetf/ tvetin namlicb t>on »erf4>iei»erten 0»>|hmen 
bie 9ïebc ift. 2lber in cinem unb eben bemfelben @i>ftem fan n  
bod> trobl unm&gljçb fox =  lx fc ç n , unb bief ifl té, »\>a$ aué ber 
obgebadjten 2lrt }u fcbliefen folgen tx>ürbe. Qé ifl d. lo g .  natura-
lis nx =  ~nx unb d. log. nat. x  s= — , alfo itmrbe log. naturalis nx 

=  log. nat. x  fepn  ̂ unb bie§ ifl té, beffen Unmoglicbfeit «£)t. Eu*
1 «  bebauptet. i ) r .  b’ Sflcnbcrt felbfl tvill ja  «ucb ncbft bem i» rn .

• '  ? Ber*
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B e r n o u l l i  a u f  b iefe5irt  beweifen, eS ftp lo g .  n a t .— * = l o g .  n a t . + * v  
© o d )  iO  t«u f  auch baSjenige nicht »erfchweigen, w a s  ^ r .  b’ 2(fcn* 
b « t  bepbringt, um  biefeS all«! ju  recf>tfcrtigen. En effet (fo  heißt 
es a u f  ber 19 4  © e ite )  qu’ e f t - c e  q u e  Ix en regardant x  c o m m e  
r o rd o n n ée  d’ une L o g a r ith m iq u e ?  c e f t  le logarithme du rapport d e
x i  une ord o n n ée  b, q u e  l ’on prend pour unité ( # r. b’ SHenbett
n im m t a lfo  an biefer © telfe felbfl ben B e g r i f f  eines Logarithm en 
fo a n ,  w ie  ich ihn im  13 § .  ber i 2lbtl>. gebilbet habe.) Q.ueft
ce que fax ? C e il en general le logarithme du rapport de nx 
à une ligne quelconque c ,  que l’on prend pour l’unité. Si on fait

HX X  HX
c =  b on trouvera aifément, que log. —  =  / — +  / — , ou Inx =

c • b b
t /  ̂ v" I; f ftdC X  *
■ lx + ln\  mais fi on fait c =  nb, on aura l~r = l ^ z = l x .  En ge

neral il eil évident, que fi on prend In pour zé ro , ou ce qui 
revient au même, fi on prend « pour reprefenter Tunité, Inx fer» 
égal au logarithme de x. Pourquoi donc en prenant —  1 pour 
reprefenter f  unité, c’ eil a dire, pour le nombre dont le log.= 0 , 
n’ auroit - on pas Inx =  /— •* =  lx ? Entwcber bic bisherige Theorie
»on ben Logarithm en muß g a n j  um gearbeitet w e rb e n , ober a d e*  
biefeS w ill  nichts weiter f a g e n ,  a ls  fo o ie l :  © i e  Logarithm en 
ftnb gleich t w enn bie SSerhMtniffe gleich f in b , unb es heißt t— x
— l + x  nach ber eigenen E r f là r u n g  bes .£>rn.'b’ ? llen b erts ,  bie a n  
biefer © teile  w enigflenS fel)t beutlid) angetroffen w i r b ,  nichts a n *
berS t a l s  £ 7  =  ¿£7. £ r .  b ’ ?flenbert g iebf nämlich j u , baß inx 
nicht = / * f e p n  fbnne/ w en n  bie Einheiten einerlei) f in b ,  w o m it  
m a n  x u n b  nx vergleicht, © a g e g e n  fagt  er ,  w enn bie Einheit/ 
w o m it  *  oerglichen w itb  — b,  Diejenige a b e r ,  w o m it  m an nx »er* 
gleicht =  nb genommen w e r b e ,  fo fep ix =  lnx; b a s  heißt nach fei*»
net eigenen E t f l ä t u n g / ^  =  £♦ h i e r a u f  folgt nun ber Sufafc:
■wenn a lfo  « =  —  1, o ie t  —  1 f e lb f t  t>ie itin^ tit  i( l ,  w o m it  m a n

8» SÖött fcett 263<»rif^mm
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«x, f o n u n * — x f f î ,  »ergleichf/ w o ru m  folífc nicht /»x =  í— x = / *  
fcpn ? Dcmnad) fann hiefe ftra ge  nícbté an b crë , a lé  fo »ici fagcn
» o llen  J SEBarum foUte nicht ^  =  £ 7  =  i r  fe»n? haé  h«t 9M«' 
manh be|tritfcn, uní) t i  w irb  nie Beitritten w e rte n .

■ * V r ' -  ;  § •  1 9 -

r. E u ler  g e fa g t/  w enn m an hie @ icich un g/»« x= /x 
gelten ia j fe ,  fo beftehe bic iogaritljm ifdje Linie nicht au e  jwepen, 
fonhetn unjáhH g »ieien (gtü cfen . ?luch biefe fto lg e  láugnet £ r .  
b’ 2 llen b < rt, unh j w a r  fefct er h it  Urfache h in ju :  w enn m an Jnx 
=  J x fc fe e ,  fo »etrüefe m an nur hen ?Infang$punct her Slbfciffen, 
Slüein f o  »iel ich e in fah e, w ith  hieburch h e r @ i n n  her @ tre»tfra* 
ge w ieberum  »on -Ç)rn. b’ 2llenbert g a n j  »erdnhert. B e p  ihm ift

TI X

inx fo t)ie( ate /-» ; w enn nun in her (ogarithmifchen Linie B M N , 
t i e  £>thinate P M  =  x ,  A B  =  1 ,  ( 1 2  g i g . )  unh a(fo A P  =  ix  ift; 
Wenn ferner L N  = » x  unh G H  =  « ift,  fo ift freilich G L  =  A P

LN . £
=  Igh — 1 » ,  unh a ifo  A P  =  Inx —  ln ohet A P  +  ln —  Inx =: G L
+  1». cg jiu  man alfo nunmehro wieher x ) t a t t « x  fchreiben, unh 
hie ©leichung G L  +  /n =  /x flatt her »origen A P  =  /n nehmen/ fo 
heiße hieß freplkh n u r ,  ben S lnfangspunct her Slbfciffen »on A  
n a O  G  rúefen. 2lbct bcpm <£)r. Euler heißt inx nicht fo »iel altf
H r ,  fonbern »ielm chr fo »iel a lé  1— , w o  ejjen biejenige E in h eit  
»erftanhen werben m u ß ,  w o m it  man x  »ergleicht. S B tire  n<5m*
lieh her (Schluß richtig S r ï  =  l £ r ,  a l f o / — x  =  / + x ,  fo müßte

p W Jt St

man auch fchließen f&nnett, - h * =  -x ,  a l fo / » x  =  / x ,  w a $  aucfr 
»beheutet. E é  fan n  hemnach » lebe Linie bebeuten, hie »on her* 
jenigen untetfehiehen ift/ welche man =  i  gefegt h a t :  unh w e n »  
hieß ift  i fo w ith  hie ©leichung A P  =  inx fúr jebe SJbfciffe un* 
láljlig  » i e k  ¿Otbinaten g e b en ,  unh a lfo  hie Linie unftreitig unjáh#

y . - £ 2 Hg
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l ig  biele betfchiebene 5ieflc bcfom nun. UebrigenS i(t té  etn« off* 
gemein bcfannte © ad > e, bafj j w a t  cinc unb eben bicfclbe loga* 
tithm ifdK  Linie u n jáh lig  Diele Logarithmetifofieme auibrÖ tfen f&n* 
n e ,  aber bicfj aut¡ feinet anbetn Urfaci>e/ a lö  » e i l  man bco bet 
«rflcn ÇBorauéfefcung bie $ r e o b « t  b û t ;  bic © u b ta n g e n te ,  obet 
wclchcs a u f  ciné hinaus l a u f t ,  ben Logarithmen cincts angenom * 
menen ÇBctbâitnilfcê burch icbe beliebige g a h l  auSjuörücfcn. Ç g  
ift abet aud) fernet auégcm acht, bafj ftch b as  © pftem  fogleich »5n* 
bete, wenn m an bie 0 u b t a n g c n t e ,  obet auch ben Logarithm en 
eben bcffclben SBcrhÄltniffeS, butch eine anbere 3<>hf au éb rú cff.  
SEBcnn a lfo  in bem erfftn © oftem  X = / f  g ew efen , fo fann in

# fl X
bem jw eotcn  K — i— fepn. Siber fobann ift in bem jw eotcn nicht 
mehr *• = £ /  wofern man nicht glauben w i l l ,  es fönne j.  
im  briggifchen © oftem  h o  =  hx\o =  l ix io  — l^xio u. f. f. fepn. 
C s  fei) a lfo  in bem jwepten @i)|tcm L  =  /? bic Bafis bes erfîcn e,

bie BaQs bes jweoten b, fo w irb  / * =  x , unb b L  =  * .  SSSenit

nun b =  é1 , fo w irb  eX =  ê ,  folglich X =  (¿L ,  obet L  =  *  ;
- v  i  f t

unb bet Modulus bes jwepten © p fie m s =  7- ,  w enn bet Modulus
r

fceS etfîen =  i  i f l .  Sille* biefes fïnb g a n j  befannte unb u n láu g*  
bate © à fc e :  a lfo  w itb  b e r © a j j ,  b a f j t e  =  /«x fei;n fón n e, w e n n  
m an ihn fo erflá tt/  w ie  ihn ein 3 c b c r  natürlicher S B eife  octfíehcn 
w i t b ,  nut jujugebefr f c ç n , wenn co n  oetfchiebencn © oftem en bie 
S íebe ifl. € s  feheint, bafj Sjt . b’ ?(lcnbert bicfj aud; enblich fclb|í 
eingeftehe. (Sr fefct aber h in ju ,  w enn gfcich jugegeben w ürbe, 
bafj bie Sßotausfefcung inx — lx  n u t  Don eerfehiebenen © vftem en  
g e lte ,  fo w útbe boch nicht fo lg e n , bafj auch bicfj noch beu bet
ÇBorausfefcung t— x  =  i+ x  w a h t  feo : benn et habe b a s  © egen* 
(heil bewiefen. © a f j  b ie f  gefchehen fc o ,  mtifj ich t>erm6ge b e i
Z o t i g e n  leugnen. # t ,  b’ 2llenbert h«t nichts w eniger bewiefen,

a \t
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g a r  nicht/ w o r a u f  h w  Die © ache a n fo m m t.
, . * : » • * + *« 4  1 , +

§•  20.

2t>enn SBcrnoulli behauptet hatte, ts fet> /—  1 =  /+ i = « ,  
fo folgert £ r . € u l e t  b a r a u é ,  c$ muff« bemnad) auch /v"— 1 = 0 ,
p \  ~ T = 0  fepn u. f. f . ,  w o m it  a b e r ,  hie fonfl beiannten Lehren 
»on hen unmöglichen ©t&ßen nicht beflehen f&nnen. «£>r. b’ 2llen* 
bert finbet auch in hiefen f o l g e n  nichtö ungereimte*. ¿ r  fagt  a u f  
her 1 9 5  © .  E n  effet  to u t  fy f té m e  de L ogarith m es e i l  arbitraire 
en fo i ;  &  il  e i l  c la i r , q u e o, o, o, o, & c .  form ant une progreflion  
A r i t h m é t iq u e ,  j e  puis audeffus d’ une p rogreflion  G é o m é tr iq u e  

. q u e lco n q u e  im aginer une fu ite  de  z é r o s ,  qui feron t chacun le s  
lo g a r. du nom bre qui le u r  rép ou d . A in f i  pofant o pour le  L o g a 
rith m e de 1 &  d e  —  1 .  j’ aurai o p o u r le  L o garith m e d e  V-— i &
d e  ■' +t ~ »  §lber hci§t baö nicht wieher hen © i n n  her © treitfra# 
ge g a n j  tte tin h ern î ® i e  g r a g e  ifl niefct; ob ftd> ein © p flem  an* 
geben la jfe , w orinn i + 1 =  /— i — i v  —  i  & c .  =  o fep; etf ifl 
t>telmebt hie S t a g e ,  ob in hen gebrt5ud;lid)cn © p fle m e n , imSftep* 
perfe^en, B r ig g ifd je n  unh a n h e tn ,  hie b aoo n  nad) einem beflân* 
b ig en  M o d u lo  abhângen /—  i, W — i, unh f. f. =  o fep. 2iu f  hie 
Slrt fann ich behaupten, eéfe\>23. i 2  =  =  io©2; unh w en n  m an 
m ir entgegen fe fjt ,  biefj fep w ih er alle 5K e d )n u n g é rcg e ln ,v fo  h a r f  
ich nur folgenheö an tw o rten . ® i e  ? i r t ,  w ie  w ir  utifete S a h le n  
fchreiben ifl g a n j  willführlitf). © t a t t  beffen, bafj m an hie erflen 
neun g ah len  butch einfache g i f fe in  a u é h r ô c ft ,  fa n n  m an auch/ 
wie (2 B eig e liu é  gewiefen 4>at, hie e r f le n  fcrep g a h le n  htird) ein* 
fache S if fe tn  auöhrücfen, unh fohann hie 33Jerthe her (Slaffen Pott 
bet redeten gegen hie linfe # a n b  in racione quadrupla (leigen (af* 
fen, f la t t  beffen, b a §  ft« fonfl i n r a t i o n e  décupla  fleigen. © a n n

L 3 abe«
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aber i( î2 3  =  c i i f ,  uni) 12 =  fedtjé ; aber fechôm aleH f ifl fechi unt> 
fed jjig ,  uni) eben fot>icl Drûcft Die g iffer  1002 in Der angenom * 
menen Sßoratiäfcfcunc} au«. @ 0  w en ig  hieDurdj Dargethan wer# 
Den f a n n ,  Daß ti a cl) Dem einm al cingefufyrten DecaDifehen 5l lg a *  
rithmo 23. 12 =  1002 fcç : eben fo w e n ig  beit>eifen aud) Die 
@ d)lüffe Deé .£>rn. D’ Sllenbert, D a f in  b e n  gcbrâucf>ltc£cn 
f le m c n  t—  1 l v — 1 ,  u. f. f. =  0 f e p , unD Diefj ijl  eé Dod) eigent* 
l id ) ,  w a é  geleugn et wirD. £ r .  E u ler  fd)liefjt weiter, w enn i v — i  
=  0 fei), fo mûjfe D er@ a&  falfch feçn, Daüon felb(l^)r. B e t n o u U i  
te r  ErfinDer i f î ,  Daß Der £ a fb m e ffc r  (ïd) ju m  £>.tiaDranfen t>et* 
h a lte ,  w ie  v — i :  I V — 1 ,  unD h ierauf erwiDert .Ç>r. D’ Sllenbert
folgenbeé. Si dans cette propoütiou I V —  1 neft pas =  o, mais
imaginaire, cela vient du fyftéme de Logarithmes, que Ton fuppo-
fe dans féquation entre les arcs de cercle x & leurs Gnus x.  Eu

d* * d*V-i - ¿ * ________
effet dx —  v/( j— x x )  donne dx —  v ( x x — 1)— V - i ,V ( x x — j^id’ou

__ l _  V^~i_______
Ton tire * = y/_j Ç l f v  (xx — i) .  Cette équation appartient a un

fyftéme de Logarithmes te l,  1) que la foutangente de la Loga

rithmique, qui le reprefente, foit ç è j ,  ceft à dire imaginaire,
v ~  i ______________________

2) que le Logarithme de x +^/ (xx_foit imaginaire en donnant

3 x  toutes les valeurs poflibles depuis 0 jusqu’ a Tunité. C*eft un 
fyftém e, qui na rien de commun avec féquation de la Logarith
mique x  =. /t/, dans laquelle tf eft fuppofée toujours réelle* ?!ücin,
<ntwet)er t>ie Sntecjtûtioo ift folfd), ofcer toaé / bedeutet l)ier ben

f . v ^ - i______ . . ri ,
natürlichen Sosatittymcn ï o n xxx/ ( xx,— j ) ,  unb fccrê@9jlcm mag 

imtd) fcen Modul <¿7 fcerdnfcert roetöen, wie e$ wolle, fo muf
lod) Durch Die S)it>ijton mit Diefem Modul Daß natürliche ©9*

V - — I

flem  wicDet h ^ a u é  fommcn,unD «ifoarv'—  1 = lo g .n a t .  x + v / qcx— i )
f t p * «  ,  É .v. .. ■ p » r  . f
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f e g n , welches für x  =  i t>icfc ©leichung g ieb t f  v '— t =  lo g .  
aat.  y/— i  / uni) a lfo  giebt Jpr. £>’ 2licnbert h i «  j u ,  t a §  lo g .  nat. 
v — i nicht =  o feg. <2B aS  ubtigenß biefe 2lrt ©(eichungcit e ig e n e
lieh fa g e n  w ollen/ werbe ich balb  ausführlicher jetgeu.

$ r .  E u le r  bebienet (ich/ um ben fcheinbaten (Schw ierig* 
feiten in  her Sehre t>on hen Logarithm en a b ju b e lfe n ,  bes © a fc e i:  
i»4ß j e b e  (Stöße u t t iä l j l ig  v ie le  ¿ L o g a r i t h m e n  i>nbe, unh he* 
r e ih e r t  eben hieburd) £>ie $lnali)jin m it einer neuen überaus finn* 
reichen T h e o r ie .  SQSaS hie möglichen © röjjen b etrift ,  fo w a r  e< 
nur n o th ig  ju  b e w e ife n , baß / +  i fo w o h l/  alö /— i u n jä h lig  »iele 
SJBerttye habe, inbem ü b e rh a u p t l + a — ia + h  u n h * — ¿ » = /<»+/— t r 
fe$n m u f .  9tu n  ergiebt hie © leidfjung,  welche alle SB erthe  »on 
J +  i  a u S b rü c ft ,  e inen  möglichen <2B«rtl> biefes Logarithmen/ nüm* 
lieh ben 2 ß e r t h  =  o. ® i e  übrigen <2Bertbe (Inh alle unm öglich, 
© i e  ©leichung aber, welche alle <2ßerthe bon /— i  ausbrüeft, giebt 
für ö itfen  Logarithm en 0 a c  fe in e n  möglichen <2Bertl). © ie © le i«

<hung felbf\/ ifl folgenbe i  +  ¡ / : « = c o f  ̂ _ Z Z L r  —V— r
t r o r i n n r  bie halbe P eripherie  eines SifFelö / beflen ^ a lb m e ife r  
=  i/ y = / — i  unh n =  oe i ( l ,  x  aber a l le g a n je  g a h le n  beheuten 
fa n n ,  felbft hie o nicht auSgefcfclofien. © ie fe  © leichung nun giebt 
y =  ± ( 2 X —  i ) r  v*—  i ,  welcherSEßerth nie =  o fepn fa n n ,  fonhern 
allem al unmöglich i(t. 3 n jw ifch en  macht Sjr. h’ Sllenbert a u f  het 
197 © .  her O p u fc u le s  bagegen biefen Z w e ife l .  E r  m e in e t ,  a u s

jener ©leichung i +  y.n =  c o f  ( 2*~iT I 125  +  V — j ,  fin - 2^ ~ - r̂

folge nicht allein b te jen ige , welche # r .  E u le t  barau S  gefchloffen 
hat, fonhern noch überbem biefe © le ich u n gy =  0 , ober/— 1 =  ». 
S B en n  inan  nümlich in jener © leichung y  =  o ,  u n b «  =  «> fe^e, 
fo w e rh e  ft« ibetitifch, unh gebe 1 =  1 .  .£>r. b’ ?(tenbert hflt *«r*

 ̂ mutt)?



'* I I ■ 1» %

88 93ott &ett gogariftymm
• mutblid) fo gefchloffeni es fei) o:«> unenblid) f ie in / unb f&rtne al*

fo w cggelaffen w e r b e n ;  eben fo fep aucfr v —  i  unenb*
(id> Hein/ unb falle baber ebenfalls w e g : w e l k e s  betm 1 = 1  g ie b t ;  
h i e r a u f  muß id) aber biefeS erwibern. 2 Benn m an a u s  obge# 
bachtet © lcid )u n g ben 2 fiertb » o n y  betleiten, unb m it  bet © l e i *  
d)uug felb|i regelm äßig umgeben w i l l , fo muß m an erwägen/ b a ß  
tiefe  © lc id )u n g  a u s  cnblidjcn unb unenblid) fleinen f e i l e n  bt* 
Ocbcr baß bic enClicbcn ^ b e i l e  einaub'er a u f b e b e n ,  unb y in ein em  
unenblid) fleinen ^ b e i t  ber © leiebung enthalten fet). 9iu n  i(l  
b e f a n n t /  w en n  gleich unenblid) fleine © r&ßen fon|t gegen enblid)«  
t>ctfd)winbcn, baß bod> in ©leicfeungen v o n  bicfer?lvt  bie unenb*  
lid) fleinen © rb ß e n  felbjl untereinanber »erglidjen werben müffen,  
unb m a n  a lfo  alle enblic&e ©r&ßen etjHid) wegjufcbaffen babe, be*  
t>ot m a n  a u s  ber © leiebung weiter fd)ließen f a n n .  50?an m u §  
in  obiger © leiebung juerft unterfudjen, w a s  a u s  ber QSorauSfe*  
| u n g  *» =  oo fo lg t /  beoot m an baran benfen f a n n g j u  be|hmmen*
S fb e r b ie (S o r a u S f e ^ u n g * = o o  giebt i + y .  < » = i  i  V — u

Sftun lä ß t  ftcf> bet 3 B ettb  »on y nur burd) bie SBergleicbung betf

^ b c i i s  y *.«0 m it  ' T  V -— i beftimmen/ ba i  a u f  bepben @ e u
ten butd) bie © u b t r a c t i o n  w egfallt .  © o n j t  fa n n  m an beweife»,  

' b a ß  y i'ebet enblicben 3 abl gleicb fei). 5Wan fcfce j .  E t -  y =  3 / fo  
giebt b a s  aueb i =  i  / w enn m a n  w i c # r .  b’ ?llcnbert fd)ließen w i l l :  
alfo  ift aueb /— ’i =  3/ unb f. f. ?luS eben ber ©letebung g l a u b t  
^>r. b’ Sllenbert/ nod) a u f  eine a n b cre S lrt  b e n ’SBertb y = »  Ijcrju^ 
leiten. 6 r fd)licßt fo. SJian fcfce X  =  n =  oo, fo b a t  m an i + # : *  
=  cof.  2 r  =  — i fin 2 r ,  obet \ +  y.n — \ , alfo y =  o. Slllein
w e n n  bie © le id ju n g  i  +  « ; : » =  i  aud; richtig a u s  ber Q JorauSfe*

0

fcung folgte/ fo würbe man b o #  nid)ts weiter a i S y  =  o »  b a r a u S  
f l i e ß e n  fonnen. © a  aber n =  o©, fo i)l on ein g a n j  unbeftimm*

V  ‘ • (<5

« #

I



« r S B e r t h /  ben m an fe in esw eges  fo fçh.lechthin =  o fefcen fantt* 
Ueberbetn g i l t  Die »orige E rinnerung auch hier*. Denn es w irb  ei*

g  entlieh i  +  f r =  c o f .  (  -  v ' “  u  fin ^ 2 X ~~* ) •  5 ,b c«
fff* *r y

fin (2 T — *  )  ifl =  —  fin %■ =  —  £  ,  atfo  w irb  bieimehr i  +  r

=  !  +  *  i  / w e i t e s  y =  + ir v — i giebt ; unt> b ie f  ift ehe«
ber SGBerth/ Der gefunden w i r b ,  w en n  m an X = o fc^f, welches 
ber 9 îa tu r  biefer J o rm u ln  bollig  g e m ä f  i|î. 3njwifd>en m u f  id) 
auef) biefeS erin n ern ,  b a f  eigentlich X  nie unenblich g r o f  genom» 
m en « erb en  m üjfe, w ie fo g le ich  unten erhellen w irb .

§ •  2 2 »

©egen ben © a £  felbft; b a f  jebe g a h l  unjähfig  t>teie Lo* 
garithm en habe, unb gegen ben B e w e i s  befielben, w o m it  £ e r c  
E u le r  ihn beftatigef/ bringt £ r. D’ Sllenbert an ber angejogenen 
© te ile  weiter feine 3«>cifeI bor. S n jw ifch en  ijt er bod) nicht fo
fchlechtcrbingS mit bem £ r n .  d e F o r c e n e x  ju frieben, welcher in ben
Mifcellaneis focietatis privat® Taurinenfis ber Lehre beS £ rn. Eu»
1er b e t r i t t  ; er feijt ihm in bem Supplem ent au m em oire fur le s  
logarith m es des quantités n é g a t iv e s ,  a u f  ber 2 1 0  ùnb f .  © .  bcç
O p u fc u le s  Mathématiques folche S w e ife l  e n tg e g e n , bie auch ge# 
w iflferm afen wiber bie T h e o r ie  beS £ r n .  E u lers  gerichtet ftnb. 
A llein  ich hoffe, b a f  ich nicf>t allein im © ta n b e  fcpn w erbe, auc& 
biefe g w e ife l  ju w ibcrlegen , f e n b e r n ie p  biefer ©ciegenheit jugleicj) 
berfchiebcne Slnm erfungen heijjufiigetw Die Daju bienen f&nnen, 
biefe gan je  T h e o r ie  bon ber 5)îannigfa ltig feit  ber ^Berthe ber So# 
garithmen in ihr b&UigeS Lid;t ju fe^en. © ie  $(nali)fiS Des i> rn . 
E u lers  fc^t es a u f  er S w eife l,  b a f  D e r © a |  felbfl richtig fei)*, jeb.e 
3 a l) l  hat u n jäh lig  biete Logarithm en. # r .  bon © eg n er  fe&t im
I V  ^ h e i l  feines bortrefUd)en Curfus raathematici biefe Sinafpfîit
-noch boUftänbiger auSeinanber/ unb trägt Daburch ju r  9fu ff läru n g

g * " - »  • w i u i . i i w  w L  c l?#

„^ erttciitfet?  © r é  f e t t , -  8 $
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l ie fe t  $ h * o t f*  n Ö tt  w enig  bep. 3 n jw ifch en  fc^dtit bie T h eo rie  
noch in bet 2fbftcht unPoIlfMnbig ju  fepn, w e if ,  fo fciel m it befannt 
i f t ,  noch 9îiem anb gewiefen h a t ,  b a f  hie geomettifche (Eonftruc* 
lion  ade biefe unjahtigen Logarithm en einet g a h l  ebenfalls bat* 
f le ü e / uni» a ifo  bie ©epmetrie a u f  bie S t a g e :  weiches ifl bet Lo* 
g atith m u s einet gegebenen © töfje? gtabe eben fo »iele Stntwot* 
ten ettheiie, a i s  bie Sfnalpfis . E s  fdjeint m it bet SOJühe nicht 
unw etth  ju  f e p n ,  t ie fe  Untetfudjung P o tju n eb m en ,  nicht allein 

' D esw egen, w eif  ftch batau S  a u fs  beutiiehfte e tg ieb t, w oher t>iefe 
Sftannigfaftigfeit  ihren Urfprung habe ; fonbern auch um beSwil« 
len/ w e il  jich eben baburef) ein w eif  größeres Licht übet manche 
anbere hiemit »erwanbte analptifche T h e o r ie n  berbreitet, w ooon  
1>cr ?fuSfptuch beS # r n .  53etnouUi (M e ra . d e  F A c a d . ,  de  P rufle  
i 7 f  3. p. 148.) welchen auch # t .  Ä ae(ln et  bep einet ähnlichen ©e# 
legenheit einm al a n fü h rt ,  fonfl gelten möchte: une Analyfe ab-
ftraice, quon écoute fans aucun examen lynthédque de la que
stion propofée, eil fujette à nous furprendre plûtôt,  quà nous
écla irer. 58e»ot ich aber Die € ou (ltu ction  felbjt P o rtra g e ,  w e r *  
De ich }ufotDer|î einige w enige Die anafptifd;e ^ h « r i e  ftlhft be* 
tteffenbe Slnm etfungen »oran fefcen.

S k  , ' j  m  ■“  r  . 7 1 f  ‘K  * 7  * i   ̂ m %

§ .  2.3*
3 n Det etilen Slbtheiftmg Diefet 2(&hanblung w a t  m eine 

Slbpcht nur, b e n @ a |  überhaupt ju  bew eifen: 9 ewoÇrn*
l icken  © p f le m e n  (Tnb b ie  Æogavititmen negative? (ßvößett 
u n m ö g l i c h ,  b a  id> bann jugleicfc ©elegenheit h atte , b ep lâu fïg  
»erfchiebene Pon ben Z w e ife ln ,  bie .£*t. b’Sflenbert bagegen g e*  
macht h a tte / ju beantworten. 2lber nun fan n  m an w eiter fira* 
g e n :  JLafit ftej) Denn bet JLcgaritfyme einet negativen TSafyl 
gair  n iÿ t  burej) eine analytiftye 5 o r m u l  a u o b r u e fe n  ? 9) îan
m u f  mit 3 #  a n tw o r te n , unb bie S o t m u f  bie m an fucht, l ü f t

'  ,  »



lief) o^ti« ad« © cfjw ierigfeit fo  heraus bringen. Qi  fep e b ieB afis  
bet natürlichen L o g a r ith m e n ,  unb m an  f if}t ¡— a = p +  q y/'— ü  
fo muß — « =  cp+?v/~ '  jepn. SJian theile bepbe i jk r h ä ltn i f fe  « :i  
u n b — a :i  ober ep+iV/~* : i  in m gleiche*^h«M«/ unb fefcc ber Ä ü t *  
je w egen p + q V — i = / ,  fo erhäit m an  für ben « ten  ^l>eil eine# 
/eben biefer SßerhüHniffe folgenbe unb ef:m: i .  Q i  wer* 
be m =  oo, fo ift ei:mt i  =  i  +  A :  i  ( 1  2lbtbeil. § .  32.)/  a i fo
iP":  i  =  1 +  L :  i ,  unb ef =  (1 +  L)m =  —  a. 2Iui  b iefet
© ie ic h u n g m u ß  n u n / g e f u g t w e r b e n .  @ i « g i e b t  1 +  L  —  (— <*)*:m

u n b  a lfo  ift bie S r a g e ,  w a s  ( — a ) ,m  bebeufe? Q i  fep m «in« 
fet>t groß« 3«l)i/ aber noch nicht in ber © chärf« =  00 , fo ift 
fe in  S w e i f e l ,  b aß  ( — a ) , m nicht foUte unmöglich fep n , w en n  m
«in« grab« 3 al)i ift. Eigentlich nümlich t>at ( — ä)i:m fo  »iel« 
COBert!)«/ a l s  « Einheiten e n th ä lt ,  biefe ftnb aber g e w iß  all« un# 
m ö g lich ,  w en n  « g c r a b c  ift. 2 B äre  m ungerab«, fo würb« unter 
olfen biefen 5£Bertl>cn einet möglich unb negatio  fepn. 2(ber bie* 
fet  mögliche 2Bcttt>, w e l k e n  ( — a ) ” ”* haben fö n n te ,  w e n n »  
u n g e ta b e  w ü t e , fan n  hi«r g a r  nicht gebraucht w erben. Um  all« 
t>te übrigen <2Betrt)t a u f  e in m al }u überfeben, muß m an befann* 
fcrm a ß en  bie S a h l  — «  mit b«t allgemeinen g o t m a + ^ N ^ — 1 ober 
c(cof<p+ßn<p v — i  Dergleichen, welche j e b e g a b l ,  fte m a g  möglich
o b er  unmöglich fepn/ auSbtücfcn  f a n n ,  w en n  e = ✓ ( « «  +  ßß),

ß  * o 'U ^ : ß

f in $ = ^ i w — ßß) unö c o f $ = ^ (xxT ßß) > ä I l’0 *  =  c unb ß  
=  t f i n $ i f t .  @ efct m an  nun — « = c(coftj)+• ßn<})v/—  1 ) fo w ir b

C— ®)J *  =  c " "  ( c o f ^  +  fin 1) .  «Run ift im gegen*
w ä r t ig e n  § a l l * = — 0 ,  un b/3= o ,  offbcof<J>= — i ,  f in < b = o ,u n b
c — a. © iefem nach <P =  +  (2X— i ) r ,  unb (— a )tim =  1 +  f

—  * 7/2

= a , *> x  ( c o f  ±  v/— r fin ^)iebep ift nun

smtetnfe* ©rSgem ; *

Ä ‘ i  z  m
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» o t  rttfeti S i n g e n  biefeS ¡u n tetfen , baß jw a r  X  alle g a n je  3 a ^  
litt o, i ,  2 , 3  unb f. f. naef) bec 9icil>e bebeuten f ö n n e ,  aber nie 
«ine fo große g a l ) l ,  welche gegen m ein enblicf>eS Sßethültniß t>atv 
S B e n n  m an a l le  S B u r je ln  haben w o l l ie ,  fo müßte m an freplich

r i M M I l H r i l M M l i i l M l i i M i l l i  w*+«fo rtgeh en , bis 2X — 1 = « ,  o b e t X  = 
eine utigraöe S a h l/  fo w ürbe für X

2
m-f-i

i :m X-

I +  X:* ,

w ürbe. SSSüre nun m 

, heraus fotnmen i  •+•

t ,  unb ,bct 98or<iuSfc&ung

unb hat t)ier feinen a n b ern
i *  m
ju w ib e t  i f l ;  (benn a ' . ^ ' i f l  
2 ß c r t h ,  eetm öge bet 9 la t u t  bet $ o r.t» u l) , biefe mögliche n e g a tie e  
S B u t j e l  füllt a lfo  g a n j  w e g .  3 (1  m g r a b e ,  fo fa n n  oljnel>in feine 
ein jige  ^JBurjel möglich feijn.: ?lbet unter allen tiefen  u n m ö gli*  
chen 'ä ß u t jc ln ,  flnb nur diejenigen um  ein unmögliches E lem en t 
Don i  untetfehieben, bie aus, bet S o tn iu l  iljren Urfpruttg haben,

2 X — i  •<•• • • O iK — O i r
fo M n g e — —  unenblich f l e in ,  unb a lfo  c o f — _  ■■■ =  i  u n b

lin
2X

m
•  # ’  4

I T  ( 2 h
tn

O t  .i(t, unö biefe fonnen nur gebraucht w e r *  y
919 t*¥W 1 ' f 0 f f i .M ■ i <

ben. 3 « l ie fe t  <23orauSfe&ung alfo*. baß X  gegen «  fein e n b fü
• • .  • ♦ • •  f  , *  *  • ^  &

ehes S S erh ältn iß  befom tne, w irb  i  +
/
m ( i  +

( z X — \}ir

V' i ) .  E s  fep bet natürliche Logatithm e »oh < * = / ,  fo ifl a

x

t

u n b a ,:m = i ‘ m i0  +  A) =  i  +  m ,  a lfo  i  + f
tn

l
( i  + « )  ( i  +

(2X— i>r
m v/— 1 )

/ (2X— \)t V*
i +  — + ----------------

r  r  % > \ *

h i e r a u s  fo lgt f
m

tn —

i  +  d x  
w  —

fTf

i + < ( iX — 1>
fnm !♦

i ) 7TV* r / ( a X i) * V <

w w un ö

f  =  / -H (siä— i)?rV— i

n u n  i l
§ .  24*



-v. . 1 ,  . § .  2 4 .  *• »
3 »  tiefen  $ o tm u ln  bebeutet a ,:m bie pofitioe mögliche 

SEButjel bet £>tbnung « t > o n a ,  feine a n b e te ,  obgleich a ' :m f fa  
ftch ebenfalls »»t>ctfd)icbcne 2Bertl;e  Ijaf. © ie fe  SGBurjei, »eich«

hiet allein fcerftanben » erben  m u ß ,  i f i i  +»it » e n n  a — e unö
m

t '  ** =  i +  b ift. ^ J e i f  m an nun bei) bet gewöhnlichen 33crech' 
n u n s  bet Logarithm en pofttit>et © tö ß en  feinen a n b e r n , a l s  biefeit 
e in jigen  möglichen 9£ßcrth Don i tm  unb in SBettachtung jie* 
h e t , fo erhält m an auch n u t  einen einjigen SCßetfh fß t  t+a. g j ja n  
fefct nämlich alle mögliche pofttiüe Sßerhältniffe a u s  bem €lem en* 
tatfeethältniß  i  +  ib:i nach einem möglichen Evponenten jufam# 
m e n . © a s  E le m e n t a m r h a l t n iß  muß pojltiv  fe p n , . '» o fe r n  alle 
mögliche g a lj len  mögliche Logarithm en haben folien, ( i  2lbtl)eif. 
§ .  30). ?iber a u s  eben bem pofitiuen SlemcntatbcrhvUtniß laf*  
fen fleh bie pojitioen SSerhältniffe, auch nach e in em  u n m ö g l ic h e n  
iC y p o n e n te n ,  ju fam m en  feiert* E s  fo lg t  a lfo  nicht, w enn b a s  
E le t n e n t a m r h ä l t n iß  pofitiD » f f , baß bie pofttioen QJethältniffe 
t e i n e  «nbetre « le  m ö g lic h e  Logarithm en haben fo liten, © e n n  
m a n  nehme nun a n ,  es fei) bet allgemeine JluSbtucf bes L o g a r it ly  
tnen eines pofitiöen ^ e th ä ltn if fe s  b ie fe t : p +  q v — i ,  fo b a ß / + a  
= p + q V —  r i f i ,  unb es w irb  a =  eP+sv'-* fepn muffen, © e t
Sttirje » e g e n  fei) auch hier f + i ' /— 1 = / ,  fo hat m an ( +  a) 1 :m
=  e f m =  (  i  +  * X =  i  +  » 0  i +  A bie pofttioe mögliche 
SEBurjel bet ß r ö n u n g  w t>on « ifl. 2 B e n n  m an nun +  a =  *  +  ß  
V — i  =  ¿(cof<t>+>/•— i . f i n $ ) f e $ t ,  fo erhält m an +  3 = * ,  <P=ot

* ’ ■ - \ * % K if  ^v *
alfo fin$ =0, cof<^=: +1/ c = a9 $ = 2Xr,unb a t,m(c o f— — i  ^  *♦

fm — *• €$ fei) ber pofitfDe m&gitcfre 2Bcrtl) t>on a i:m =  i +  ^

l 2ÁT * r 2\ie f
f o » i t b a ,:m = ( i  +  -  ) (cof —  +  v — '} fi“ -¡¿¡-) — I +  m i »0

writeinfer © r ífe n , 93
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f t a t t X  » ie b e tu m  a t t e g a n j e  g a b fcn  o. i .  2 . 3 .  u.  f. » .  gefefct » e t *
ben fönnen.
fcaben, w en n  m an  biö a u f  X = i > »  gefom m en » A r e ,  5 l b «  bie§
» ü t b e  bie j»ei)te  mögliche 2 B u r je l  —  (1  +  i )  g e b e n ,  »etd>«
fc&techthtn auSgefchtoffen » i t b .  Ueberbem fönnen nur alle biejeni* 
gen ^LBurjein,  »etche t>on 1 um ein unmögliche^ E lem en t untet# 
fchieben f ln b , bet ©teic&ung «in © enuge thun. Sttfo b a t f  m a n  
n u r  biejenigen nehm en, »etche bie ^ o tm u i  g ie b t ,  fo lan g  X  g e g e n  
m fein enbticheö $8crl)<5ttniß h ^  9̂ «  b a t f  atfo X  nic&t unenb#
(ich g ro ß  nehm en, unb in biefet SBotauöfe&ung » i t b  1 +  1 =
, t  ' ) ( , + S * ? V - i )  =  i  +  i  +  2 *  ✓ - !  +  h ^ ± = I i
'  m — m tn — m — mm

c. • L* f  — t i 2 \rV -- 1 J l. 2 X f lV — I K rS D le f  stebt J-  =  - + - - - - - - - - - - y/— i + - - - - - - - - - - - - ,  unb /
^  ^  A f A  M M »  M M »in  ̂ iw . fw *  ̂ tn+m

t + a X rv / — 1. <23etmöge biefei S inafpfis  n>irb atfo baöjenige be#
( t ä t ig e t ,  » a ö  ich im 21 § .  gegen ben £ r n .  b ’ 2ttenbert erinnert f>a# 
fee, b aß  nämlich eigentlich X  nie uncnblid» groß genom m en » e t ;  
ben müffe. © a ß  aber betf £ t n .  b’ 2HenbettS SBorauSfe&ung einen 
richtigen 2 B e rth  »on y g a b ,  w enn m an m it bet ©teichung gehörig  
u m g i e n g ,  rührte b ä h e t ,  » e i t  a ttem at, » e n n  m an b i c s X = m  ge# 
fom m en  i ß ,  bie Sieihe bet SQBurietn » ie b e t  oon neuem a n fä n g t ,

§ ♦ 2 5 . ; • ' * * / 2
S lu f  bie unmöglichen © r ö ß e n ,  » e rb e  ich bie Sfnafpfln nicht 

« n w e n b e n ,  T>a fte f o » o h t  bon >£>r. E u te r ,  a l s  auch oon 4?rn. Don 
© e g n e t  »otlftänbig genug auSgeführet, unb bie 2 in » e n b u n g  teiefrt 
$U machen ift. *£>ier fa m  e i  m it  nur b a t a u f  a n ,  eö eöttig et>i* 
bent ju  m a ch en ,  baß niefrt a l l e  SEBurjetn, »etche bie $ o r m u i  
überhaupt geben f a n n ,  fonbern n ut biejenigen genom m en » e r b e n  
m u ffen , »etche von  1 um  ein unm ögliches Elem ent unterfchieben 
ftnb» 3 cf> fe&e beöroegen n ut noch biefe S inm etfung htn ju . 20 enn
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•  ^  ^  . .  ^  0

■ =  *{ft, fo i ( l / e =  I ,  rtlfo » i t b e , " , =  ( i + jy  (1 +  I ) = I
—  m

+  *  +  v'— i  =  i + * ( 1  +  z \ r v —  1 )  unb etf e n t lü ft  bie J o r»

m u l i  +  & ( i  +  2 X ^ — 1 ) ;  i  ölie B e r t h e ,  bie t>a  ̂ Siem entarpcr*
h d itn if  haben f a n n , » e n n  ein pofltiue# Enbftche* b a ra u s  ju fam * 
men gefefct » e tb e n  foll. Sfuf eben bie 2irt ftnbei m an a u s  bem
S . 23. i  + k  ( 1  +  (2 X — i)ir  \/— i ) t  i  für ben 2fu<brucf beö Elc»
mentatDethäitmffee!, baxau s ftch nUc negatioe Sßerhältniffe jufam * 

m m  fe|en  (affen. 3 en eö  SBeehältnifj fff =  ( 1  +  * )  1 -

unb biefeö =  ( i + i ü  1 —  ^  ^ TS/ *" r ‘  93epbe ^ e r b ä itn i f fe  
fan n  man a(ö fofd>e anfehen, b i i  baö gemeinfcbaftliche ?D?aa$ i +• 
jü: i  h a b e n ,  obgleich iehtereö g a r  nicht anbeni, a l s  nach einem 
unmöglichen Exponenten barau# jufam m en gefegt » erb en  fa n n . 
5((fo iß  b a t  Q ie rb ä itn if  i  + A :  i b a s  gemeinfchaftliche «Waas alict 
m öglichen, fo » o h l  p o fu io e n ,  a lö  negatioen ‘S c rh ä itn if fe .  SWan 
f a n n  aber jebe« pofitiPe <35cri>dltnif f o w o h l , a ß  auch jebei nega# 
t iP e ,  a u f  u n jÄ ^ ig  t>ieie Perfchiebene Slrten barauö jufam m en fe# 
$en/ » e n n  bie unmöglichen indices multiplicitatis nicht auögc*
fdjloffen » e r b e n : unb b ief  ift Der Urfprung Der m annigfaltigen  
^ B e r th e ,  »eiche bie Logarithmen einer unb eben berfelben 3al)i/ 
in  einem unb eben fecm felbeit © p j i e m  haben fönnen. © a ö  (Sg# 
jlem  bleibt baffelbe fo i a n g e / ( i  +  & )"  =  n:m bieibt/ o b e r ,  » e n n
m an  sr =  *  fefcet / fo  (ange / Cr +  s O ”  =  z  bieibt. 2lber nun 

» i r b  auch K *  +  iü "(co f< p  +  v — i  finep) =  ^  t_ v-~ 1 Cl1 ,̂)-
—  m

SGBenn atfo  nunmehro —  c o ^ +v/~ i = / gefegt  » i r b ,  fo er# 

h alt  m an «(cof<l)+ v*— i.f in < t> )= « /u n b  ( i + & )   ̂c o ^  ~
=  ( t  + * ) " * / =  ( i  + l ) m,  «nb / ( i  + 1 ) ”  =  / .  Siber ( r  +-£)"•

fa n n
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fa n n  febe gegebene g a h l  bebcuten, unb cti fann /  noch u n jä h lig e  
^Berthe haben. 5iifo gcb&ren alle biefe m annigfaltigen S B c rth e
t>on/bennoch ju  einerlei) @ o ) le m , beffen M odulus =  i  ifl. 9t u n  
m a g  x  bebcutcn» w a ö  es trolle ,  fo fan n  nmn *  = ( i  +  -£)" fe#
|c n ,  baö g iebi * ' m =  i  + L , « n b / = w x 1 '*— » .  =  / x ,  w o  a l f o u n *
(et allen m&glichett S B erih en  üon x j:n n ut biejenigen ;u nehmen 
f in b , bie eon bet i um  ein m&glid)eö obet u n m 5glid)c$ E lem en t 
untetfehieben finb/ nachbem /m & glid) obet unm&glich ift. © e n n  
bie übrigen f6nnen mi( Der <2$otauiSfe$ung nichi beffehen / b a f
i  + A  ba$ gemeinfehaftliche 9J?aa$ aller <3 erhäl(niffe feijn foU. U nb 
hiebuteh » i t b  bie ü&llige 5Kichtigfei( bet Slnalpfiö bes ¿ r n .  E u *  
lers etwjiefcn, w en n  er in feinen ©leichungen f t a t t X  feine anbere* 
a l s  enbliche g ah len  fc&i. - -;iV̂

§ .  26.
Sftunmehto fei) bie gleichfeitige £ i)p crb ei gcw&hniidjer maf# 

feit jwifeben ihren 2lft>mtoien, T V ,  X T ,  ocrjeichnei,  unb b ie h a f*  
be gwergajre C A ,  welche ber halben conjugirten ?lyc C E  glcid) if l ,  
fep =  i genom m en. 3)1 nun M P = 9  eine rechtwinflichie £>rbinate> 
ber a u f  bet gtvergaye bie ?<bfei|Te C P = *  jugeh& rt; fo hat m an 
für bie 4>i)petbel bie ©leichung y =  +  v  (xx— 1). 2D?an weiö/
ba§  beobe ,2Berthe nur fo lange möglich fm b ,  < i t e + x > + i  unb 
— * > — i  genommen w irb .  3 njwifd>en nehme m an C Q , < i ,  fo  
wirb » ;=  +  v ' ( C ö ‘ — i )  =  +  v ,r( i — C Q .‘ ) v /— 1. C0?an mache bic

O tb in a te  Q G  = +  v- ( 1 — CGtJ)  unb Ö H  =  —  %/ ( 1 — C Q » ) ,  f 9
tt itb  bie bet ?lbfciffe * = C Q .  jugeh&rige £>rbina(e «/ =  +  Q.G 1

unb ±  Ö G = C ^ Z 7 z=— y v — i.  © iefem nad) ift Q G  eine unm&g#
Iid>e O r b in a te  ber ^»ppetbel in eben bem <3 ierfianbe, in welchem 
C E  bie unm&gliche halbe eonjugiric Sljre ber £i>pcrbei heiße. E lf 
w i t b  nämlid; y = + y — j  f ü t * = o ,  o b e t y = + _ i .  v '—  1. S t im m t
'T- t ■. - y ^  •■■■ M i ’! ' , , — man
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man nun C E = C F = i ,  f o . w i t b  3 = +  C E  v — 1 ,  u n b + C E  =

v ¿ r  = — y V — 1 .  S lu f  eben bie Slrt Fann man fue a l í e * ,  bté 
jwifchen ben © tá n je n  +  i unb — i fa d e n ,  bie jugehörigen £>rbi* 
naten jeichnen, welche j w a r  an fiel) mögliche © roßen ftn b , aber 
beéwegen hier a lé  unmögliche ©rößeit in ber Stechnung PorFoni# 
tnen, w t i l  fïe JOrbinaten ber «£)pperbeí fepti fo lien , unb eé bod>
uicht |ïnb. SDían fcfce z = + V ( i — xx),  fo w irb  fúr bie # p p e t*  
b t l y z z z V — i ,  a b e r ^ =  +  v/ ( i — xx)  ift eine ©leichung fût ben
g irF c l,  ber au é  bem. 93íittclpunet C  mit bem # alb m effe t  C A  =  1 
hefchtieben werben Fann. ?ílle £>rbinaten biefeí girFeté f*nb un*
mögliche O rb in a te n  ber. ^çperb^l, w eil z =  dçzrt =  +  y  y ~ i  ift. 
Slber auch umgcFchrt, Aile £>rbina(en ber £ i)p etb e i finb unm ôg* 
liehe jOtbinaten beè girEcíé, w e i í j / = ^ v ' — i ijî. h i e r a u s  folget, 
fcaß bet SitFcl ein unmögliche^ @ tú c f  ber # 9P erbel fep, fo w ie  
bie £ ç p c tb e l  ein unmögliches © ttief b e i  S^Felé ift. ¿ e r  SirFel 
h ä n g t  mit bet H yperbel in jw en en  ^ u n cten  A  unb ß  ju fam m en . 
iD e sw e g e n  giebt tê S o g e n ,  bie in bet ^)ppctbel ben einen (?nb# 
p u n e t  j. Ç .  M ,  unb im ¡JitFel ben anbern S n b p u n et j. S .  G  haben. 
?IUe S o g e n  Pon biefet 5ltt Fönnen fo w o h l unmögliche S o g e n  bes 
3 ¿rFcíc¡, a lé  auch unmögliche S o g e n  bet H yperbel heißen. S e p *  
be Linien haben bep A  unb ß  eine gemeinfchaftliche T a n g e n te ,  unb 
fotm iren bei; biefen ^unecen jw cp  entgegengefefcte @pil|scn M A G ,  
N A H ,  inglcichen.wBF» «BE. ‘S ö e i l  ubetbem alle bie S o g e n ,  wet* 
che in A  fo w o h l ,  a lé  B jufam m en ftoffen, burch eine gemein# 
fchaftliche ©leichung autSgefcrúcft w e rb e n , fo ift feber Pon ben 
Pier S o g e n , bie in A  obet B jufammen ftoffen, feie Jottfcfcung ei# 
neé jeben bet brep übrigen. gwifchen jeben jwepen ^ u n e te n  a lfo ,  
baoon bet eine in bet £ p p e r b c l ,  ber anbte im girFel l ie g t ,  fallen 
u n jáh lig  »iele »etfehiebene S o g e n .  @ 0  fallen jwifchen M  unb G
folgetibe*. fr"

5Î  M A G ,
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net M i)  bicfc
M A G E B F H A G ,  unt> fibetbaupt M A G  +  a X r  f tt*

M A H F B E G ,  unb übetbaupt M A H F B E G  +  2 X r ,  reo K  
u n b  r  b it  eotljin  fd>on gebraud>te S e b e u tu n g  traben. 2 B e n n  n u n  
bet ?Iuébtucf A r e .  A b f c .  x  ben S o g e n  bebeutct, n>eíd)et in A  a t u  
f i n g t ,  unb b a  au fb & tt,  w o b i e  j u *  gel)6rige ¿Otbinate P M ,  o b e*  
P N  bie £ o p e r b e l  t t i f t ;  fo bejeic&net biefet 2lu$btu<f u n j & b l i g á i #  
le uerfd>iebene S o g e n ,  námlid> alíe fofgenbe.

A M ,  A E B F A M ,  A E B F A E B F A M  u. f .  » .  ¿ngteic&en A M ,  
A F B E A M ,  A F B E A F B E A M ,  u. f .  tt>. ¿ ) >Kv..*á

S B e n n  bie S o g e n ,  fo f¡d> fcon A  butdj E  erftrecfeu ¡ m it +  be« 
jeid>net roetben, f» m u f  m an biejenigen, fo fi<í> oon A  butd) F 
etfltetfen m it—  bejeicfynen. 2fIfo geb&ten ta l) in  alíe S o g c n ,  votU 
$ c  b i t  S luébtucf +  X A E B F A + A M  bejeicDnet, tv e n n X  a lle g a » #
je  3al>íen, 0. i ,  2 , 3 ,  u. f . » .  anbeutet. 5 Cenn betunad) bet 2fi« #  
t>tucf S e f t .  A b f c .  x  ben ?luáfd;m tt bebeutet, moeíc^en bet jebet 21b# 
fciffe x  jugeb&ttge S o g e n  bet .fcvpetbel einfc&íiejjt# fo bejeidjuet 
eben biefet Síuobtucf unjityíig  vicie »etfdjiebene 5(uéfd)nitte , bie 
alie jraifd)en C A ,  C M ,  unb ben &on A  bió M  fottgebenben S o *  
gen e n g a i t e n  fínb.

§ .  2 7 .

«Olatt t te i*  aitó ben befannten ©genfc£«ften bet £ p p e tb e í ,

b a f D . S e f t .  A C M  =  51 b e tb ie §

ifl  nid)t aflein ein © ifferen tiat  betf 2Iutffd>nitt$ , bem bet S o g e n  
-’ A M  }ugeb6tt, fonbetn cine* jeben a n b e t n ,  bem einet t»on ben 

fibtigen S o g e n  jugeb& tt, bie (id) Pon A  bié M  etfltecfen- © em #
' ' * • c dx dx
«ac& ift eigentlic{)D. S e f t .  A b f c .  * = ¿ T ^ Z T j j = ^ ( 7 - T * x j ^ r,

«-• :  u n b  '

\

%
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unb b u t #  bfe S n te g ra tio n  credit  m an Se6h A b f c .  *  =  4  t(x  +
✓ (xx— i ) )  — V — 1 x  i  A r c .  coix =  v — i. S e f t .  c o fx ,  in bet <23ot#
augfefcung n im lich  , bafj biefet Slugfchniit =  0 f e p ,  rocnn *  =  r ,  
w ie  tw in  b ie f  aucf> roitfltch eincr bon ben SEBetthen biefetf 2iug* 
fchnitt* i p ,  f u r x  =  o. g t d g t  m an a l f o ,  t»eiche$ bet naffirlich«
lo g a r ith m «  »on x +  V  (xx—  x) fc^V ' fo frdgt m an in bet $ h a t
nach ctt»a$, baf? a u f  unjdhlig »ieie »etfdjiebene 2(rten bean tw ot*
tet rocrbcn fa n n .  ( g o  lange x  Flctnet aid 1 1(1, w itb  SedV. cof*
|t»at f i t  ftch eine m&g(iche © tb f je ,  t»eii abet biefet 2(u$f<hnitt 
hiet aid ein ?fugfchnitt bet ^)i>petbel angefehen r»irb; fo i f l e t u n #  
mSglicfv S f o  *  =  i  i f l  biefet 2iu$fchnitt =  +  A r v ' - i ,  © * *
natfirliche Sogatithm e »on *  +  v' (xx—  1) ifl »erm&ge bet ^ o rm u f 
boppelt fo g ro fj ,  a te  biefet 2iu#fchnitt, a lfo  etfydfi m a n / + 1 =  +
a X r  v'— 1 .  3 n bet $ h a t  btticFt auch biefet atte hw erbolifche 
© cctoren  a u « , beren S o g c n  in A  anfangen unb toiebet aufh&ten, 
® ie  finb

A E B F A .
A F B E A , A F B E A

2 C e n n x > i  genommen roirb, fo hat m an l(x  +  v  (xx—  1 )  =  
sS e ft. A b fc .  x ,  b a i  i f l ,  /(* +  %/ (of*— j) ), t>at foigcnbeSDBetthe.
a  A C M ; 2 A C M  +  2 Se&. A E B F A ; 2 A C M  +  4  S e f t .  A E B F A ; 
U .f.n > . o b e t i A C M ;  a A C M  + 2 # V — 1 ;  2 A C M  +  4 r  v '— i ; 
u .  f . » .  affo  tiberhaupt / x  +  V  ( x x — 1 )  =  2 A C M  +  2 A  r  v — i,  

Welches m it bet S tn a lp f i , »&Uig fibereinflimmf. € 6  Fann nun
x + V ( x x —  1 )  cine jebe poftti»e m&gliche 3 a h l ,  bie > 1  i f l ,  au«» 
btficEen, unb man F a n n x a U e m a f  fo nehmen, baf} x + v (x x —  j )  
eincr § a h l  »on biefet ?(tt gleich w itb .  @ oU  x +  v '  ( x x — 1) =  1 +
A f c g n ,  fo roitb V (x x — 1 )  =  i + A — x.  ifl o ffen bar, t>a§
bicfi allcmal eine cinfache ©Icichung tocrbe: benn w enn mau-qua*

91 a  b r itt ,
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tr i t t/  fo « h ü l f  m an xx— i =  ( i + A ) * — 2x (1  +  A )  ■+■ * * ,  w o  x*
v/ „ ,, _ r (1+AV + 1 A A

nothroenbtg atfem ai ijcrauö f 5iit; f b t > n ( jx =  2( 1 + ^ )  =  +̂  ¿ ( i + Ä ) ,

wnb folglich a licm ai größer a lö  1 roirb. © e t  ?iuöbtucf 2 S e f t .  
c o f x v '— i  bejeichnet nun noch im m eteben fa lls  b e n / ( * +  \/(xx— i ) ,  
ober troie man eö auch auöbrücfen F a n n , ben l(x  +  v  (1— xx)
V — i .  9tun muß m an pich aber burch bie Seichen V —  1 nicht öet*  
föhren laffen / hier eine anbere Unmöglichfeit *u fud)en, a l s m r F *  
lieh ba ifl. © a  * > i  i f l ,  fo ifl v ( i — xx)  v — i eine m ögliche 
@ rö ß e . © e r  bPPttbolifche 2iuöfd>nitt, ben m an fucht, ifl w irF* 
lieh ein unmöglicher S irF elau ifch n itt,  w e il  man aber Feinen StrFei* 
«ußfehnitt fucht/ fonbern ben «ÖPPerbolifchen / fo i|l in bein 2iuö* 
bruci 2 S e f t .  co f.  x v —  i  bie Unmöglid;Fcit auch nur feheinbar* 
© i e  3 *id)fn S e f t .  A b f c .  x y unb S e f t .  cof. x  V — 1 finb nun äqui*
p ollen t, betin eigentlich ifl fei?t ber SirFelauöfchnitt unmöglich, unb
S e f t .  cof. x  =  — S e i t  A b fc .x v '— r. 20 enti m an bieß in bem 
Siuöbrucf Seft. cof. x v — i fubflituirt,. fo hat m an Seft. Abfc. x . 
© i e  möglichen Logarithmen finb alfo mögliche Slusfchnitte ber 
^ )pperbel, biefe aber finb juglcid) unmögliche äflutffchnitte t>eö Sic*' 
le l t f ,  beffen ©urchmeffer m it ber 2i>*e ber # p p e rb c l  e inerlei ifl. 
S ß o n  einer anbern Unmöglid;Feit ifl hier g a r  bie 9iebe nicht. Uebri* 
gen« ifl hiebep noch anjum crFen, baß ber?lu8brucF v ( x x —  1) fei* 
net S la t u t  nad) jroepbeutig fe p ,  m an Faun ihn a lfo  auch n egatiö  
n eh m en , unb fo hat m an überhaupt 2 S e f t .  Abfc. *  =  / ( *  +  v
(xx— - i ) .  Qt  ifl nümlich Permöge ber beFannten Eigenfchaften

bet # p p erb e(  — — -  =  * — — 1 ) / a lfo  ix — \/ (xx— 1)
= — l(x + V (x x —  1). 2ß e i i  nun ber 2iuefchnitt A C N = — A C M ;  
fo  w irb  A C N = — < i (x +  v  (xx— i ) = z i x — v ( x x — 1 ) .  SSSenn 
m a n  a lfo  in bem allgemeinen 2iu 6brucf 2 S e f t .  A b f c . *  =  / * + ✓
( * # — 1 )  b a d u n t w  Seichen braucht/ fo muß allem al bet 9fuöf(hnitt

, . £ t>et*
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»etjianben w e r t e n , beffen S o g e n  (idj Don A  bid N  ettfreeft. ? lbet 
f o l d x t  8u$fchnitte giebt cé w ieberum  u n jü h ü g e ,  unb alfo fünbet 
m o n  für Den Logarithm en eineö jeben S ru d ) í¡  fo lg e n b e :  2 A C N ;  
2 A C N  +  S e i t .  2 A E B F A ;  2 A C N  +  4  S eét,  A E B F A ; u . f. w .  obet

" ■ —  ■ r  « * *

2  A C N ;  2 A C N  +  2 i r v /— i  ; 2 A C N  +  4 * ‘ v '— 1 u. f. w .  al|o über*
h a u p t  I (x— V  (xx— 1) )  =  2 A C N + 2A r  V —  1 =  —  2 A C M + 2 A r
V — i .  <?ö lüßt (ich auch hier a l l e m a ( * f o  nehmen/ baß * — ✓ 
(xx — 1) jeben gegebenen eigentlichen S r u d )  auöbtücft, w o ö o n m a it  
fich eben f o ; w ie  vo rh in /  übetjeugen fa n n .

© ie  bisherige ^ e r je ic h n u n g , giebt <tffo bie Logarithm en 
«Her pofttioett gahfeit t o n  +  00 biö ju r  0. SOßirb nun x < i ,  f *  
w ir b  X + V  (xx— p  eine unmögliche 3af>f* :  SWan ïa n n  fie jefct

C ö  fey * = C d ,  fo ijl  Q G  =  y  (1— xx)l eine unm öglidje  O r b in a te  
fcer ^ w e r b e t ,  aber eine mögliche JOcDinate beö B i t f e l d  u n b ’ttcn n  
m a n  ben S e g e n  A G = p  fe$t, fo i(la. = c ó f p  unb v ^ r — •x * )  =  fin<i. 
S r a u c h t  man biefc 3luöbtücfe, ¡fo w irb  2 S e i t .  A b le ,  *  =  /(cof? +
finf i .v — i ) .  © ie © r ö ß e c o f ( ) .+  finf v/— i  i|l unm öglid;/ unb fte
hat u n jáh íige  Lbgarithw en / bie eberifatlö intfgefammt unmöglich 
finb. S e b e r  3 uéfthnitt nümlich/ ber jwifchcn C A ,  C G ,  unb bem 
Don A  nach G  jtd) erflrecfenben S o g e n  füllt/ Doppelt genommen/ 
iff ihe natürlicher Logarithm e. ¡ © ieflf S o g e n  finb aber

A G  »• A G  +  G B F A G ;  A G  +  2 G B F  A G ,  u . f. w .  ober a i $  
A F B G  ; A F B G  +  G A F B G  ; A F B G  +  2 G A F B G ,  u. f. f.

Silfo finb auch obiger ?Iuéfchnitte u n jü h ttg e ,  weld;e bie $ o r m u t  
ip  v '— i  +  A r v ' — 1 überhaupt au öbrü cft}  bähet ethült m a n f ( c o i )

- W  91 3 + ÜDP
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+  finp V—  i )  — f V — i  +  2XrV — i  hat flnp V— i .  © a #  SeUhe»
—  oor fleh, fo ift auch 9 n e g a t » , unD m an muß Die entgegenge* 
festen 2iuSfchnitte n ehm en , Deren S o g e n  fleh »on A  nach H  er* 
tfretfen , unD m an  erh ä lt/(co fp  —  fiup 0  =  — p v '— r +  z X »
✓— 1 .  Süßirö x=.o,  fo fÄUt G  in E  unD H  in F ,  unD e# « i r f r  
l + v — 1 =  +  ( i  r  v —  i  +  2h* v —  1 ) .  . <23eil m an  auch X = »
nehmen f a n n ,  fo ifl Dieß‘ Die bernoutiifche S iegel / 1 =  *  *>

/v'—  I
V— i ,  o D e r-^ — =  * * • »  unb e i  erteilet, Daß l v — i hier Fein

nnDrer, al# Der natürliche io g a r ith m e  »on v — \ fepn fönne. g i l t  
negative *  bleibt Die ‘S erje ich n u n g eben fo ,  aber nur fo la n g e ,  
alt» — *  < — 1 ift. E# » i t ö  nunmehro p > 9 o ° ,  Da Dann noch fin* 
«nttoeDer pofiti» ober negativ  fepn f a n n ,  obgleich cofp nun nega* 
tio  ifi. U m  nun hierau# ab ju n eh m en , w ie  Der Logarithm e eine» \ 
jeben unmöglichen g a h l  ftch gcometrifch »erjeichnen la f fe ,  D a rf  
m an  nur bem erfen, Daß fte alienial unter Der $ o r m  o +  b v —  1 ,  
begriffen fepn » e rb e .  © em n ach  nehme man pfo/ Daß t a n g p = f c *  .

w i r b ,  fo hat m an %  =  ^ aa+ib)/ c ° f ? =  v ( l+ b b )unt>‘H-hv~ l

= ( c o f p + f in p  v — i)V(aa+bb). SRun nehme m an A C M = /v'(aa-rW);
a ■ t

C Q  =  V ( a ^ W ,  M  Ö m n  Q G  =  V & & F )  ( m a "  m ß ß t t

Q H  n ih m en , » e n n  b negatio  » ¿ r e )  fo finD alle 2fo«fchnitte, De* 
ten S o g e n  ftch #on M  nach G ,  oDer auch t>on M  nach H  erflrecfcn, 
Diejenigen, «eiche m an fucht. © i e  h ie h «  gehörigen S o g e n  fm ö 
M A G ;  M A G + G B F A G ;  M A G  +  2 G B F A G ,  unD f.  f. ingfeichen 
M A F B G ;  M A F B G  +  G A F B G ;  M A F B G  +  2 G A F B G ,  unD f. » .  
»eiche# alle# Den euletifchen g o r m u ln  völlig  gem äß ifi.
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<?$ w eihe n u n  * = — i  = C B ,  fo i f t x + v ( x x — x ) = — i ,
*  r= i8 o ° ,  uni) ber S o g e n ,  r e e l l e  jwifcfjen A  u n b B  fa llen , ftnb 
le in e  a n b e te , a lé  A E B ;  A E B  +  B F A E B ;  A E B  +• 2 B F A E B ,  u.f.f.  
• b e i  auch A F B ;  A F B  +  B E A F B ;  A F B  +  2 B E A F B , u . f . f . b a r a u i  
folgt/ b aß  b it  Síuéfchnifte, benen biefe S o g e n  ju g e h ir e n ,  bop* 
.pelt gen om m en , bie natürlichenLogarithm en t>on— 1 fiitb. Unter 
l i e f e n  ifl g e w iß  Jeiner =  o ,  fonbern ft« flnb alU in  fcer g o r m u t  
Gegriffen t— i= + C 2 X + i) ir v / — i / unb ich furchte nicht, baß bie#
iit ^Bezeichnung e in w  Unrichtigfeit befchuibiget werben fSnne. 
«SBirb— x  > — i f o w i r b — x +  v  (xx— 1 )  eine negative 3<>bl< unb
«»id) h i «  ftim m t bie ^ ¿ y e ic h n u n g  m it ber Slnalpf« völlig  überein. 
€ é  fev x = — Cp, unb +  v'C **— i ) = f « ,  f o i f l  /(— * + ✓ (* * — 1) 
( e r  hoppelte fiíuéfchnítt, jwifchen C A ,  C n  uní) bem S o g e n  / w el* 
■eher j t $  "Von A  bié » erftreeft: bahin gehören nun bie S o g e n  A E B « ;  
A E B F A E B n , u. f. f. ingfeichen A F B » ,  A F B E A F B « ,  u . f . f .  bem« 
n ach  w irb  /— x  +  v ( x x — 1 ) . =  4- ( 2 X + 1 )  t  v — 1 •+• 2 BC«. Slber
t i  i j l  Bi« =  A C N  =  i- l(+ x — V(xx— 1 )  w en n  h i «  ber m iglicbe 
fiogarithm e allein »etftanben w irb .  5ilfo hat m a n /(— x + v  
( x x — i )  — l ( + x — v  (xx— 1) +  ( 2 X + 1 )  T  V— i .  ' g ü r  eben bie
Sibfeiffe x = — C p f e i) p m = — v ( x x — 1), fo ift/(— x— v ( x x — 1)
ber hoppelte Síuéfchnítt } w ifc f> e n € A ,  C m ,  unb bem S o g e n ,  ber 
fich von A  bié m erflrecft. Stber foicher S o g e n  s ie b t  e i  wieberum  
folgenbe: A E B m ; A E B F A E B « ,  u. f. f. ingíeichen A F B m ;  A F B E  
A F B m ,  u. f .  f. biefemnad) w i r ö / ( — * — — i ) )  =  +  ( 2 \ + i )
v V — J +  2 B E « .  © a  nun w ieberum  BCm =  A C M  =  £ < ( *  +  ✓
(xx— 'í)')i fo erháít m a n / ( — x — V  (xx— 1 ) ) — l ( + x + \ / ( x x — x ) )
+  ( 2 X + i ) i r \ ^ — i .  © ie  ©eometrie ijl a(fo ber leibni&ffchen Lehre,
baß bte Logarithm en n egativer © r iß e n  unmöglich f«pn, fo w e n ig
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«ntgegen, boß fte t>ielmel>c biefelbe »ötlig b e tä t ig e t .  U nb w ie  
bie bisher üorgetragenen geomettifchen QJerjeichnungen auf«! ge* 
nauefte fut K&« 3 al)i öUe bie/enigen unjdhügen Logarithm en et*  
g e b e n , weld)e berfelben eerm öge Der eulerifd>en 2lnalpfiö  jugel>6* 
r e n ;  fo i|t t>ic§ ein t>ortrefIi<^eö S e p fp ie l  b a o o n ,  w ie  genau Die 
geomcttifch« SBetjeichnung mit ber Stnatgfi übereinftim m e, bafer* 
ne nur bie QJerjcidjnung ber analptifd)en g o r m u l  genau  an g e*  
mefien ijt/ unb jie oöllig erfc^öpfct. © o  erfchöpfet bai/enige bie 
g o r m u l  x + v ^ x x —  i )  bep weitem  nicht, w a s  Sjt. b’Sflenbett a u f  
ber 2 i {  unb 2 1 6 © .  ber Opufcules baöon f d g e t :  unb w enn .£>r. 
b’ 5llenbert beh au p tet,  baß bie hPPcrbolifchen Sfusfchnitte, w e n n  
_ * > — i genom m en w i r b ,  w ieb et  möglich w e rb e n , fo m uß id>

• bieß fchlechterbing« Idu gn en, e i  fep b g s i *  baß m an fie t>on B  
a n  rechnet, unb a lfo  für a c = — 1 w i e b e r = o  fe^ t: ober bann fm b

fie bie Logarithm en i?on + ^  * ? in i  =  +  x +  v  (xx— i) ,  u n b
•  •  ? *  ♦ \  +  «* - . % '  _ t  * * !

l e in e iw e g c i  bie Logarithm en »on —  x +  v  ( x x ~ i \
*  *  •  W  W *
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33ia n  fa n n  bie © leichung S e i h  A b f c .  * =  t x + v  (xx— 1 )  

überhaupt fo a u ö b r M e n  p v —  i = / ( c o f p  +  finp v — 1 ) ,  bann w ir b
coQ) unmöglich o l i  ?lbfcifle beö B it fe ld ,  aber eine mögliche 9lb* 
fcijfc b e r i? p p e r b c ( ,  w e n n c o f p >  +  i genom m en w ir b .  Sugleicty

/

w ir b  finp fo w o h l/  a l s  ber $ lu ö fd )n ittp felbfl u n m ö g lich , a b e r ß n ?
V — i  w irb  eine mögliche O r b in o te  unb p v — 1 ein möglicher 2fuö*
fchnitt ber ^ipperbel. © ie fe  ©leichung braucht ^)err Foucenex.
5lllein S}r. b’ 5llenbert i(l b am it  a u f  ber 2 1 7  u. f. © eite  g a r  nicht
jufrieben. Snjroifchcn fallen nunmehro bie 3n>cifcir fo et bage*
gen macht/ alle »on felbft w eg . © ie  finb butd; bie »othergehen*
be SBetjeichnung alle b e a n tw o rte t ,  biefe je ig e t ,  baß m an  fo w o h l

«ine



<int Idée n e t t e ,  nié auch e x a f t e  (w ie  Jfrttt b’ Sifcnbctt ftch aus# 
brûcft, t>ön einem unmöglichen g ir fe lb o g en  haben fönne. E s  hat 
feine unftreitige Ü\ici>tigfeit, baß p v — i ï>en hpperbolifchen 2luS# 
fchnitt allem al bcjcichne, unb f o ,  w ie  es gewiß ift ,  b a ß p v -— i  
unjdhiige 'SBetthe h ab e, wenn x = +  i ;  fo ift es auch g ew iß , baß
ber hPPetboiifcije 2iusfchnitt in eben öen g ä l le n  unjühlige 'SBerthe 
habe, unb es ifl höchft u n rich tig , baß bet hppetbolifche Siusfchnitt 
=  o f e p ,  w enn * = — i.  E s  ift fetnet u n rich tig , baß pv— i wie« 
bet m öglich  w e rb e ,  w en n  m a n * > —  i n im m t,  benn bie S o g e n  
ober CEBinfei p werben v o n  A  angerechnet, unb für x  =  —  C p , 
beftehet p a u s  einem möglichen (StûcE +  A E B  ,  ober überhaupt
+  ( 2X + i) t ,  unb einem unmöglichen S B it i fe l  B C » ,  ober B C « ;
b a h «  beftcht aud; p v '— i a u s  einem unmöglichen unb einem 
möglichen © tü t f ,  beren © u rm n e g e w iß  unmöglich ift. S i t + * > + i  
hat p v '—  i  besw egen einen möglichen 2 ß e t t l ) , w e il  bet 2 B i n f e i  
A C M  unm öglich, unb bieß einet von öenen ift ,  welche p in bie#
fet 9ÖotauSfe^unfl bebeutet. ■: ■■■<. - ’

r ? - . -  v  • ¿ 1  i . / '  ' ' * ' j  - ' • t r • ■

! , ; »  « § •  3 i -
‘ t  #r

© j e  hvpet&olifcfjen ^ r a p e j ie n  laffen ftch bet> biefet Sßer# 
jeichnung fo bequem nicht, w ie  bie SluSfchnitte, gebrauchen : uni) 
bep Q3crjeichnung ber Logarithm en unmöglicher ©rößen bienen fie 
g a r  nicht. S 5ieß ruhtet b ä h e t ,  w eil  in bem unmöglichen 
b e t  «Çïppctbel, t>em g ir fc l  n d m lid ) , bie ©leichbeit ber 2htffchnitte, 
u n b  ber ihnen refponbitenben C£ rap c}icn  w eg fä llt  ; benn in bem 
g i r f e l  ift b a s  fogenannte Parallelogrammum inferiptum nicht nicht 
v o n  befianbiget © tö ß e . 2 B e n n  m an injwifchen bie ^ t a p e j le n  
gebrauchen w i l l ,  fo w e it  es a n g e h e t,  fo befteitiöen fïe alles bas# 
je n ig e ,  w a s  Dermttfelfi bet Slnsfchnittc gefunben w ir b .  E s  f«o, 
w ie  fon|t gewöhnlich i f t ,  A D  =  C D  =  i  flefe&t, fo ift A C — V i ,

P h . 2Tbh. V  % , Q  »nt>

t w t i e m f c r  © r ô g e t t .  r o *



ttnt» A D K M  =  =  / C K .  ‘StJenn C K = i ,  unb **» =  « ;  fi>
r  ̂ C O  ; *

fchließf m an jene © leid ju n g b arau S  ,  » e i l  d .  A D K M  =  7  i f l ;
äber eben bieß (D ifferential g e h r e t  ju  allen ^ r a p e j i e n ,  bie jw i*  
fthen D K ,  A D ,  M K ,  ntib beu S o g e n  fa l le n ,  bet fid) »on A  nach 
M  erffreeft. ? l lfo  gehört hiehet auch b a s  ^ r a p e j iu m

A D I  +  I E B L  +  L H A D / A D K M  
ttnb überhaupt ' 7  ' ‘

io 6  93on fcett 2og<mt&meit

J f f  ▼?%' 1 * 1  a T * --44\iV* • t C J  *1 --- *  1

y  f fif*? •», •

I X. ( A D I  +  I E B L  -h L H A D )  +  A D K M .
g e t n e t :  A D H L  +  L B E I  +  I D A  +  A D K M .
«nb überhaupt , ? * „  .

1 9  V V l  1 *

X  ( A D H L  +  L B E F  +  I D A )  +  A D K M .  '
J I  F  i  )  « I M  **•  • 4  ’  #  •  "  v  4  ‘  V  * * * “ , «  •  •  •

® a  aber nunm ehto b it  ^eriphetr« b e i  S i r f e i s ,  w efdjet baS un<
m ögliche © t ü c f  bet #t)pcrbel a u sm a c h ti  =  ä r ^ 2 V - i  unb a l*
f o  b i e .g l i c h e  'bejfelben A D I  +  I E B L  +  L H A D  =  i r V i V — i  
X ^  =  2 t \ / - i  i f t ,  fo  w ir b  eigentlich b a s  T r a p e z .  A b f e .  t 
A D K M  +  2 X t .  V — i .  9i im m t m an  —  C *  ftatt C K ,  fo ift b a s
T r a p e z .  A b f c .  —  t tein es wegeS =  B i» * « , w en n  bieiJBorauSfehung

t l e i b t ,  b a ß  baS 3 n t e g r a l / *  =  o feijn f o l l ,  w en n  t —  +  i  i|t. 
<2 oU baS T r a p z .  A b f c . t = BJkm fcpn rö n n e n , fo muß baS 3 n<

te g r a l  / *  =  o fcp n , w e n n t = — i  i|t. © a n n  aber w ir b  T r a p e z ,
A b f c .  —  t =  l— t— i—  i = f c L = i+u  5(ber in ber <2)orauSfefcüng,
t t a ß  b a *  S n te g rn I  nur =  o f e g ,  w a n n t  =  + i  I f t ,  welche nicht 
•geänbett werben barf, hat b a s  T r a p e z .  A b f c .  —  t folgenbe SSSerthe
ii»

inflCcid&en

I E B i  +  B dkm, ,
I E B i  +  B d L  L H A I  +  I E B i  +  B dkot

• 4 CAHL



tjerttcmfer ©rflgetn i o f

D A H L  +  LJB +  Bdkm . '« ' f
D A H L  +  U B  ¿ B E I  +  I A H L  +  LrfB +  BDkrn, u .  f. f .

eher überhaupt Diife(2A+0T v'— ( a \ +i ) * V' — t-t-i+t.

i • § k  3 ®*
^  j  - . -

© 0  leihet es  a lfo  w eiter  g a r  feinen S w e i f c l ,  h a f  
haßjenige feine SKicf>ttflfeif habe/ w a ß  t #  am  Enhe heß § .  2. be» 
Rauptet habe. Swifcfren jehen jw en en  m it bet Slfpmtote xy  paral*  
leien ß r t i n a t e n  fdllt eine mögliche g l i c h e  her # p p e r b e l ,  hafm » 
bephe ö t h i n a t e n  a u f  einet unb eben hcrfelben © eite  her 5lfpm* 
t o t e x t f  liegen. 216er (ehe ftliUhe h e t £ p p e r b e l  if l  unm öglich, bie, 
jwifd>en jroeen f o lg e n  ß r h in a t e n  fä l l t ,  hapon bie eine a u f  her 
e in en , hie anbere a u f  her anöern © e ite  ber 2lfpmtote x y  liegt, 
herglci^ en  A D  unb mk ftnh. E ß  w i r t  nämlich ooraußgefe^t, 
h a ß  t>ie § lä d ) e  jw i f d K »  hen bephen parallefcn ß r h iu a t e n  A D  unb 
»»*, Dem © t ö c f  Der 2lb fc iffeD fc, unb Demjenigen S o g e n  Der £ p #  
perbcl entsaften f e p ,  Der fidj Pon A  nach «  erftreeft t aber pon A  
nad> m etffrecit (icfr g a r  le in  r a o g l ic tK c  S o g e n  Der ^ p p e rb e i .  
SSJenn m an ftd>, toie gewöhnlich Die SSorffetlung m ad)t, Der S e i*

£ 4 ^

gen w e r te  b e fd )ticb m f inhent Der *}Junct A  pon A  n a #  m »or* 
g e h e t/  fo i(l eß. fchfe#tertingß u n m ö g l i # ,  Daß A  D ur# Den mSg# 
liehen 2lft A N  fortgehen, nicm al auß Diefem 2l|t Durch einen un* 
u n te rb ro c h e n  möglichen ^S5eg in Den 21(1 B» hinein fotnmen, unh 
foDann h u r #  B n a #  nt hin gelangen fönne. 5B c i l  n ä tn li#  hie 
Sfefte A N  unD Bb a u f  entgegengcfcijten © eiten  Der 2lfpmtote x y  
l ie g e n , unD tän gft  Den entgegengefefcten © tu tfe n  herfelben C x, 
Cy ftd) biß inß unenbiiehe er|trecfenA fo iff eß f# lc # te r b in g ß  un* 
m 6g tid ;r Daß fie einm al jufam m en floffen fönnten. 3 #  henfe 
u i # t ,  Daß m a n  fagen w e r t e ,  fie ftoffen im unenDlichen jufarn* 
m e n , Daß w ä r e  eben fo ungereim t, a ls  w en n  m an fagen wollte, 
>ie bepDen enigegengefe&ten © tü cfc  Cx  unD Cy Der grahen Linie

O  C  X t f y
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x y ,  w en» matt ft« n a #  bepben entgegengefe&tcu © e ite  »crtäug* 
n e t t ,  mußten einmal im  unenbli#en im x  unD y jufammen ftofV 
fen. E i  iji g a t  fein m 6 g li# e t  I2ß eg  von A  n a #  m ju fo m m c n , 
w enn Det ^ u n e t  A  in Det «£>ppetbel bleiben foli. 3 njn>if#en t>et* 
binöct Die © lc i# u n g  Der Jjbvpctbel Die bepDen en tgcgen gefe|ten  
© tü cfe  betfelben M A N ,  mB«, verm itte lt  beß ¡3irf«lß A E B F ,  u n ß  
m a # t  Denfelben ju  einem unmöglichen © tü c f  Det .£)pperbel. S M e  * 
fetroegen fann A  in Der ^ cripbetie  beß S it fe lß  fottgeb«n, unb a u f  
bie 2ltt  Dur# B n a #  m b in fo m m e n , » e i t  abet bet SSBtg/ w e l# c n  
A  a u f  fo (# e  2(tt nehmen m u ß , a u s  einem unm 6gli# en  unb inög# 
Ii#en © tü c f  Det ^ p p etb e l be|leb«t, fo i(l b o #  allem al Det S o g e »  
bet <£)ppcrbe( von A  biß m ein unni5g f i# e t  S o g e n , unb biefent* 

n a #  fotvobl baß ^ ra p e jiu m  jroif#en A D  u n D « * ,  a lß  aticf> 
bet 2lu ß f# n itt  jw if# e n  C A  unD C »  ein« » « m ö g l» # «

3lact>« b«t £ y p e tb e ( .
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