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Eine Bemerkung zum Lehmerschen Problem.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.
Vorgelegt am 13. Oktober 1944.

1. Es bezeichne 4, (#) die Anzahl der quadratfreien (positiven)
Teiler der positiven ganzen Zahl »#, 4,(%) die Anzahl der kubus-
freien Teiler von #, allgemein A (#) die Anzahl der Teiler von #,
die durch keine Potenz p? *1 einer Primzahl p teilbar sind; sinn-
gemil sel Ag(n) = 1 gesetzt. Sei @ irgend ein unendliches
System von ganzen positiven Zahlen; fiir irgend ein x 2 1 sei

S,(x) =5, 6(x) = 2; A (), )

wobei die Summe tiber alle jene Zahlen » zu erstrecken ist, die
zum System & gehéren und < x sind.

Die im wesentlichen hier zu betrachtenden Systeme & sind
folgendermallen gebildet. Es seien £ verschiedene zu einer Zahl
m teilerfremde Restklassen 6y, by, . . ., 6, gewdhlt (1 £ 42 £ /4 =
o(m)); dann umfasse & alle Zahlen 2 (einschlieBlich der Zahl
n = 1), derart daB jeder Primfaktor von » einer der genannten
Restklassen angehort.

Fiir solche Systeme © hat im Jahre 1goo D. N. Lehmer?! fir
den Fall? ¢ == 1 die Frage nach dem asymptotischen Wachstum
von S;(x) aufgeworfen und fir den Fall m =3, £ =1, §, =1,
desgleichen fiir den Fall w2 = 4, £ = 1, 6; = 1 (d. h. also fiir das
System & aller Zahlen, deren simtliche Primfaktoren die Gestalt
3# 41 bzw. 42 4 1 haben) den Nachweis erbracht, dal3

1, Asymptotic Evaluations of certain Totient Sums®, American Journal of
Mathematics, Band XXII (1900), S. 293-335.

*Im Falle g = 1 ist A4,(#) = 2V ™), unter v(») die Anzahl der verschiede-
nen Primfaktoren von » verstanden.
Miinchen Ak, Sh. 1944 12



164 Heinrich Tietze

lim §1_<-12 (2)

xoo0 X
vorhanden und > o ist®, Im Jahre 1909 hat dann E. Landau?,
nachdem er vorher® die entsprechenden Feststellungen fir die
Falle we =3, k=1, by=2; m=4, £=1, by =3; m =6,
k=1, b; = 5 (also fiir die Progression 3 « - 2, bzw. 4 2 -} 3,
bzw. 6 # 4 5) gemacht hatte, einen wesentlich allgemeineren
Satz aufgestellt und bewiesen, der die erwidhnten Teilergebnisse
nur als ganz spezielle Fille mitenthélt; namlich den Satz, dal
fur jedes System &, das in der genannten Weise aus £ teiler-
fremden Restklassen mod. »z hergeleitet wird, stets

lim —————Sl @)
2h
X — 0o x:(logx)l—Tl (3)

vorhanden und > o ist Damit war zugleich die urspringliche
Lehmersche Vermutung, der Grenzwert (2) sei fiir jedes der be-
trachteten Systeme & vorhanden und positiv, dahin berichtigt,

dalB diese Vermutung nur fir & = L;, somit im Falle einer ein-
zigen Restklasse (£ = 1) nur fiir 2 = ¢(m) = 2, also nur fir
m = 3, 4 und 6 zutrifft.

Inder gleichen Arbeit® wird fiir den Fall g = o (hier bedeutet
So(x) einfach die Anzahl aller Zahlen » < x, die in © enthalten
sind, deren simtliche Primfaktoren also den gewiahlten 2 Rest-
klassen angehéren) der Grenzwert

3 Dabei hat Lehmer in jedem der beiden Falle auch den Wert dieses Limes
bestimmt. Da die fragliche Zeitschrift (mit vielen anderen) mir dermalen kaum
mehr erreichbar ist, muf} ich darauf verzichten, diese Limeswerte (wie 1m ur-
springlichen Manuskript vorgesehen war) hier anzugeben.

¢ Lésung des Lehmerschen Problems‘, Americ. Journal of Math., Vol.
XXXI (1909), S.86-102. Siehe auch desselben Verfassers Handbuch der
Lehre von der Verteilung der Primzahlen, Bd. 2 (1909), 18. Teil, §§ 177-182,
S. 649-668.

& ,,Bemerkungen zu Herrn D. N. Lehmers Abhandlung im Bd. 22 dieses
Journals, S. 293-335", Americ. Journal of Math., Bd. XXVI (1904), S. 209.
—222, sowie ,,Uber die Multiplikation Dirichletscher Reihen, Rendiconti del
Circolo Matematico di Palermo, Bd. XXIV (2. sem. 1907), S. 81-160.

6 1. c.%, Amer. Journ, XXXI, S. 101-102, bzw. Handbuch, § 183, S. 668-0669.
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So(®)

lim A
x: (log )

X =—r 0

4)

als vorhanden und > o nachgewiesen.
Mit den vorliegenden Zeilen? soll auf die Frage hingewiesen

7 Die Beschiftigung mit dem Gegenstand geht ebenso wie bei der vorher-
gehenden Note auf die erste Hilfte des Jahres 1942 zurlick, wo ich in einer
fiir die Akademie und ihren Charakter nicht unkritischen Zeit als Vorsitzen-
der der Abteilungs-Sitzungen auch vor der Aufgabe stand, nétigenfalls zum
wissenschaftlichen Teil der Tagesordnung beizusteuern; wobei ich einmal auf
eine alte Bemerkung {iber die Basiszahlen eines algebraischen Zahlkérpers
zurlickgegriffen und spiter daran ankniipfend den Fall eines reinen kubischen
Kérpers behandelt und einiges tiberhaupt fiir ungeraden Primzahlgrad bzw.
beliebigen Grad ausgefithrt habe. Andererseits habe ich damals im AnschluB
an Vergleiche arithmetischer Progressionen auf ihren Primzahlgehalt (vgl.
hierzu einige im letzten halben Jahr vorgelegte Arbeiten) zum ,,Handbuch*
l.c.* gegriffen und wihrend der Rekonvaleszenz nach einem Bronchial-
katarrh, wie er seit einer Anfang 1918 im Feld bekommenen schweren Lungen-
Rippenfellentziindung nicht allzu selten wiederkehrte, auch einen vormals
vom Verfasser erhaltenen Sonderdruck der Arbeit 1. ¢.? zur Hand genommen
und mir daran anschlieBend jene Verallgemeinerung des Lehmerschen Pro-
blems vorgelegt, von der im Text die Rede ist. Im wesentlichen wurde dieser
Text, wie er hier mitgeteilt wird (Nr. I und 3), schon damals niedergeschrie-
ben und in den ésterlichen Semesterferien solite dann die Einarbeitung in die
funktionentheoretische Seite der Aufgabe und gegebenenfalls die Lésung der
Fragestellung und die Wertbestimmung der fraglichen Grenzwerte versucht
werden. Aber ein Todesfall in der Familie mit durch die Eigenart der Um-
stinde hervorgerufenen, sich linger hinziehenden brieflichen Auseinander-
setzungen dringte dieses Beginnen gegen andere, leichter zum AbschluBl zu
bringende Arbeiten zuriick, woriiber ich mich um so eher trosten darf, als es
mir bei der Neuartigkeit des Betitigungsfeldes zweifelhaft sein muB, wieweit
ich ans Ziel gelangt sein méchte. Was den an Publikationen aus einem Nach-
laB erinnernden fragmentarischen Charakter dermalen motivieren kann, habe
ich kiirzlich anderwirts gesagt (Uber die Stickelschen Liickenzahlen usw.,
Anm, 23, diese Sitzber., Jgg. 1944, S. 32).

Bei der Korrektur sei hiezu bemerkt: Der Gedanke an eine Weiter-
fihrung und Ausgestaltung, wie sie mir vor dreieinhalb Jahren vorschwebte
und dann durch lange Korrespondenzen iiber ein seither durch den Lauf
der Ereignisse, wie einigermaBen vorauszusehen, belanglos gewordenes Te-
stament unterbrochen wurde, muBte zur Zeit der Einreichung dieser Note
als vermessen gelten. Inzwischen haben seit mehr als sieben Monaten
Spreng- und Brandbomben aufgehdrt. Unter den obwaltenden Verhilt-
nissen méchte es aber als eine noch triigerischere Illusion erscheinen, mit

sich mindernden Kriften Pline zu vertieften Untersuchungen zu fassen.
12°



166 Heinrich Tietze

werden, inwieweit mit den gleichen Methoden wie in den vor-
genannten Arbeiten das asymptotische Verhalten von S () bei
beliebigem g behandelt werden kann.

2. Ehe wir in Nr. 3 einige erste Ansiitze zur Inangriffnahme dieser Frage
mitteilen, moge eine allgemeine Bemerkung eingeschaltet werden. Das Haupt-
interesse an asymptotischen Gesetzen der Zahlentheorie hat sich naturgemif
auf den Bau der auftretenden Niherungsfunktionen verlagert, dariiber hinaus
etwa noch — beziiglich Abschitzung des Fehlers — auf Aussagen iiber den
Wachstumscharakter des Fehlers, wie es z. B. fiir die Anzahl w(x) der Prim-
zahlen = x die Gleichung

x 1 x
T @)= log x (1 * log x) e ((Iog x)b/' ) @)
leistet, wo o(g(x)) eine Funktion f(x) bedeutet, die der Beziehung lim (f(x):
X— 00
: g(x)) = o geniigt; d. h. es ist, wenn

1+

*
log x

1
fos) = P

gesetzt wird"®,

x
[m@)—B@|< sm—fﬁrx> X (g).

Indem man sich, wie es eben bei reinen Limes-Feststellungen allgemein ge-
schieht, mit der bloflen Aussage begniigt, daf zu jedem ¢ > o ein geeignetes
X (e) existiert, dessen nihere Angabe man unterliBt oder unterdriickt, ent-
zieht man der Limesrelation jede Moglichkeit einer numerischen Auswertung,
so daB3 z. B., wenn man f (300000) = 25673,93... errechnet hat, sich allein
daraus und aus (a) liber die Anzahl der Primzahlen unter 300000 keine noch
so grobe Schiitzung entnehmen Iia0t; und wer ohne alle Theorie aus einer
Primzahltafel durch einfache Auszihlung = (300000) = 25997 feststellt, hat
damit die genaue Anzahl und kann auf jede noch so interessante und tief-
liegende, rein theoretische Abschitzung verzichten. Man kénnte nun aber sehr
wohl eine Ausgestaltung der Theorie ins Auge fassen, die — iiber die bloBen
in den Limesrelationen liegenden Existenzaussagen hinausgehend — aufier-
dem durch konkrete Aussagen iiber den Grad der Anniherung numerische
Angaben gestattet. Es mag unerértert bleiben, ob dabei eine Erweiterung in

2 Die gegeniiber
m(x) = Li(x) + O(x e—aViog x), « eine Konstante > o, (b)

(wo Li{x) der Integrallogarithmus ist; wegen O(g(x)) vgl. Anm. 8) wesent-
lich schwiichere (aus (b) unmittelbar herleitbare) Aussage (a) wurde — im
Hinblick auf das unten ausgefiihrte numerische Beispiel ~ wegen der leichten
Errechenbarkeit von B(x) gewihlt, zumal mir fiir L7(x) augenblicklich keine
Tafel zur Hand ist.
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der Symbolik (iiber die Zeichen limes, ~, O(g(x)), o(#(x)) hinaus) giinstig
und wie sie zu gestalten wire, um auch anderen Gebieten, wo numerisch ver-
wertbare Fehlerabschitzungen gewiinscht werden (wie bei den Restformeln
der Taylor-Reihe, bei der Trapezformel fiir Integrale u. dgl. m.), eine pri-
gnante Ausdrucksform zu liefern.

Um die Tendenz dieser Bemerkung noch zu verdeutlichen, mége an ein
geliufiges Beispiel einer numerisch verwertbaren Abschitzung angekniipft
werden: Unter Beschrinkung auf eine ganzzahlig ins Unendliche wachsende

1 .
Variable x = #z hat man, wenn 1 4 m +...F an = .S (n) gesetzt wird,

8
vermdge der groben Schitzung ¢ < (1 -+ %) < 3 und der Taylor-Restfor-
mel fiir die Exponentialreihe:

e=S(n)+ R(n) mit R(n)<

e 3 "
(n+1)!<(n+ n’ ©)
diese Formel wiirde jede Brauchbarkeit fiir die numerische Berechnung von

e verlieren, wenn wir ihren Inhalt in die Aussaged (vom gleichen Typus
wie (b)):

[+4 . . .
e=S»n) + O (m), o eine beliebige Konstante (d)
oder in die Aussage (vom gleichen Typus wie (a)):
24
e=S(n) o (771) : ()

abschwiichen und damit fiir den Unterschied zwischen e und S(») nur theo-
retische Feststellungen iiber den funktionellen Charakter der Abnahme von
R(n)y mit wachsendem 2 beibehalten wiirden. — Das in umgekehrter Richtung
liegende — bislang bewuBit beiseite gelassene® ~ Ziel, nimlich gewisse Ab-
schitzungen der analytischen Zahlentheorie bis zu numerisch verwertbaren
Aussagen auszugestalten und zu verschirfen, mochte freilich oft betriachtliche
Bemiihungen erfordern.

8 Unter dem, wohl auf Mertens zuriickgehenden, von Landau nachdriick-
lich verwerteten Symbol O(g(x)) (in unserem Fall analog O{g(#))) ist eine
Funktion f(x) zu verstehen, fiir welche solche C und A existieren, daB3 | f(x) | <
< Cg(x) firx > A gilt. (Natiirlich kann man gegen das Symbol mit der dabei
iiblichen einseitigen Verwendung des Gleichheitszeichens den Einwand er-
heben, daB zwar beispielsweise x% -+ O(2?) = 2* -+ O(23), aber nicht x* +
+ 0(2%) = 2% + O(a?) ist.) Theoretisch schirfer als (e) ist natiirlich (d).

? In etwas anderer Weise dient iibrigens die von Mertens, Sitzber. d. Wie-
ner Akad., Math.-naturw. Cl. 106, Abt. IIa, (1897), gegebene Umgestaltung
des Dirichletschen Beweises fiir die Primzahlen einer arithmetischen Progres-
sion dem Bestreben, bloBe Existenzaussagen zu ersetzen durch konkretere
Feststellungen (vgl. hieriiber die Angaben in einer fritheren Note, diese Sitz.-
ber.,, Jahrgang 1944, S. 23-24, Anm, 8).
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3. Fir 7 2 1 bezeichne p; , { (%) die Anzahl aller Primzahlen p,
sodaB 2 durch p?, nicht aber durch p'*2 teilbar ist; ferner sei fiir
g =1

(1) = 051 (W) F g 200 + .o (s)
die Anzahl aller Primzahlen, die in » mindestens in der g-ten
Potenz aufgehen (also 6, () gleich dem fritheren v(»)). Fiir g > 1
ist dannt?

Ag(ﬂ) — ofm 39.(71) . 'ng(n) (g + 1)"g(n) —
g \
_ S T ;P10 ©)
(g+1)9 1'13'22
und unter Beachtung von
td2x 3224 Fga? T (g ) @I AT 4L )=
R e I S A B
el Lk O )

1—x o (1—x)?
sowiel!
] — g0+ 00 g+ 1)V 00 .y
log 2 —_2 ‘_‘—+22_::
(“) y=1 Y v=1V
22 27 g£—1 .44
=z2z4+—+ ... +—]|—2—2 -+ 8
( +2 -+ +g ey | 8

gilt daher (u. zw. offenbar auch im Falle g = o) fiir 6 = R(s) =
=R +iH)>1

F(s) = 2 N (n)
ne=1 n
neQ
2 3 g g+1 g4
plTG( +;§+}§+...+p(g._1)s+ pga +P(0+1)3+ )
1
(VI ) Al
Ps(g+1) )
:p_l;r@ [1\® v
1.——
(=3

und

10 Fir g =1 entfillt in (6) das Produkt im letzten Ausdruck.

00,y
11 Fiir g = o reduziert sich (8) auf ¥ —.

[Rr="2 ]
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1

kR . —W
log F7(s) =_/{JI log £,,(s) mit log £, () =log T —— — —

P=bhy ( 1)2
1 —
ps
1 g—1 1 .
_—:p_:z;/‘[Z(;g p23+ + pgs> g+1'p(g+1)s+...]_

0¥ e X —+aX 4., (10)

— s - s
p=by P p="by p* p=1by, p°

wo ¢; = 1 oder 2, je nachdem g = o oder g =1 ist. Fithrt man
die zu den /% = @ () Charakteren g, (#) gehdrigen L-Reihen

XA< )
ne1 #® T __XA\P) (p) (1 1)
PS
ein, so wird, wenn @, der Bedingung a6, = 1 (mod. ) ent-
sprechend gewidhlt wird und daher ¥, (a,,) %5 (6) = 1 ist,

L) =X

2: XxCa’) log L, (s) = Z’ %.(a,) 2277\(?)

p j=1J P
/Z had h X;\(a},_pj)
= 4 o
T T S I 2

also, da die beiden Summationen 2 und X im letzten Glied we-
) i

gen der absoluten Konvergenz vertauschbar sind:

1 h 1 ®1 1 Xx(]”)
P —= log Ly (s) — > ~ P (13)
p=byp° a1 X)\(b/) 7( ) i=2 ] %1 JS)\—l XK(éV-)
Somit
h
log f£,,(s) = log 2, () +
L= ey x<6y> *
© (2D
) —1 €~8 ’ /1
+7:‘; Js( /l] )\_177\(&/) J by, P \ 4)

wo be,p = 1 oder o, je nachdem p = b, oder == b, (mod. ).



170  Heinrich Tietze, Eine Bemerkung zum Lehmerschen Problem

Das gibt
() =2 3 log L,(5) 3
log F(s)=—= 3" log L, (s) X -+
£ ) e > ®x=1 X;\(bu)
pd 1 TR NG
+yyo (-2 3 B s ) Gy

2\ R TG e
wobei 8g , =1 oder 0, je nachdem p einer der Restklassen
by, . . ., b, angehért, oder nicht. Fiir das Weitere ist zu bemerken:

Wenn

‘1 )’{1 h X)\(pj) -
—— 2 L 408, = By (16)
Fhazism ) & v s

1 k.
—kh+|gl=— 4| =G (17)
_];Z I 7‘ ¥ ‘ Jl ]
B
s 1Bl g (3)
p 2
gesetzt wird, ist
lBj,p | é Cj’ (19)
7 C? -y C] v 1
splsrpeari

sodaB diese Reihen fir ¢ 7 > 1 und somit sicher fir ¢ > 2

B.
J.’Sp fiir

1
konvergieren. Sei o, > —. Dann ist jede der Reihen 3}
2

6 = o, absolut konvergent und absolut < G;(s,). Fiir ein ge-
eignet zu bestimmendes ¢ >> 0 betrachten wir dann den Bereich

1
> >l — -
123, 621 (log 7 der s-Ebene. Unter Benutzung von
| log L, (s) | < ¢ log log ¢ (21)
und
/;,: <3 > G, (o) (22)

ist dann |log F(s) | abzuschitzen.



