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Uber den Wettlauf von Restklassen
beziiglich ihres Gehalts an Primzahlen.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.
Vorgelegt am 7. Juli 1944.

§ 1. Der Vergleich zweier monoton ins Unendliche wachsender
Zahlenfolgen.

1. Die folgenden Bemerkungen, die in engem Zusammenhang
mit kiirzlich angeschnittenen Fragenl) stehen, lassen sich auch
auf allgemeinere Fille ausdehnen, als sie im Titel dieser Note
berticksichtigt sind. Doch mége zunidchst nur von Primzahlen
in Restklassen gesprochen und der einfachste Fall, der sich hier
darbietet, vorangestelit werden: Es sei # eine ganze Zahl > 2,
also 22 = ¢ (#2) > 1 und es seien 7y und 7, zwei zu #2 teilerfremde
und nicht zu einander mod. 7z kongruente ganze Zahlen; es sei
ferner B bzw. I' die Gesamtheit der modulo # zu 7, bzw. 7,
kongruenten ganzen positiven Zahlen und es sei wy (x) bzw.
7p (x) die Anzahl der in B bzw. I' enthaltenen Primzahlen < x;
¢s bezeichne

a &y, ..., a(){), - (1)

die unendliche Folge der Primzahlen in B, der GréBe nach
wachsend geordnet; und

a®, a?, ..., a(i), . (2)

t Siehe ,,Einige Tabellen zur Verteilung der Primzahlen auf Untergruppen
der Gruppe der teilerfremden Restklassen nach gegebenem Modul®, Ab-
handlungen d. Bayer. Akad. d. Wiss., vorgelegt am 16. Juni 1944, Neue
Folge, Heft 55, Anm. 18, sowie den SchluB3 der dortigen Nr. 2 und § 3,
Anm. 23, S. 31, der Note 1. c. 28, Ebendort eine weitere Tabelle.

Wir kommen auf die genannten ,,Tabellen in § 3 noch besonders zu
sprechen.

Miinchen Ak, Sb. 1944 7
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sei die analoge Folge fiir I Wir wollen dann sagen, es habe 5
an der Stelle x einen Vorsprung vor I', wenn

7p (¥) > mp (1) (3)

ist. Und wenn (3) fir x, <x < x, gilt, dann sprechen wir von
einem Vorsprung, den & vor I' im Intervall [x;, x,] hat?). Nehmen
wir beispielsweise w2 = 4, ¥y = 3, 7, = 1, so wird B bzw. I" die
Menge der ganzen positiven Zahlen von der Gestalt 4% + 3 bzw.
von der Gestalt 47 + 1 und die Folgen (1) und (2) sind dann die
Folgen von Primzahlen von der ersten bzw. zweiten Gestalt,
namlich:

3, 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, ... (4)
und

5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, Ce e (5)

In diesem Beispiel gilt (3) fiirx = 15,damg (15) = 3, 7p (15) =2
ist, sodaB an dieser Stelle B vor I' einen Vorsprung hat. Des-
gleichen gilt (3) im Intervall {19, 40}, sodafl in diesem ganzen
Intervall®) ein Vorsprung in Bezug auf Primzahlen fir dic
Zahlen 4% + 3 gegeniiber den Zahlen 42 + 1 besteht.

Als ,,durchschnittlichen Vorsprung, den A vor I' im Intervall
[y, x5] hat, wird man fiiglich den Wert von

- / (7 () — 7p () (6)

Ko Xy

bezeichnen. So erhilt man im obigen Beispiel fur (6) den Wert

11
2? :»&—, wenn man beachtet, dall 7y (x) —7wp(x) =1 ist in

jedem der Intervalle [19, 23), [29, 31) und (37, 40}, dagegen = 2
in [23, 29) und [31, 37]. Natiirlich kann sich ein positiver durch-
schnittlicher Vorsprung (6) auch ergeben, wenn in [x,, x,] nicht
durchwegs ©p (x) — wp (%) > o ist.

2 AuBler den mit [y, x,] bezeichneten abgeschlossenen Intervallen kommen
spater besonders haufig halboffene, mit [xy, x,) bezeichnete Intervalle
v, < x <z, vor,

3 Dasselbe gilt fiir das Intervall 43 < r < 460.
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2. Den Vorsprung, den B vor I in den betrachteten Fillen hat,
kann man aber noch auf andere Weise erkennen. Sehen wir in
(4) und (5) zwei Gibereinander stchende Zahlen an, z. B. die an
3-ter Stelle stehenden Zahlen 11 und 17. Da die zu B gehdrige
Zahl 11 die kleinere ist, 148t sich offenbar fir alle Zahlen x des
Intervalls [11, 17) auf das Bestehen von (3) schlieBen (speziell
also auf 7y (15) > =p (15)) und dasselbe gilt, wenn wir analog
die Zahlen an g-ter, 3-ter und 6-ter Stelle betrachten, fiir jedes
der Intervalle [19, 29), [23, 37), [31, 41) (und daher spezieil auch
fir 19 <x = 40).

3. Haben wir bis jetzt zwel Restklassen mit einander ver-
glichen, so kommt man zu allgemeineren Vergleichungen, wenn
man eine Restklasse I' mit einer Gesamtheit von Restklassen,
z. B. mit der Gesamtheit B aller Gibrigen Restklassen ', (v = 1,
..., &#—1) in Bezug auf den Gehalt an Primzahlen vergleicht.
Man kann dann einen etwaigen Vorsprung von B vor I' gemessen
denken durch das arithmetische Mittel der Zahlen T, (x) —

=p (x); oder auch (was bis auf den Faktor P ' auf dasselbe
hinauslduft) durch die Summe o

h—1

\,rl (=p, () — mp () = 7p (¥) — (A — 1) =p (x) = -

=7y (x) — h7mp (&) = A (%),

wenn =y (x) bzw. 7y (x) die Anzahl aller zu m teilerfremden
Primzahlen < x bedeutet, bzw. aller derjenigen Primzahlen < x,
diezu B =1, + ...+ I',_, gehoren (B + I' = H besteht aus
allen zu s teilerfremden Restklassen). Natiirlich kann man
wieder einen ,,durchschnittlichen Vorsprung® fiir ein Intervall
[, x,) definieren. Man kann den Unterschied der Betrachtung
gegeniiber Nr. 1 darin erblicken, daB den Primzahlen in T', ver-
glichen mit denen in B, ein anderes ,,Gewicht’’ beigelegt wird,
derart daf eine Primzahl in I" dasselbe Gewicht hat, wic 2 — 1
Primzahlen in B. Greift man beispielsweise fiir den Modul 772 = 8
die Restklasse 1 heraus und nimmt die in ihr enthaltenen posi-
tiven ganzen Zahlen in die Menge " auf, in die Menge B aber

Pl
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die Gesamtheit der tibrigen zu 8 teilerfremden positiven ganzen
Zahlen, so ist etwa fir x = 40

7y (40) = 1, 7y (40) = 10,

entsprechend der einen ungeraden Primzahl = 40 von der Ge-
stalt 82 - 1 (ndmlich 17) und den zehn ungeraden Primzahlen
< 40 von einer der Gestalten 8% 4 3, 8% 4 5, 8% + 7. Wegen
% — 1 = 3 ergibt sich somit?) fiir den Vorsprung (7) der Wert 7.

4. Um das in Nr. 2 besprochene Verfahren, einen Vorsprung
von B vor I' zu erkennen, etwa auf das letzte Beispiel zu iiber-
tragen, kann man in eine erste Zeile alle Primzahlen aus B, der
GroBe nach geordnet, anschreiben:

3, 5, 7, i1, 13, 19, 23, 20, 31, 37, 43, 47, -.., (8)

in eine zweite Zeile aber jede der Primzahlen aus I so oft, als
ihr Gewicht angibt, also dreimal:

17, 17, 17, 41, 41, 41, 73, 73, 73, 89, 89, 89, .... (9)

Vergleicht man dann zwei {iber einander stehende Zahlen, wie 13
und 41, dann folgert man aus 13 <C 41 (analog wie in Nr. 2) dal}
fir 13 <x <41 die Beziehung

mp () —grp (@) =7y () —3mp >0 (10)

gelten muBl. Denn da die Zahlen 13 und 41, jede in ihrer Zeile,
an der Stelle A = 5 stehen, muf} fiir jedes x = 13 notwendig
np (x) 2 A, fir jedes x < 41 aber =p (x) < £ sein, wenn 3 £ die
groBte unter A gelegene durch g = 3 teilbare Zahl ist5).

% Vgl hiezu Tabelle I11, 1. ¢. 1) S. 10, wo in etwas anderer Form fir die-
selbe Gesamtheit 1" die Anzahlen der Primzahlen = x in I" und auflerhalb I'
verglichen werden. Offenbar ist der Wert von (7) fiir x = 40 zugleich der
Wert von (7) fiir die grofite Primzahl unter 41 (also fiir x = 37) und stimmt
demgemifi mit dem in Tabelle Il in der Kolonne A*(A) fiir & = 17 an-
gegebenen Wert {iberein.

5 Da man auf diese Weise aus (8) und (9) das Bestehen von (10) fiir alle
Intervalle {3, 17), [11, 41), [23, 73), {37, 89) ablesen kann, so erkennt man (10)
als giiltig fir 3 < x << 89. Aus Tabelle I11, 1. ¢. 1), entnimmt man dasselbe
bis zu x = 449.
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5. Wenn wir von der Besonderheit absehen, dall wir speziell
Restklassen und Primzahlen betrachtet haben, wohl aber vor-
erst noch beim Vergleichen von nur zwei Gesamtheiten ver-
bleiben, dann handelt es sich, allgemein gesprochen, um zwei
monoton ins Unendliche wachsende Zahlenfolgen (1), (2), die
kein Element gemein haben, wobei der ersten Folge §; das Ge-
wicht gy, der zweiten Folge §, das Gewicht g, zugewiesen sei®)
(g1 und g, > 0). Bezeichnet dann =, (x) (fir v = 1, 2) die Anzahl
der Zahlen < x aus §,, dann soll von einem Vorsprung von §,
vor §o an der Stelle x gesprochen und

171 (%) — g2 7y (%) (11)

als MaB dieses Vorsprungs genommen werden allemal, wenn (11)
positiv ausfallt,

Ist speziell das Verhiltnis g,: g, rational, sodall g; und g,
ganz positiv angenommen werden koénnen, dann kann man in
Verallgemeinerung des in Nr. 2 und 4 besprochenen Vergleichs-
verfahrens in eine erste Zeile 3, die Zahlen aus §;, jede g;-mal,
in eine zweite Zeile 3, die Zahlen aus §,, jede go-mal anschreiben
(beidemal der GréBe nach monoton nicht abnehmend geordnet).
Diese Zeilen seien

69, 8%, ..., 80, ... (12)
und
é(f), b(g), e b(i), e (13)
Ist dann
68 < 89 (14)
und
4 < x < Y, (15)

¢ Die Wahl dieser Gewichte, bei denen es nur auf das Verhiltnis gy : g,
ankommt, wird natiirlich allemal dann als sinnvoll und geboten erscheinen,
wenn fiir die (sogleich zu erklirenden) Zahlen w,, (¥) die Beziehung

om () &
Irm =
x0T (¥) &

gilt. In allen unseren Beispielen, insbesondere in denen tiber Primzahlen in
Restklassen, ist das der Fall,
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sind ferner die ganzen Zahlen 44, £, gemil

kg < 2SS (b4 1)g,
kags < W= (ks t1)g,

bestimmt, dann ist

() 2™ (5(713) =k +1,
Ro (1) < 7y (6D) = Ay 1,

somit

S17 (X)) ZA> byge =gy w0 (%) (16)

und daher der Ausdruck (11) positiv. Aus einer Ungleichung (14)
148t sich also fiir alle Stellen x des Intervalls (15) ein Vorsprung
von §; vor §, entnehmen.

6. Es sei nun noch eine Bemerkung vorgebracht, die das in den
speziellen Beispielen der Nrn. 2, 4 sowie in 5 Gesagte niher aus-
fiithrt, wobei wir zunichst wieder wie in Nr. 1 zwei Folgen (1), (2)
mit gleichem Gewicht betrachten (g, = g, =1). Fir irgend
einen Index X (= 1) werde festgestellt, ob

a(;_) < a(i) oder a(;? = a(;) (17)
ist”; im ersten Fall sagen wir, daf3 §; beim Index % (am Platz 2)
der Folge §, voraus sei, oder dafl dort die Anordnung (&, §.)
bestehe; im zweiten Fall sprechen wir von der Anordnung (§,, §1)-

Wir wollen diese Anordnung fiir alle Indizes 2 festgestellt
denken und etwa annehmen, fur 2 =1 gelte (F;, §.). Die
Indizes

0= < g < Ny ...

seien dann derart bestimmt, daf3 fiir einen Index %, der einer der
Ungleichungen

7 Durch die Voraussetzung, dall die Folgen kein Element gemein haben,
ist der Fall a(;\) = a(i) ausgeschlossen. — Dal} iibrigens die aus (17) herzu-
leitende Anordnung im Prinzip nichts anderes bedeutet, als wenn man an-
stelle des Vergleichs zweier wachsender Funktionen /= ¢, (1), £ =, (1)
ihre Umkehrfunktionen x = ¢, (7), 2 = o, (/) vergleicht, ergibt sich aus dem
in Nr. 15 Gesagten.
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Sy N P VS N VD VR S-S W

geniigt, die Anordnung (F;, §,) besteht, hingegen die Anordnung
(F4, S1) tiir jeden Index A, fiir welchen eine der Ungleichungen

7\2<)\ é)\s, 7\4<)\§)\5, « e ny 7\2i<)\§.)\2i+1’ 8- .

gilt. Natiirlich kann es vorkommen, daB nicht unendlich oft die
Anordnung (§;, §,) mit der Anordnung (§,, §,) abwechselt;
wenn dann eine bestimmte Anordnung fir alle A > A_ besteht,
so werde A, = - co gesetzt (z = 1).

Wir definieren =; (%), 7, (x) wie in Nr. 5 und wollen nun sehen,
dafl man bis zu einem gewissen Grad ein Bild vom Verhalten
der Differenz

A @) =7 &) — =, ()

gewinnen kann, wenn man nur gewisse geeignet ausgewihlte
Werte der Zahlen a4, a(:i) kennt, im {brigen aber nur die ,,An-
ordnung** der Folgen §;, §, fir alle Plitze %. Wir kniipfen dabei
daran an, daf3 beispielsweise aus der Anordnung (F;, F.) am
Platz %, das ist aus der Ungleichung %) < &9, sich =, (v) >
T, (x) oder

A(x) > o fur @ <a<a? (18)
ergibt. Vergleichen wir beispiclsweise die Restklassen 1 und 21

(mod. 22) beztglich ihrer Primzahlen, nehmen wir also fir §,
5o die Folgen

Sv 23, 67, 89, 199, 331, 353, 397, 419, 463, 617, 661, 683,
A/ A/

l< | |
[/ v Ny AN
8») 43, 109, 131, 197, 241, 263, 307, 373, 439, 461, 371, 593,

7
/

683, 727, 839, 881, 047, 991, 1013,11°%,1277,;§3T7715571453,
\\ /A/ \,A/

AN R ANV I R g N )

593, 659, 769, 857, 967, 1033, 1187, 1231, 1297, 1310, 1429, 1431,

1453, 1607, 1733, 1871, 2003, 2069, 2113, 2170, . . ..

sy oL b b (19)

1451,1583,1627,1693,1739,1847,1913-1979,....
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wobei auf jedem Platz A die Anordnung (§,, &) durch einen
Pfeil nach aufwirts, die Anordnung (§,, §,) durch einen Pfeil
nach abwirts veranschaulicht ist, dann sehen wir, daf3 fiir x = 100
die Aussage A (100) > o sowohl aus

) A(x)>o fir 67 <x <1009,
als auch aus

A(x)>o fir 89 < x <131,

d. h. sowohl aus der Anordnung (§;, §.) auf dem Platz A = 2,
als auch aus der gleichen Anordnung auf Platz A = 3 zu ent-
nehmen ist, daB sich somit die Aussagen (18), die man aus den
einzelnen Platz-Anordnungen gewinnen kann, zum Teil iiber-
schneiden®. Bezeichnen wir mit

A4, = Max. (@9, &%), a, = Min. (a4, a®) (20)

die groBere und die kleinere der beiden Zahlen a(;\), a®, so
findet ein solches Uberschneiden bei zwei aufeinander folgenden
Platzen A und A 4 1 dann und nur dann statt, wenn a4y << A4,
i1st. Denn offenbar besteht dann auf beiden Plitzen die gleiche
Anordnung und das Vorzeichen von A(x) kann fire, ., Sx <4,
aus jeder der beiden Platz-Anordnungen entnommen werden.
Andererseits ist sofort zu sehen, dafl aus?

Ay <ayy (21)
sich 7, (%) = 7, (x) und somit

A(x)y=o0 (22)

fir 4, < x <a,,, ergibt. So gilt (22) im obigen Beispiel (19)
fir die Intervalle [43, 67), [131, 197), [199, 241), [419, 439),

8 Analog ergibt sich A (320) < 0 aus der Anordnung (3,, §;) auf jedem
der Plitze A = 5, A =6 und » = 7,
? Je nachdem Ay = tl(i) oder — a(i) ist, ist (21) gleichbedeutend mit

a(;\) < a;\(i)l bzw. a(i) < ”)‘(21’ sodal es auf den Vergleich von Ay mit der
in der anderen Folge auf Platz & + 1 stehenden Zahl ankommt. Unter
Verwertung dieser Bemerkung deuten bet den obigen Folgen die strichlierten

Linien in (19) das Bestehen von (21) an.
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[727, 769), [881, 947) usw. Dabei sind offenbar zwei Fille zu
unterscheiden, je nachdem mit dem Verschwinden von A (x) ein
Wechsel in der Anordnung von (3;, §2) zu (§s ;) oder um-
gekehrt und damit ein Vorzeichenwechsel von A (x) verbunden
ist oder nicht!®. Der erste Fall (Anordnungs-Wechsel) tritt im
obigen Beispiell! fiir die Plitze (A, A 4 1) = (3, 4) ein, ebenso
auch fur (15, 16), (20, 21), (21, 22) und (22, 23); der zweite Fall
fir (4 % 1) = (1, 2), (4 5), 8, 9), (13, 14), (16, 17), (19, 20),
(23, 24), (24, 25). Nun haben wir oben mit (&, 2;.,) (£ > 1)
diejenigen Paare von Plitzen bezeichnet, fiir welche ein An-
ordnungs- \Vechsel eintritt, wobei fiir A = A, entweder 4, = a9,
a3 = a)\_{_l oder aber 4, = 4(7\), @i q = a;er)l ist, je nachdem
# gerade oder ungerade ist. Unter Zusammenfassung unserer
Uberlegungen kénnen wir daher den Satz aussprechen:
(a) Sei @ << &® und seien die Zahlen 2, wie oben erklirt.
In jedem Intervall
iy 1 S <R, (20) (23)

24—1 71
ist dann A (x) = o, wobei A (x) an den Intervallenden, also fiir
x=aQ, A runda®, —1 Zx<Ta®Q, positiv ist (wihrend

dazw1schcn Abschnitte mit ,,tang:erendem Verschwinden auf-
treten kénnen); in jedem Intervall

a(i)gi +1 g x < d(;\)zi—!-l (Z’ g 1) (2‘4’>

ist A (x) <o, wobei A(x) an den Intervallenden (im analogen

Sinn wie oben) negativ ist. In jedem Intervall

(2 (2) (1) (1) z
ay, = x < a) . oder o), < x < a1 (23)

(Ubergangs-Intervalle) ist A (¥) = o (,,transversierendes'‘ Ver-
schwinden), desgleichen fiir

x < P

10 Im einen Fall mag man von einem ,,traversierenden’ im anderen von
einem ,,tangierenden‘* Verschwinden von A (x) sprechen.

1 Die zugehorigen Paare 45, @y 1 (mit Anordnungs-Wechsel) sind in (19)
durch cinen horizontalen Strich kenntlich gemacht.
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Natiirlich ist, falls nur endlich viele X, vorkommen (vgl. oben)
und © = 27— 1 bzw. 27 ist, auf der rechten Seite von (23) bzw.
(24) die Zahl o, bzw. @), durch + 0o zu ersetzen.

Wie man sicht, kommen nur gewisse unter den Zahlen a(‘;\) in
dieser Aussage tiber den Verlauf von A (x) vor. So hat man im
obigen Beispiel (19):

=0, Ay =3, Ay = 15, 4 = 20, Ay = 21, Ag = 22, ... und
gemil (a) somit:

A(x) Z o0 in [23, 131),

A(x) = o in [131,197),

A (x) <o in [197, 881),

A(x) = o in [831,947),

A(x) z o in 947, 1297),

A (x) = o in [1297, 1319),
A(x) <o in [1319, 1321),

A (x) = o in [1321, 1409),
A(x) >0 in [1400, 1420),

A (x) =0 in {1429, 1451), usf.

jo=

Eine unmittelbare Folgerung von (a) ist:
(a*) Wenn fiir alle Plitze A bzw. fir alle » > p die gleiche
Anordnung (51, F2) besteht, dann ist A (x) = o fir alle x, bzw,

fir alle v = @), Analog ist A (x) < o firx 5 a®, wenn (Fg, §y)

far alle X = gllt

7. Die Betrachtungen von Nr. 6 lassen sich leicht auf den Fall
beliebiger ganzer rationaler Gewichte gy, g, (beide > 0) aus-
dehnen, nur treten dabei an die Stelle der Folgen (1), (2) die
daraus wie in Nr. 5 hergeleiteten Folgen (12), (13). Auf diese
letzteren Folgen bezieht sich dann der Begriff der ,,Anordnung®
von §y, Fs ,am Platz (fur den Index) 2", sowie die Definition

der Indizes %4, %9, g, . ... Anstelle von Satz (a) tritt dann ein
Satz (b), bei dem durch\\c*ff% die Werte a(;) ,(:i), ... durch
64), 6%, . .. zu ersctzen sind. Wird analog zu (20)
i 2 — 2
B, = Max. (419, 8%), 6, = Min. (4"}, 6%) (20)

gesetzt, so ergibt sich, falls fiir einen Wert 2
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ist, analog zu (21), (22) im Intervall B, < x <é, ., das Ver-
schwinden von

A(x) =grm (x) —ge T2 (x).

Wieder kann (vgl. Anm. 10) dieses Verschwinden sowohl tra-
versierend als tangierend sein. Es ist aber zu beachten, dal3 es
bei Gewichten gy == g, vorkommen kann, daB A (x) das Vor-
zeichen wechselt, ohne dazwischen zu verschwinden. Wenn bei-
spielsweise go >> 1 ist und am Platz A = J,; die Anordnung
(31, B2), am Platz » -+ 1 die Anordnung (§,, §;) besteht, also

805 << 85 = By, by =6 < 50,

ist, dann kann es sechr wohl vorkommen, daB B, = 4, .,, d.h.
b(;? =6 f-;-)x ist, da ja in der Folge §, immer je g, einander
gleiche Zahlen einander folgen. Es ist dann A (x) > o in [60),
62y und A (x) << o in [£,2,, 6.)), ohne daB ein Ubergangs-
Intervall da wire, in welchem A (x) = o ist.

Als Beispiel moge fur §, die Folge der Primzahlen genommen
werden, die modulo 22 einer der vier Restklassen 1, 5, 9, 15 an-
gehoren, fir §, aber die Folge der Primzahlen, die modulo 22
ciner der drei Restklassen 7, 13, 21 angehoren!'?, Die Gewichte
nechmen wir naturgemall im Verhiltnis 3: 4 an und setzen gy = 3,
g5 == 4. Die Folgen (12), (13) werden somit:

i

G"l) 5; 5) 5’ 3! 23) 23; 3

!

» 31, 31, 37, 37, 37,

i b

9, 29, 29, 29, 43

]

)

T
<
<
<

lu <

N
)

~1

~—

53, 33, 53, 39, 39, 59, 67, 67, 67, 71, 71, 71, 89, ....
A A AA A A
AN A I R R N
43, 43, 43, 43, 73, 73, 73, 73, 79, 79, 79, 79, 101,

Die Zahlen 2, sind hier 2y =0, %y = 3, A3 = 16, ... und wir

12 Nebenbei bemerkt sind in §; durchwegs quadratische Reste mod. 22
(u. zw, alle mit Ausnahme der Restklasse 3) anfgenommen, in 3, durchwegs
Nicht-Reste (alle, ausgenommen die Restklassen 17, 10).
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haben in dem angeschriebenen Teil unserer Folgen zwei Index-
paare (A, A - 1), ndmlich (3, 4) und (16, 17), bei denen ein An-
ordnungs-Wechsel auftritt. Es ergibt sich

A@) =3m @) —4m@) 2o0in 5 <x <7

(desgleichen, soweit die angeschriebenen Folgen reichen, fiir
x 2 39, also mindestens fiir 59 < x < 101) und

A@) =37 (x)—4m @) <o in 7 <x<Tj50.

Ein traversierendes Verschwinden (vgl. Anm. 10) tritt im vor-
liegenden Beispiel innerhalb des betrachteten Bereiches bei
keinem Vorzeichen-Wechsel von A (x) auf: denn fiir A = A, = 3
haben wir B, = B3 = %) = 7 und &, ., = b, = ¥ = 7, fir
A = kg = 16 aber B3 = &) =359 und &, = 1) = 59, also
beidemal B, =6, , ;,sodaBkein Ubergangs-Intervall B, <x <4, ,,
vorhanden ist. Hingegen findet man (wieder mit Hilfe der
strichlierten schrigen Linien; vgl. Anm. g) zwei Intervalle mit
,,tangierendem® Verschwinden von A (x), namlich [37, 43) und
[79, 89).

Natiirlich tritt im allgemeinen Falle ganzzahliger positiver
Gewichte gy, g, anstelle von Satz (a*) ein Satz (b*), den man
aus (a*) erhilt, wenn man a(‘é) durch b(’p’) ersetzt.

Will man Kenntnis von dem durch A (x) gemessenen Vor-
sprung bekommen, den von zwei betrachteten Folgen §,, §, die
eine vor der anderen hat, so ist klar, dal3 das in Nr. 6 und 7 be-
sprochene summarische Verfahren, durch das die Anordnung
auf den einzelnen Pldtzen A festgestellt wird, nur tiber das Vor-
zeichen von A (x) unterrichtet, nicht aber itber den Wertverlauf.
Verglichen mit einer vollstindigen Berechnung der Werte von
A (x) ist das Verfahren aber (speziell auch, wenn eines der Ge-
wichte gy, g, oder beide = 1 sind) etwas einfacher und recht gut
dienlich fiir eine beildufige Ubersicht.

Die gleichen Bemerkungen iiber ein derart vereinfachtes Ver-
fahren des Vergleichens gelten in noch héherem MaBe, wenn
es sich um mehr als zwei Folgen &, handelt, — cin Fall, dem
wir uns in § 2 zuwenden.
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§ 2. Der Vergleich mehrerer Zahlenfolgen.

8. Es seien 7 (= 2) monoton ins Unendhche wachsende Folgen
&, reeller Zahlen gegeben®:

tz(}')<a(;’)<....<a(")< (28)
lim a([‘jt) =+40c0, (v=1, ..., n),
=00

wobei keine zwei dieser Folgen ein Element gemein haben mégen
(“(X) =+ a([i) fiir v == p und beliebige 2, ). Es sei § diejenige eben-
falls monoton ins Unendliche wachsende Folge

ap << ay < ... <gy < ..., (29)

die man durch Vereinigung aller Elemente der » Folgen (28)
gewinnt. Es bezeichne =, (x) die Anzahl aller Elemente a(") aus
%, die < x sind, somit

n

Tx (JL') - A};‘ TEV <x>
y=1

die Anzahl aller ¢, <« in §. Jeder Folge §, werde noch ein
positives Gewicht g, zugcordnet. Wir wollen dann sagen, an
der Stelle x habe die Folge §, vor der Folge §; cinen Vorsprung,

wenn

g, 7, (%) > go 7 (%) (30)
ist. Als MaB dieses Vorsprungs betrachten wir die Differenz

AV,P<x>=—AP,v<x):gv’nv<x)_g97rp(x)‘ (31)

Beim Wettlauf der Folgen §, wird ihre Rangordnung an der
Stelle x bestimmt nach den Werten der Zahlen g, =, (x).

Wir geben zwei Beispiele.

13 Es wiirde keinen wesentlichen Unterschied bedeuten, wenn voraus-
gesetzt wiirde, die monoton wachsenden Folgen hiitten alle denselben end-
Itchen Limes. Doch kommt dieser Fall fiir uns nicht weiter in Betracht, weil
im Folgenden vor allem an ganze Zahlen (z(&) gedacht ist.
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9. Zunichst ein Beispiel mit # = 10 und lauter gleichen Ge-
wichten (alle g, = 1). Wir betrachten die 10 teilerfremden Rest-
klassen modulo 22. Mit §,. bezeichnen wir dann!* die Folge der
positiven Primzahlen = » (mod. 22). Die erste der am Schluf3
dieser Note beigefiigten Tabellen (Tabelle A) gibt niheren Auf-
schluf {iber die Verhiltnisse fiir x < 1100. Darin enthilt z.B. die
erste mit ,,1‘‘ tiberschriebene Kolonne Plitze fir alle positiven
Zahlen = 1 (mod. 22), wobei aber nur die Primzahlen einge-
tragen, die anderen Zahlen durch Punkte ersetzt sind; dem-
gemil beginnt die Folge §, mit 23, 67, 89, 199, . . ., analog §,
mit 3, 47, 113, 157, . . . usw. '3 In einem zweiten Teil der Tabelle
sind fiir gewisse Werte!$ x, namlich fir die Vielfachen von 22,
die Werte der Anzahlen =, (x) fir jede der 10 Restklassen » =1,
3, - .., 21 angegeben. Die letzte Kolonne gibt dann in leicht ver-
standlicher Weise die Rangordnung der Restklassen, wobei alle
Restklassen, die an der betreffenden Stelle x gleichen Rang
haben, — wie 7 und 17 an der Stelle x = 88, wo 7, (88) = =, (88)
= 3 ist, — in eine Klammer zusammengefaf3t sind. Man sieht
hieraus beispielsweise, dafl die Restklasse 17 ziemlich bald an
die Spitze kommt (im Bereich 66 bis 352), spiter bei zeitweiligem
Zuriickbleiben (besonders im Bereich um 660) sich verschiedent-
lich in der Spitzengruppe oder nahe der Spitze befindet und von
x = 924 bis zum Schlufl der Tabelle wieder stindig an erster
Stelle oder mit an erster Stelle steht. Dagegen erweist sich die
Restklasse 9 in der ganzen zweiten Hilfte des x-Bereichs als be-
sonders arm an Primzahlen und findet sich auch sonst fast
nirgends in der Spitzengruppe; und auch dann nur in einem schr

4 Wir numerieren die Folgen also nicht &, &, . . ., §10 sondern &y, &, - - -,
821 und schreiben dementsprechend m, (1), 75 (%), ..., 7 o (7).
15 Der etwas stirkere Strich zwischen den Kolonnen » = 9 und » = 13

soll nicht nur die Ubersicht etwas erleichtern; er entspricht vielmehr bei Fort-
schreiten in einer Zeile einem Zuwachs der Zahlen um 4, withrend alle anderen
derartigen Zuwiichse = 2 sind; ein Umstand, der bei Aufstellung der Tabelle,
d. h. bei Aufsuchung der Plitze fiir die einzelnen aufeinander folgenden
Primzahlen, zu beachten war.

16 Trotz dieser Beschrankung, daB nicht fiir alle Werte x die =, (x) mit-
einander verglichen werden, ergibt sich ein ziemlich eingehendes Bild iiber
den Gang des Wettlaufs der Restklassen.
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groBen Rudel, also an Stellen x, wo keine besonderen Spriinge
nach vorne zu verzeichnen sind.

10. Als zweites Beispiel sei ein Fall mit verschiedenen Gewich-
ten behandelt. Wieder gehen wir von den teilerfremden Rest-
klassen mod. 22 aus. Wir betrachten die (multiplikative) Gruppe
H dieser Restklassen » und fassen alle jene Elemente 7 in eine
Gesamtheit zusammen, die bei isomorphen Abbildungen von A
auf sich selbst incinander dbergehen also innerhalb /A (vom
Standpunkt des Baues dieser Gruppe betrachtet) dieselbe Rolle
spielen. Da /7 in unserem Beispiel zyklisch ist, bedeutet dies
cinfach eine Aufteilung der Elemente # nach ihrem Grad, d. h.
nach dem kleinsten Exponenten #, fiir den #! == 1 (mod. 22) ist.
Das gibt die folgenden vier Gesamtheiten:

a = {7, 13, 17, 19}; das sind die primitiven Kongruenzwurzeln
oder Elemente vom Grad 10;

b = {3, 3, 9, 15}; die Elemente vom Grad 5 (primitive qua-
dratische Reste);

c= {21}; Element vom Grad 2;

e = [1]; Einheitselement vom Grad 1. Unter §, werde dann
die Folge derjenigen positiven Primzahlen verstanden, die zu
einer der Restklassen @ gehoren, unter =, (x) die Anzahl der
Primzahlen < aus §,; und die entsprechende Bedeutung
migen §p, S J. bzw. m, (x), ®, (x), 7, (x) fir b, ¢, ¢ anstelle
von a haben. Naturgemil setzen wir die Gewichte

ga:gb:l’ gc:ge=4

fest. In Tabelle B (siehe unten) findet man die Werte!? von
g7, (%), . . ., g, =, (x) fir die Vielfachen von 22 bis zu x < 1100
angegeben, sowie die daraus sich ergebende Rangordnung der
Folgen §, d. h. der Restklassen-Gesamtheiten a, 4, ¢, e beziiglich
ihres Primzahl-Gehaltes. Bemerkenswert erscheint, da nicht
nur ¢, wie man vielleicht am ersten erwarten mochte!8, oft an

17 Diese Werte sind leicht aus Tabelle A zu entnehmen, z. B. 7, (x) = 7=, ()
T 7y () g (X)) e (1), 4T (X)) = 4Ty (x).

¥ Vgl. die Bemerkungen 1. c. 1, Nr. 2, die in unserem Falle darauf hinaus-
laufen, daB3 durch Multiplikation von Primzahlen einer Restklasse aus @ sich
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der Spitze zu schen ist (iibrigens innerhalb des vorliegenden Be-
reiches von x-Werten niemals am SchluB}), sondern auch ¢ und
gelegentlich sogar!? ¢ (ndmlich fiir x = 1012, 1034 und 1036).
Andererseits rangiert die Gesamtheit 4 mit zwei Ausnahmen bej
x = 660 und 726 sonst durchwegs?? hinter @ {(oder gleich mitq
bei x =66, 528, 990) und nimmt wiederholt den letzten Rang ein,

11. Wir kommen nun zur Besprechung eines mehr summari-
schen Verfahrens, das analog wie in § 1, Nr. 6 und 7 fir » = 2,
auch bei einer groBeren Anzahl von Folgen §,, eine vergleichende
Beurteilung ihrer Rangordnung in denjenigen IFillen erlaubt, in
denen die Gewichte gy, ..., g, zu einander in rationalem Ver-
hiltnis stechen, also als ganze positive Zahlen angenommen wer-
den kénnen.

Wir beginnen mit dem Fall, daf3 den durch (28) dargestellten
Folgen §,, gleiche Gewichte zukommen (alle £, = 1) und denken
uns fiir jeden Index A die 2 Zahlen zz(;\), R a(;) der GroBe nach
wachsend angeordnet. Diese Rethenfolge ist dann mafBgebend
fir die ,,Anordnung der Folgen §, ,,am Platz 2 (,,fir den
Index ). Nehmen wir etwa als Beispiel wieder (wie in Nr. 9)
die 10 teilerfremden Restklassen mod. 22 und die Folgen §,
S - -+ 82 der in ihnen enthaltenen Primzahlen! In Tabelle C
(siche unten) sind die ersten 19 Zahlen aus jeder dieser Folgen
in den einzelnen mit » = 1, 3, . . ., 21 Uiberschriebenen Kolonnen
angegeben, daran anschlieBend dann die fiir jede Platz-Nummer .

Zahlen jedweder Restklasse ergeben, hingegen aus Primzahlen einer Rest-
klasse einer anderen Gesamtheit (&, ¢ oder ¢) jeweils nur Zahlen einer be-
schrinkten Menge von Restklassen, sodall man an einen verschieden starken
Bedarf fiir Primzahlen der einen oder anderen Art denken koénnte.

19 Aus Tabelle A ist zu ersehen, daB dariiber hinaus fiir x == 1034 sogar
= () = 7, (x) gilt, unter 7 eine beliebige unserer Restklassen mod. 22 ver-
standen. Das verschiedentlich beobachtete Zuriickbleiben der Restklasse t
(mod. 72z) beziiglich ihres Primzahl-Gehalts gegeniiber anderen teilerfremden
Restklassen mod. 2z (vgl. 1. c. %%, § 3, Nr. 12, Anm. 27 und 32, sowie L c.},
Nr. 1, Anm. 3) darf also jedenfalls in ceiner Bedeutung nicht tiberschitz
werden. Vgl. auch fiir 7z = 262 den § 3 dieser Note (SchluBl von Nr. 19).

20 Man beachte, dab diese Bemerkung sich nur auf Werte x bezieht, die
Vielfache von 22 sind; fiir andere x ergibt sich =, (x) << m (2) vereinzelt auch
fiir andere Werte, z. B. fiir v = 3, 5, 7, 59.
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sich ergebende ,,Anordnung*’ der Restklassen. Wir werden so-
gleich (Nr. 12-14) besprechen, daBl in diesen Anordnungen
durchaus kein voller Ersatz fir die in Tabelle A gegebenen
Werte der einzelnen =, (x) zu erblicken ist. Trotzdem erkennt
man, daB Tabelle C wesentliche Ziige in der wechselnden Rang-
ordnung der Restklassen gut wiedergibt; so z. B. das Vordringen
von 7 = 17 an die Spitze an den Plitzen A =4, g, 6, also etwa
im Bereich der Zahlen 127, 149, 193 (in Tabelle A fiir x = 132
bis 220) und dann wieder am SchluB3 der Tabelle fiir » = 18, 19
(was Werten von x bei 941 und 10351 entspricht); ebenso tritt das
Zuriickbleiben der Restklasse » = ¢ in der zweiten Hilfte des
betrachteten Bereiches, ebenso wie in der Tabelle A, so auch in
Tabelle C klar in Erscheinung.

12. Gleichwohl ist Folgendes zu beachten. Wenn beispielsweise
fiir einen bestimmten Wert A die Ungleichungen gelten:

W< < G
also
a({) < a(i) far v <7p,
so folgt daraus natiirlich, wie in Nr. 6,
7, (x) > w (x) fiir a(‘;\) <x < a(g‘).

Aber die Intervalle a({) Sx < a(i), auf die sich diese Vergleiche
der Werte der Funktionen =, (x) bezichen, sind je nach der Wahl
von v und p immer wieder andere und es gibt (wenn » > 2 ist)
keinen Wert 2, der allen diesen Intervallen angehéren wiirde.
Man kann also aus (32) durchaus nicht schlieBen, daB es irgend-
wo im Bereich des Intervalls [a(;\), a(;l\)] cinen Wert x gebe, fiir den

Tm@>n @) > .. >, (2)

gelten wirde. Zwei — allerdings ad hoc konstruierte — Bei-
spiele mégen das illustrieren.

Im ersten Beispiel sei # = 3 und die Folgen §,, §,, &3 seien
81) 21 31 13) 161 19) 22’ 25» 281 317 34v 371 LR ]

82) 4,5, 6, 7, 9, 10, 14, 17, 20, 23, 26, ...,  (33)
Ja) 1, 8, 11, 12, 13, 18, 21, 24, 27, 30,

(9]
w

y v vy
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wobel
A =3nh+44 fir A>3,
a =3r—7 fir A >7,
a) =32 fir A >4

sei. Fiir A = 2 hat man dann wegen
3 << 5 < 8 die Anordnung (§,, .,
$4); beachtet man aber die in neben-
stehender Tafel angegebenen Werte
der =, (x) fiir ¥ < 11, beachtet man
ferner, daB fur x = 11 durchwegs

1

v - g (1) > 7wy (x) > ™ (%)

ist?}, so erkennt man, daB trotz des
Auftretens der Anordnung (§;, §a
» 8s) fur den Index A = 2 doch fiir
kein einziges x die Ungleichung
» m, (x) > Ty (x) > w3 (x) besteht
(allerdings ist 7wy > mw, = my fiir
4 S x<3und 7, = w, > wy fir
1 ! 5 <x < 6).

@) [ma@

(%)

=
o
@]
—

O 09 OYul AW N
oW N

@]
N v

—
—
(O8]

13. In einem zweiten Beispiel sei 2 = 4 und §Fy, o, s &
seien gegeben durch

8 7,10, 12, 13, 14 mit a(i) =4A - 6fir x =6,

52 6, 8,0, 11,15, 16 mit @2 = 4% + 1 fiir & = 7,

S3) 4, 5, 18, 19, 20, 24, 26 mit a(i) =4r—4g furx =8,

8o 1, 2, 3, 17, 21, 22, 23, 25 mit @ = 41 —o9 fiir » > 0.
Fur den Platz A = 5 erhilt man hier wegen 14 < 15 < 20 < 21

die Anordnung (§,, Fs s, 3a), wihrend fiur keinen Wert x die
Ungleichung

T (%) = Ty () > 7wy () > 7wy (1) (34)
oder auch nur (falls x = 1) die Ungleichung

21 Wie aus Satz (a*¥), Nr. 14, hervorgeht, steht damit in Beziehung, daff
in (33) fir A = 3 die Anordnung (§,, §;, §;) besteht.
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7y (%) 2 7 () 2 75 (2) 27, (7) (35)

gilt. Man stellt ndmlich leicht fest, daB fiir x = 26 allgemein
7y () > 705 () > w5 (1) > my ()

ist 22 und braucht nun nur noch eine Tabelle der 7, (%) firx < 25
anzulegen, um zu schen, daB3 (35) fiir keinen Wert von x =1
bis 25 gilt.

14. Wenn also, wie aus Nr. 12, 13 zu ersehen, keineswegs alle
Einzelheiten beziiglich wechselnder Rangordnung der Folgen §,
(gemessen an den Werten von r, (x)) sich aus der Anordnung
auf den einzelnen Plitzen A = 1, 2, . . . entnehmen lassen, so gilt
jedenfalls der zu (a*), Nr. 6, analoge Satz, der auch durch die
Beispiele in Nr. 12, 13 illustriert wird (vgl. Anm. 21, 22):

(a**) Wenn fiir alle &, bzw. fir alle 2 = p die Anordnung
(F1y - - -» &) gilt, dann ist fiir alle x, bzw. fiir alle x > 2¢™

M) 2 @) 2. 2w, ().

15. Die Beziehung zwischen der ,,Rangordnung® der Folgen §,, (gemessen
an den Werten der Anzablen =, (x)) einerseits und der ,,Anordnung‘ der
Folgen (gewonnen aus den Zahlen a(‘)’\) mit gleichem Index 2) andererseits
wird vielleicht anschaulich am deutlichsten, wenn wir an die Stelle von
monoton wachsenden Folgen §, monoton wachsende Iunktionen o, (2)
setzen, anstelle des diskontinuierlichen Index 2 also die kontinuierliche
Variable ¢ treten lassen. Ordnen wir fiir jede Stelle 7 die Funktionen ¢ (2)
wachsend nach ihrer Grile, so entspricht das der Anordnung der Zahlen a({)
nach wachsender GroBe, also der in Nr. 11 betrachteten, zum Index 2 ge-
hérigen Anordnung. Betrachten wir aber zu den Funktionen x = ¢, (¢) ihre
Umkehrfunktionen 7 = ¢, (¥) und geben wir fiir jedes x unseren » Funktions-
beziehungen eine Rangordnung nach abnehmenden Werten der ¢, (1), so
lauft das, wie man leicht sieht, fiir unsere Folgen §, auf die in Nr. 8 dar-
gelegte Rangordnung nach abnehmenden Werten der =, (x) hinaus. Denn
wenn wir jeder Folge §,, beispielsweise jene Funktion » = o, (#) zuweisen, die
sich bei Wah] einer groBen Zahl @ fiir A = 7 < A + 1 aus der Gleichung

()
Py () —ay\ @
041 —ne (2 ) =1 (36)
o0, — ol

22

Letzteres iibrigens im Einklang damit, daf} fiir alle 2 = 7 die Anordnung
(36 &3 T2 &u) gilt; vel. Satz (a*¥), Nr. 14
He
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ergibt, so wird die Umkehrfunktion # = ¢, (x) in einem Intervall a(x) =x
= a)\(‘_lt)l — ¢ nahezu konstant = A sein, u. zw. umso genauer und fiir ein
umso kleineres ¢ > 0, je groBer wir o gewihlt haben. Fir ganzzahlige Werte
Z = ) aber ist ¢, (A) = a(‘)’\), withrend sich andererseits §,, (x) im wesentlichen
mit der zur Folge §, gehérigen Funktion x,, (x) deckt.

Wenn es nun freilich bei einem Vergleich des schwiicheren oder stiirkeren
Wachsens von Funktionen ¢, (#) natiirlicher erscheint, die Werte dieser
Funktionen selbst an den einzelnen Stellen ¢ heranzuzichen, statt der Werte
der Umkehrfunktionen # = ¢, (x) an den einzelnen Stellen x und dement-

X =57t
X = Fait)
X = s(t)
X = Fu(t)
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sprechend auch beim Vergleich von Folgen a(;’\) zu verfahren, so ist fiir die
Anwendung auf Folgen von Primzahlen die Heranziehung der Anzahlen =, (1)
das iiblicherweise Gegebene gewesen.

Ubrigens gelten Bemerkungen, analog denen in Nr.12-14, auch fir
kontinuierliche Funktionsbeziehungen. Die Figur (die iibrigens im wesent-
lichen dem Beispiel in Nr. 13 nachgebildet ist) zeigt, da3 fiir die betrach-
teten vier Funktionen g, (#) die Bezichung

P1 () < 9a(8) < @3(4) < o4 (/) (37)

im Intervall g < ¢ < #; gilt, ohne daB fiir die Umkehrfunktionen ¢, (x) an
irgend einer Stelle » die Bezichung
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P (1) > gy () > Yy (x) > ¢y (7) (38)
oder auch nur

U (1) = dp(x) = d3(2) = Yy (2) (39)
bestiinde. )

16. Es ist klar, wie man das in Nr. 11 besprochene Verfahren
der Anordnung der Folgen §, zu gestalten hat, wenn diesen
Folgen verschiedene in rationalem Verhiltnis stehende Ge-
wichte g, zukommen, die dann als positive ganze Zahlen an-
genommen werden mégen. Anstelle von §, betrachtet man dann
jene Folge G, die entsteht, wenn man jede Zahl a(&) aus §,
hintereinander g,-mal anschreibt. Ist dann

69, Y, ..., 6D, L.

die so entstandene Folge &, so bestimmt man die ,,Anordnung‘‘
der Folgen §, auf dem ,,Platz 2 (fiir den Index %) nach der auf-
steigenden GroBe der Zahlen 69, .., b(’i).

17. Als Beispiel wihlen wir die bereits in Nr. 10 behandelten
Folgen §,, Ty §o 8¢ mit den Gewichten 1, 1, 4, 4. Von den
Tabellen am Schluf3 dieser Note sind in Tabelle D die Folgen
G,, &, 6, 6, (in den mit a, 8, ¢, e iiberschricbenen Kolonnen)
bis zu A = 80 angegeben, daran anschlieBend fiir jedes & die
zugehdrige Anordnung. Wie man sieht, erhdlt man von dem
Wettlauf der Restklassen-Gesamtheiten ein Bild, das die gleichen
wesentlichen Ziige aufweist, die aus Tabelle B abgelesen wurden
(vgl. Nr. 10): AuBler ¢ kommt wiederholt auch ¢ an die Spitze,
gelegentlich auch e (fir A <8 Ubrigens auch &); dagegen ver-
bleibt 4 fast durchwegs hinter a.

18. Noch etwas kiirzer und summarischer als das Verfahren
von Nr. 16 ist das folgende: Es sei & das kleinste gemeinsame

: G
Vielfache der Gewichte gy, ..., g, und es sei £, = . In der
4

Y
Folge ©, (Nr. 16) stehen dann an den Plitzen von A = 1 bis A=G
genau £, verschiedene Zahlen; wir betrachten alle £, + ..
+ %, = K Zahlen®, die in den verschiedenen Folgen &, auf

* In den Fillen, die uns hier vorwiegend interessieren, handelt es sich um
die Primzahlen in den zu einem Modul 7 teilerfremden Restklassen und es
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den Plitzen 1 £ A < G stehen und fassen sie zu einem ersten
,,Abschnitt' %, zusammen; es seien dies etwa die Zahlen

€1y €y ooy O (40)

Diese Zahlen ordnen wir wachsend nach ihrer GréBe. Dadurch
bekommt jede dieser Zahlen eine bestimmte Platz-Nummer.
Unter den Zahlen (40) befinden sich 4, Zahlen aus §,. Wir
bilden die Summe s, der £, Platz-Nummern dieser Zahlen. Dann
kann der Mittelwert ;"-

v
den die Zahlen aus §, im Abschnitt UA; einnehmen. Dement-
sprechend ordnen wir dic Folgen §, (innerhalb des Abschnittes

dazu dienen, den Platz zu kennzeichnen,

. s

;) nach aufsteigenden Werten von 7 oder, was auf dasselbe
v

hinauslauft, von g, s,. (Dabei ist es tibrigens nicht ausgeschlossen,

dal sich fiir mehrere Folgen §, derselbe Wert von g, s, ergibt.) —
Nunmehr betrachten wir in derselben Weise die X verschiedenen
Zahlen, die in den Folgen G, auf den Plitzen G +1 <A <26
stehen, fassen sic zu einem zweiten Abschnitt ¥, zusammen;
allgemein wird U, von den Zahlen gebildet, die in den Folgen
®, auf den Plitzen (p — 1) G + 1 =< » =< p G stehen. Flir jedes
A, ergibt sich eine zugehorige Anordnung der 3.

Dieses summarische Verfahren werde an demselben Beispiel
veranschaulicht, das in Nr, 17 behandelt wurde. Tabelle E am
SchluB3 dieser Note gibt hier die Verhiltnisse wieder. Dabei be-
achte man, daB hier gy =g, =1, g5 == g, = 4 ist, also &, = £, = 4,
£y =k, =1 und K = 10 zu nehmen ist?*. Man braucht also
z. B., um den Abschnitt %, zu bilden, nur in Tabelle C die
Zahlen der ersten Zeile der Gréfle nach zu ordnen:

3, 5, 7, 13, 17, 19, 23, 31, 37, 43

besteht jede T'olge §, aus den Primzahlen, die einer bestimmten Anzahl /,
von Restklassen angehdren. Dabei sind die Gewichte g, diesen Anzahlen /,
verkehrt proportional, sodafl, wenn # der grofite gemeinsame Teiler von /4,
..., A ist, einfach £ £, = 4 ist und 7 & gleich der Anzahl aller in den Fol-

gen §, vertretenen Restklassen.

2t Vgl Anm. 23.
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und bei jeder von ihnen zu notieren, welcher der Restklassen-
Gesamtheiten a, 4, ¢ oder ¢ sie angehort:

&y 5; a, a a, a, ¢, 6: ér 2

und man erhilt die erste Zeile der Tabelle E. (Zum gleichen
Zweck kann man noch bequemer die in Tabelle C angegebene
Anordnung der Restklassen beniitzen.) Was die in der letzten
Kolonne von E fiir jeden Abschnitt 9, (1 <p < 20) ermittelte An-
ordnung betrifft, so weist sie die gleichen wesentlichen Ziige auf,
die fiir dieselbe Konkurrenz von Restklassen-Gesamtheiten aus
Tabelle B und D zu ersehen waren.

§ 3. Drei Restklassen modulo 262.

19, Die Entwicklungen der vorliegenden Note wurden ver-
antait durch die Beschiftigung mit den 1. c. ! angeschnittenen
Fragen und durch Beobachtungen an dem dortigen Tabellen-
Material 5. Besonders die mit » = 262 gerechneten Tabellen
zeigten ein von anderen Beispielen?® abweichendes Verhalten.
In den dortigen Tabellen XXIV, XXV und XXVI wurden dann
speziell die Restklassen 1, 259 und 17 herausgegriffen®? und auf
ithren Gehalt an Primzahlen < x (im Bereich x < 300000) im
Vergleich mit der Gesamtheit der tbrigen Restklassen (durch
Berechnung der gemil (7) bestimmten Zahlen A (x)) geprift.

Um diese drei Restklassen mit einander zu vergleichen, moge
nun anstelle der wesentlich muhsameren Aufstellung des
Werteverlaufs der Zahlen 7= (%), ma59 (%), 717 (%) — das in Nr. 11
geschilderte Verfahren angewendet werden, nach welchem fiir
drei durch (28) fur v = 1, 2, 3 gegebene Folgen §, aus der An-
ordnung der Zahlen a(i), (z(';?, a(i) (wachsend nach ihrer Grofle)

*® Wegen anderer durch jenes empirische Material nahegelegter Fragen
vgl. ,,Verallgemeinerung einer Meissner-Stickelschen Vermutung iber die
Verteilung der Primzahlen®, diese Sitz.ber., S. 6973, Sitzung vom 16, Juni
1944, S. 70, Anm. 4.

* Eine der fraglichen Tabellen fiir 22 = 26 wurde nicht 1. c. ! vorgelegt,
sondern auf S, 40, 41 der Note ., Uber die Stiickelschen Liickenzahlen nebst
kleinen Randbemerkungen zur Verteilung der Primzahlen®, diese Sitz.ber.,
Sitzung vom 3. Mirz 1944, S. 21-41.

¥ Uber diese Auswahl vgl. die dortige Anm. 19.
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eine ,,Anordnung‘‘ der Folgen §, ,,am Platz 1" abgelesen wird.
Nun enthalten die erwiihnten Tabellen XXIV, XXV, XXVI
jeweils in ihrer ersten Kolonne die fraglichen Folgen (von
A = 1 bis 200) der Primzahlen von der Gestalt 262% -~ 1 bzw.
2627 + 259 und 262# -+ 17. Man braucht also diese Kolonnen
nur neben einander zu legen und in jeder Zeile (d. i. an jedem
Platz 1) die drei nebeneinanderstehenden Zahlen der GroBe nach
zu ordnen®. So erhilt man in der ersten Zeile (mit den Primzahlen
263, 521, 541) die Anordnung der Restklassen: 1, 259, 17; in der
20-sten Zeile (mit den Primzahlen 23581, 23053, 24121) dic An-
ordnung 259, 1, 17; in der 200-sten Zeile (mit den Primzahlen
208043, 297629, 277999) die Anordnung: 17, 259, 1.

Wir wollen auf eine volle Wiedergabe der Tabelle verzichten,
in der man die 200 Anordnungen flir x =1 bis A = 200 zu-
sammenstellen kann und tber den Verlauf nur in groflen Ziigen
berichten. Die Anordnungen

(1, 259, 17), (1, 17, 259), (239, 1, 17), (259, 17, 1),
(17,1, 259), (17,259, 1) (41)

treten fir 1 <A < 10je 5-,0-, 4-, 1-,0-, 0-mal und fiir 11 <A <
20 je 0-, i-, 2-, 4~, 0-, 3-mal auf. Von A = 21 bis A = 30 treten
nur die Anordnungen (17, 1, 259) und (17, 259, 1) u. zw. 4- bzw.
6-mal auf. Nachher verliert die Restklasse 17 ihre Spitzenstellung
und von A = 31 bis A = 56 besteht durchwegs die Anordnung
(259, 17, 1). Daran anschlieend bleibt die Restklasse 259 bis
A == 75 an der Spitze, wobei teils 17, teils 1 an letzter Stelle
stehen. Nachdem nunmehr voriibergehend die Restklasse 1 an
die Spitze kommt (bei der Anordnung (1, 259, 17) bzw. (1, 17, 259)
fiir A = 76 bzw. 77), gelangt die Restklasse 17 mit A == 78 an
die Spitze und behilt sie bis zum Schlufl der Tabelle, d. i. bis
A = 200. Bezliglich des zweiten und dritten Platzes hat man ein
Schwanken zwischen den Restklassen 1 und 259, wobel von
A = 176 bis 200 die Restklasse 259 dauernd an zweiter, die Rest-
klasse 1 an letzter Stelle steht.— Im Gesamtbereich 1 < < 200tre-

28 Freilich sind (vermutlich aus isthetischen Griinden, vielleicht u. a. um
die letzte S. 31, L. ¢.? nicht zu mager werden zu lassen) die Zeilen beim Druck
nicht wie im Manuskript in allen drei Tabellen in gleicher Weise aufgeteilt.
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ten die Anordnungen (41) je 6-, 2-, 18-, 38-, 61-, 75-mal auf, sodafl
cin merkliches Uberwiegen der Anordnung (17, 239, 1) besonders
in der zweiten Hilfte (48-mal in 101 < A < 200) und insbesondere
die vorwiegende Spitzenstellung der Restklasse 17 (fiir 136 von
200 A-Werten) deutlich zutage tritt,

Bemerkt sei, daB an 38 -+ 75 = 113 von 200 Plitzen die Rest-
klasse 1 an letzter Stelle, an 18 -+ 61 = 79 Plitzen an mittlerer
Stelle und an 6 ~- 2 = 8 Plitzen an erster Stelle steht. Es kommt
dieser Restklasse also durchschnittlich die Stelle (113.3 + 79.2
+ 8.1): 200 = 2,525 zu, wiahrend sich die entsprechenden Werte
fiir die Restklassen 259 und 17 zu 2,035 bzw. 1,44 ergeben.

Gegeniiber den beiden anderen betrachteten Restklassen 259
und 17 zeigt also die Restklasse 1 (mod. 262) innerhalb des frag-
lichen Bereiches tatsichlich einen etwas geringeren Primzahl-
Gehalt. Daf dies nicht gegeniiber allen {ibrigen Restklassen der
Fall sein kann, geht aus Tabelle XXIV,l.c.? (u. zw. aus dem
hiufigen Auftreten negativer A(N)Werte und speziell aus
A (208943) = — 95 < 0) hervor®.

2 Bei den nachfolgenden Tabellen A bis E habe ich, wie bel jenen 1. c.?,
Herrn Dr. R. Steuerwald fiir die iiberaus sorgfiltig nach meinen handschrift-
lichen Tabellen hergestellte, dem Druck zugrunde gelegte Maschinen-Rein-
schrift besonders zu danken.





















