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Uber symmetrische Funktionen
von abzithlbar unendlich vielen Argumenten.

Von Heinrich Tietze in Minchen.

Vorgelegt am tg. Mai 1944,

1. An anderer Stelle! gegebene Entwicklungen werden im
Folgenden etwas weitergefiihrt.
Seixy, x5, ..., &y, .. .ciNeE unendliche Folge komplexer Zahlen,
dabei |x,| =&,; es gebe ganze positive Zahlen u, fiir welche
T £ " konvergicrt, und es sei m die kleinste dieser Zahlen p.
Sei #n eine ganze Zahl > 1 und ® = (4, ..., 4,) ein System
nicht-negativer ganzer Zahlen, die den Bedingungen

61_2_622"'2571201 (1>

by + by A+ ... b, =mn (2)
geniigen. Es sei 4y, #5, .". ., #,, . . . cine Folge von Unbestimmten
und

Yo () = S b, ttn (3)

die (unendliche) Summe aller verschiedenen Potenzprodukte, die
man aus 4" ... ¢’ erhilt, indem man fiir #, . . ., #, irgend ein
System ¢, , . £y, von u verschiedenen Unbestimmten ¢,
nimmt® Fir die unendlichen Reihen

1 Monatshefte fiir Mathematik und Physik, Bd. 48 (1939) S. 487-499 und
49 (1940), S.1-32, ,,Uber symmetrische Funktionen von endlich oder ab-
zihlbar unendlich vielen Verinderlichen®, insbesondere § 10, Bd. 49, S. 49ff.

2 Dabei brauchen durchaus nicht verschiedene Systeme Zyp oo By, stets
auch verschiedene Potenzprodukte zu ergeben. Beispielsweise wird eine Ver-
tauschung von 2y, und #,, an dem Potenzprodukt nichts dndern, wenn 6, = &,
ist. Auch wird, wenn beispielsweise &, = o ist, stets dasselbe Potenzprodukt
sich ergeben, wenn die Unbestimmten Lyps voos Zyy beibehalten werden,

Zyn aber durch irgend eine andere (unter Zyp oraly, 4 nicht vorkommende)
Unbestimmte ersetzt wird. Wesentlich ist, dall in (3) keine zwei Potenz-
produkte vorkommen sollen, die sich (etwa nach Umstellung in der Reihen-
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Yp=Yp@) =X xlb1 ce xnan 4

die man erhilt, wenn man jede Unbestimmte 7, durch den
Wert x, ersetzt, gilt dann der

Satz 1. Die Reihe (4) ist absolut-konvergent dann und
nur dann, wenn im System B jede von o verschiedene
Zahl b, = m ist.

Die Notwendigkeit dieser Bedingung ergibt sich ndmlich ein-
fach daraus, daB fiir jeden Wert £ >> o, der unter den Zahlen 4,

3

[o.0]
vorkommt, eine Teilreihe von (4) von der Gestalt ' >'

A=p+1
existiert, unter C ein geeignet gewihltes Potenzprodukt von Zah-

len x, verstanden3, also eine Teilreihe, die gewi3 hicht absolut
konvergiert, wenn £ < 7 ist. Um andererseits das Hinreichen
der Bedingung zu zeigen, geniigt der Nachweis der absoluten
Konvergenz jener Reihe ¥Y'*, die man aus (4) erhidlt, wenn man
alle Exponenten 4, >> o durch s ersetzt. Die absolute Konvergenz
von Y* erkennt man aber, indem man jedes )" durch y, ersetzt,
aus dem Satz?!, daB alle Potenzproduktsummen Z v, ...y, (und
itbrigens iiberhaupt alle Reihen (4), darin die x durch die y er-
setzt) stets absolut konvergent sind, wenn Xy, absolut kon-
vergiert.

2, Die ,,symmetrischen ganzen Funktionen' #(¢) der unendlich
vielen Unbestimmten 4, von denen wir hier sprechen wollen,
sollen nun definiert sein durch eine unendliche Reihe

F) = % e Y (8), (s)

in der die Summe sich auf alle den Bedingungen (1), (2) ge-

folge der Faktoren) als gleich erweisen. Vgl. auch 1. c¢. 1, Monatshefte Bd. 49,
5. 50, Anm. 93.

Zusatz: Wird auch der Fall n = o (also alle b,, = 0) einbezogen, so erhilt
man bei allen Vertauschungen der 1, stets dasselbe Potenzprodukt lvlbl .
lvnbn = 1, sodal in diesem Falle Y (1) = 1 zu setzen ist.

3 Man kann dabei fiir -1 die Anzahl der von o verschiedenen Exponenten
4, nehmen und, je nachdem p = o0 oder > 0 ist, C =1 oder C =% ...
xpth setzen, unter ¢4, ..., ¢p die Zahlen 4y, ..., 4, nach Weglassung einer
Zahl £ und aller Nullen verstanden.

4 \"g]. lL.c.?, S. 51, Nr. 53.
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niigenden Exponentensysteme B und dabei auf alle Werte

n=0,1,2,... crstreckt, hierbei ¥, (f) = 1 gesetzt® Fiir cin
bestimmtes, weiterhin festgehaltenes Wertsystermn xy, x5, o
#,, . . . liefert dann Satz 1 die Bedingung

b, = m, falls &, <=0 6)

dafiir, daB der einzelne Summand ¢ Y(x) der Reihe F(x) selbst
cine absolut-konvergente Reihe darstellt, sodall wir von den
komplexen Koeffizienten ¢ alle jene = o annehmen wollen, fiir
welche sich im System B eine positive Zahl 4, < befindet.
Auf die sich hier anschlieBende Frage, welchen Bedingungen
bei gegebenen x, die ¢ #=0 (bzw. welchen Bedingungen bei
gegebenen ¢ die x,) geniigen miissen, damit die Reihe (5) kon-
vergiert, soll hier aber nicht eingegangen werden.

3. Vielmehr soll eine Frage behandelt werden, die 1. c. ! nur
fiir den besonderen Fall 2 = 1 erdrtert wurde. In diesem be-
sonderen Fall (wo also alle Y& (x) konvergieren) gilt, da3 durch
die (bei unendlicher Anzahl der x, unendlich vielen) sym-
metrischen Grundfunktionen

fi=(@)=2Zx,/f,= Vii(x) = Exl’v'zw--:f‘,z

:Yl,__.,l(x)=2x1...x @

oG
sich alle ¥ (x) darstellen lassen, u. zw. als Polynome in den f,
mit rationalen (und sogar ganzen rationalen) Koeffizienten, wo-
bei die betreffenden Formeln sich mit denen fiir endlich viele x,,
decken. Hieraus folgt dann von selbst die Darstellbarkeit aller
symmetrischen ganzen Funktionen #(x) durch die f,. Wir wollen
nun fir ein beliebiges 72 nach einem System von Funktionen

a1 =Yo(®), 2=V (@), ..o g, =Ym (@), ... (©

fragen, derart daB} diese Funktionen (die wir von wachsender
Gradzahl in den x denken) simtlich der Konvergenzbedingung
des Satzes 1 genitigen und daf alle der Konvergenzbedingung
des Satzes 1 genligenden Y3 (x) sich als Polynome in den Funk-
tionen g, darstellen lassen.

& Natiirlich kann man (vgl. L. c. 1, S. 49, Anm. 89) wesentlich allgemeinere
s,symmetrische Funktionen‘* einfiihren und dabei von Symmetrie-Eigen-
schaften ausgehen, statt — wie hier — von Formen der Herstellung.
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Nattirlich sind hiefilr, wenn 2 > 1 ist, die symmetrischen
Grundfunktionen (7), weil divergent, nicht brauchbar. Bleiben
wir aber vorerst einen Augenblick beim Fall 2 = 1, so ist aus
den Entwicklungen 1. c. 1 leicht ersichtlich, dass alle ¥ (x) auch
als Polynome in den Potenzsummen

s1=Yi(x) = Zx, s = Vyo(x) = Zaf, ..., 5, =

v

= V() = Zx)... ©)

darstellbar sind, u. zw. wieder als Polynome mit rationalen (wenn
auch nicht durchwegs ganzen) Koeffizienten. Denn aus den
dortigen Entwicklungen ist sofort zu schen, dal3 die bekannten
Formeln von Newton und Waring, die bei endlich vielen x,
die Grundfunktionen f, mit den Potenzsummen s, verkniipfen,
sich unverandert auf unendlich viele 2, mit absolut-konvergenter
2 x, lbertragen.

Wir wollen nun zeigen, dal} fir beliebiges 72 die Gesamtheit
derjenigen Potenzsummen (g), fur welche v = 7z ist, cin System
von Funktionen g, der verlangten Art darstellt, daB3 also g, =
=5, n—1 (= 1) genommen werden kann. Die Koeffizienten
der Polynome in den s, (v = ), durch welche die ¥ (x) dar-
stellbar sind, werden sich dabei wieder als rational erweisen.
Auf die Irage nach der Existenz eines Systems (8), fiir das die

entsprechenden Koeffizienten ganz ausfallen — wie dies fiir
m =1 die Funktionen (7) leisten — soll nicht eingegangen
werden,

4. Der Satz, den wir beweisen wollen und der alle diese Be-
hauptungen in sich schlieft, lautet nun:

Satzz2. Jede Potenzproduktsumme

Vg (x) =Z a1 ... a0

mit einem Exponentensystem von /% (=1) durchwegs
positiven Exponenten ¢, die simtlich = s sind, 148t
sich als rationalzahliges Polynom der Potenzsummen

s, = X’ (it Zv < n)

darstellen, wobei 2 =4, ...+ 4, ist.
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Statt bei der Formulierung dieses Satzes von nur positiven
Exponenten &, zu reden, kdnnen wir auch, indem wir » — %
Nullen zu % hinzunehmen, von einem den Bedingungen (1), (2),
(6) geniigenden System ®B sprechen. Zum Beweis von Satz 2
ziechen wir nun fiir festes # alle den Bedingungen (1), (2), (6)
geniigenden Systeme nicht-negativer Exponenten (44, . . ., ,) in
Betracht, wobei Q,, (#) die Anzahl dieser Systeme sei®. Ebenso-
grof} ist natiirlich die Anzahl aller Produkte von Potenzsummen

XU =154, Sy - Sap (10)

wenn das Zahlensystem % = (a;, ..., a,) dabei den gleichen
Bedingungen (1), (2), (6), wie das System B = (4, . . ., 4,) unter-
worfen und (im Einklang mit dem Zusatz in Anm.2) 5, =1
gesetzt wird.

Jedes Produkt (10) ist nun mit ganzen rationalen Koeffizienten
Coip darstellbar in der Gestalt

Xy = X Oy Yy, (11)

die Summe erstreckt Uiber alle Q,, () den Bedingungen (1), (2),
(6) genligenden Systeme B. Denn wenn wir zunichst nur mit
einer endlichen Anzahl / (= #) von Zahlen x, rechnen, ist
Folgendes klar: falls simtliche @, die == o0 sind, auch = 2 sind,
dann kénnen bei der Darstellung von Xy durch die Y@ nur
solche Exponenten 4, == o0, die = m sind, bei den auftretenden
¥y vorkommen. Die Cyp sind aber von / unabhingig und
bleiben beim Grenziibergang / - c0 unverdndert. Betrachtet
man nun das System von Gleichungen (11), das man erhilt,
wenn man ¥ alle Q,, () den Bedingungen (1), (2), (6) geniigen-
den Zahlensysteme (ay, ..., @,) durchlaufen li3t, dann kommt
es fiir den Bewelis von Satz 2 nur darauf an zu zeigen, daf} die

¢ Es ist also Q, (#) die Anzahl aller derjenigen Partitionen der Zahl #,
bei denen alle Summanden = 7 sind. — An anderer Stelle, nimlich in den
Noten ,,Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren I. Rekursions-
formeln®, diese Sitzungsberichte, Jahrgang 1940, S. 23, Anm, 2 und ,,Systeme
von Partitionen und Gitterpunktfiguren 11, Komprimierte Gitterpunktmen-
gen®, ebenda, Nr.54, S. 119, trat umgekehrt neben der Anzahl P(x) aller
Partitionen von # noch die Anzahl 2, (#) der Partitionen von 7 mit lauter
Summanden = sz auf. Natiirlich ist Qy (27) = Py (n) = P (%).
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aus den Koeffizienten Cy gebildete O, (%)-reihige Deter-
minante A () == o ist. Dies aber erkennt man, wenn man —
wieder auf eine endliche Anzahl / von GréBen #x, zuriickgreifend
— im Falle 72 >> 1 zu den Q_, (#) Gleichungen (11) noch alle
jene @y (n) — Q,, () Gleichungen X9 = Z Cyp Yy hinzu-
nimmt, bei denen unter den positiven Zahlen e, auch solche
< auftreten und dementsprechend unter den positiven FEx-
ponenten &, in den Systemen B auch solche < s zugelassen
sind. Das so erweiterte System ist nun sicher ecindeutig nach den
Vg auflésbar, weil diese sich nicht nur als ganzzahlige Poly-
nome der £, (v < #) sondern, ebenso wie die /,, auch als rational-
zahlige Polynome der s, (v = #) darstellen lassen. Demnach hat
das erweiterte System eine Determinante Ay (%), die sicher == o
ist.. Dann muB aber auch A, (%) == o sein, weil diejenigen
Q,, (i) Zeilen der Determinante A; (), die den (1), (2), (6) ge-
niigenden Zahlensystemen U zugehdéren, zunichst in ihren ersten
Q,, (n) Kolonnen die Haupt-Unterdeterminante A, (7), in den
tbrigen Q; () — Q,, (%) Kolonnen aber nur Nullen enthalten,
soda A; (#) die Determinante A, (%) als Faktor enthilt, Es ist
also tatsichlich A, (%) == o.

Damit ist Satz 2 nebst dem am Schlull von Nr.3 Gesagten
nachgewiesen.



