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Die Fehler hoherer Ordnung der optischen Instrumente.
Von C. Carathéodory.

Vorgelegt am 5. Februar 1943.

Einleitung,

1. Die Theorie der Fehler der optischen Instrumente ist nicht
so schr ein Problem der Mathematik, als ein solches der Rechen-
kunst. Vom Standpunkt des Mathematikers ist nimlich dieses
Problem schon lingst endgiiltig gelost. Sobald man aber Glieder
von héherer Ordnung berticksichtigen will, vermehrt sich gleich
die Anzahl der Daten des Problems in solchem Malle, dafl man
Gefahr lauft, in einem Wald von Formeln stecken zu bleiben und
jede Ubersicht zu verlieren.

Aus diesem Grunde hat sich wohl kaum jemand! mit Fehlern
von hoéherer als der fiinften Ordnung ernsthaft beschiftigt. Und
selbst fiir die Fehler fiinfter Ordnung sind nicht alle Angaben,
die sich in der Literatur vorfinden, immer korrekt. Eine einwand-
freic Methode, um auch diese letzteren Fehler zu berechnen, hat
M. Herzberger, und dies eigentlich nur in neuester Zeit, auf-
gestellt.? Aber Herzberger hat, um seine Formeln zu ordnen,
die Tensorbezeichnung benutzt, welche fiir das in Frage stehende
Problem keinen Vorteil bringt, weil die Invarianten, nach wel-
chen die Entwicklung des Eikonals fortschreitet, sich bei Ande-
rungen der Koordinaten nicht wie Tensoren verhalten. Deshalb
scheint sich auch diese Methode mit der Betrachtung der Fehler
tinfter Ordnung crschépfen zu missen.

2. Viel vernlinftiger und sachgemailer ist es sicher, wenn man
das Eikonal nicht, wie es liblicherweise geschieht, nach den ein-
fachen Potenzen dieser Invarianten entwickelt, sondern wenn

bt Auller Petzval, dessen Rechnungen aber verschollen sind.

2 M. Herzberger, Theory of the image errors of the fifth order in
rotationally symmetrical systems. I. (Journ. of the optical Soc. of Amer. 29,
Nr. 9, Sept. 1939, p. 395-406.)

Mtnchen Ak, Sb. 1943, 1 15



200 C. Carathéodory

man diese Funktion als cine lineare Kombination von gewissen
Polynomen ansieht, die aus diesen Invarianten gebildet und so
gewihlt werden, dal} sich die Koeffizienten der Entwicklung, bei
Anderung des Koordinatensystems in cinfachster Weise, trans-
formieren.

Diesen Gedanken verwirklicht man am bequemsten, indem
man mit komplexen Zahlen rechnet. Durch die komplexe Be-
zeichnungsweise gewinnt man aullerdem die Moglichkeit, je zwei
Gleichungen zu ciner ecinzigen zu verbinden, deren Gestalt so
sehr viel einfacher ist als die der urspriinglichen, daf3 man wohl
75% der cigentlichen Rechenarbeit einsparen kann. Wichtiger
aber als dieser rein materielle Gewinn ist der schon erwihnte
Vorteil, mit Kocffizienten zu operieren, von denen jeder sein
cigenes Gesicht bewahrt, und welche iiberdies aufs engste mit
den zu errechnenden Fehlern der Abbildung zusammenhingen,

3. Man hat lange gestritten, ob man zwdlf oder nur neun Feh-
ler funfter Ordnung beriicksichtigen soll.* Durch unsere Aus-
fiihrungen wird diese Frage endgiltig geklart. Der Widerstreit
der Meinungen ist nimlich nur dadurch entstanden, dal} die ver-
schiedenen Autoren nicht immer dasselbe unter ecinem ,,Fehler
verstanden haben.

Bei den alteren Autoren wird die Fiktion aufrecht erhalten,
dal} die Fehler der verschiedenen Ordnungen immer alle nach-
cinander in ihrer natiirlichen Reihenfolge durch geeignete Modi-
fizierung der Linse korrigiert werden kénnen und werden miis-
sen. Bei dieser Auffassung bleiben genau neun Fehler flinfter
Ordnung zu beheben tibrig, sobald simtliche fiinf Fehler dritter
Ordnung beriicksichtigt worden sind. Diese neun Fehler fiinfter
Ordnung sollen im folgenden die Hauptfehler funfter Ordnung
genannt werden.

Ist man dagegen in seinen Anspriichen bescheidener und hat
man ein Objektiv zu untersuchen, bei welchem die Fehler dritter
Ordnung zwar reduziert, aber nicht vollig aufgehoben sind, so
ist die Sachlage cine ganz andere. Die lbrigbleibenden Fehler
dritter Ordnung induzieren zwdlf verschiedeneFehler flinfter

3 Vgl hierzu Czapski-Eppenstein, Grundziige der Theorie der op-
tischen Instrumente, 3. Aufl. (Leipzig, Joh. Ambrosius Barth, 1921) S. 280.
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Ordnung, die man berechnen mul}, wenn man sich von der Giite
des Instruments Rechenschaft geben will. Von diesen zwolf Feh-
lern haben die neun dieselbe Gestalt wie die Hauptfehler und
kénnen diesen zugerechnet werden. Aber drei neue Fehler sind
hinzugekommen, die man nicht dndern kann, ohne gleichzeitig
auch an den Fehlern dritter Ordnung zu rithren.

Im allgemeinen gibt cs
7 (1 + 3)

2
Hauptfehler (2 2-—1)" Ordnung und
n (1)

Fehler, welche durch die Fehler niedrigerer Ordnung induziert
werden. Zur Behebung siamtlicher Fehler bis zur (22— 1) Ord-
nung inklusive miussen aber blo3

(—1)(n+3)(n+4
6

Bedingungsgleichungen erfiillt werden.

4, Die Fundamentalgleichungen der Abbildung. In der Objekt-
ebene eines optischen Instruments sollen die beiden Achsen x; und
%, mit der zur selben Ebene senkrechten Rotationsachse # des
Instruments cin rechtwinkeliges kartesisches Koordinatenkreuz
bilden. Jeder Strahl des Objektraumes, der nicht in der Objekt-
ebene liegt, wird durch die Koordinaten xy, %, seines Schnitt-
punktes mit dieser Ebene und durch die Projektionen y,, y, auf
die x;- bzw. die xp-Achsen eines orientierten Einheitsvektors, den
er enthilt, gekennzeichnet. Die vier GréBen xy, g, ¥, Yo nennt man
die kanonischen Koordinaten des Strahls. Ebenso werden
die Strahlen des Bildraumes durch die kanonischen Koordinaten
€1, Ea M, N bestimmt.?

Um die Beziehungen, welche beim Durchgang durch das
Instrument zwischen den Strahlen des Objekt- und des Bild-
raumes entstehen, zu beschreiben, wollen wir ein gemischtes

4 Hierbei braucht die Rotationsachse des Bildraumes nicht mit der
/-Achse zusammenzufallen oder dieser Achse parallel zu sein.

15t
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Eikonal U (xy, %y, 1y, 0e) benutzen. Bekanntlich gelten dann die
Gleichungen

P&y ‘ 2 oUu oU
4. Y= o Vo = ny

oU oU
4.2 = , &g =,
( ) ! o 07s

deren Behandlung unsere Hauptaufgabe bildet. Wir miissen
nimlich aus diesen Gleichungen die Gréflen &,, &5, vy, 74 als Funk-
tionen von %y, %, ¥, ¥2 so berechnen, daf3 gewisse Eigenschaften
dieser Funktionen klar hervortreten.

5. Rotationssymmetrie und Spiegelungssymmetrie.  Aus der
Rotationssymmetrie unseres Instruments folgt bekanntlich, daf
man das Eikonal U(xy, x5, 1, 1) als Funktion der drei Ver-
bindungen
(5.1) A=ai+x, B=xq+xm C=n+n
ausdriicken kann.

Nimmt man nun an, daB das Eikonal U = ® (4, B, () in der
Umgebung der Achse regulir sein soll, d. h. als Potenzreihe in
den vier Verinderlichen xy, x,, 7, 75 entwickelt werden kann, so
folgt daraus noch nicht die Darstellbarkeit von ® als Potenzreihe
in A, Bund C. Schon das einfache Polynom

(5.2) D=] AC—B*=ux;1m— 21

kann namlich durchaus nicht als Potenzreihe in 4, B und C ge-
schricben werden. Dagegen 146t sich beweisen, dall man U immer
in der Gestalt schreiben kann

(5.3) Upag ) =Q(4,8,0)+DY(4,B,0),

wobei Q und W Potenzreihen in 4, B und C bedeuten.b

Zwischen den drei Invarianten A4, B, C einerseits und der
Invariante 2 andererseits besteht nun ein fundamentaler Unter-
schied. Die ersteren bleiben unverindert, wenn man x; und 7,
festhilt und x,, 1, durch — x,, — 7, ersetzt; die letztere wird in
— D transformiert.

5 C. Carathéodory, Geometrische Optik (Ergebnisse der Mathem. und
ihrer Grenzgeb. Bd. 1V) Berlin, Springer. 1937, § 57.



Die Fehler hoherer Ordnung der optischen Instrumente 203

Hieraus kann man leicht folgendes schlieBen: Ist in (3. 3) die
Funktion ¥ (A, B, C) identisch Null, so ist das Instrument nicht
nur rotationssymmetrisch, sondern auch spiegelungssymmetrisch.
D. h. zu jeder Ebene des Objektraumes, welche die Rotations-
achse enthilt, gibt es eine ebensolche Ebene des Bildraumes, so
daB zwei Ausgangsstrahlen, welche durch Spiegelung an der
ersteren dieser Ebenen ineinander iibergehen, beim Durchgang
durch das Instrument, in solche Strahlen des Bildraumes trans-
formiert werden, welche bezliglich der zweiten Ebene symme-
trisch sind. Umgekehrt muB3 bei einem spiegelungssymmetrischen
Instrument die Funktion ¥ = o sein, falls diec Achsen geeignet
gewdhlt worden sind.

Dem Kenner der Strahlenoptik wird freilich diese Unter-
scheidung zwischen rotationssymmetrischen und spiegelungs-
symmetrischen Instrumenten als eine unnétige Spitzfindigkeit
erscheinen. Denn jedes optische Instrument, welches rotations-
symmetrisch ist, mull notwendig auch spiegelungssymmetrisch
sein. Die dlteren Autoren haben also ganz richtig gehandelt, wenn
sie in der Gleichung (5. 3) die Funktion W' (4, B, C) systematisch
ignoriert haben. Die Betrachtung von Strahlenabbildungen,
welche rotationssymmetrisch, aber nicht spiegelungssymmetrisch
sind, wird trotzdem aus zwei verschiedenen Griinden gerecht-
fertigt. Erstens sind die Formeln, zu welchen wir gelangen wer-
den, viel itbersichtlicher, wenn man sie fur Strahlenabbildungen
aufstellt, welche nicht spiegelungssymmetrisch sind. Gewisse
Eigenschaften dieser Formeln kommen erst bei eciner solchen
Schreibweise zum Vorschein. Auch verursacht die neue Schreib-
weise gar keine besondere Miihe, da man zu jeder Zeit mit einem
einzigen Federstrich jede beliebige der erhaltenen Formeln in
solche verwandeln kann, welche fiir spiegelungssymmetrische
Instrumente gelten. Der zweite Grund ist aber der, dall man im
Elektronenmikroskop ein Instrument besitzt, welches rotations-
symmetrisch ist, aber wie Herr W. Glaser bemerkt hat, nicht
spiegelungssymmetrisch zu sein braucht.®

8 W. Glaser, Zur Bildfehlertheorie des Elektronenmikroskops, Ztschr.
f. Physik 97 (1935) S. 177-201.
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6. Einfiilhrung komplexer Koordinaten. Alle unsere Formeln
werden unvergleichlich einfacher, wenn wir komplexe Zahlen
benutzen. Wir bezeichnen also mit 7 die komplexe Einheit und
setzen

(6.1) x=x;+iny, T=2x,— 7%, Y=Y+ ¥ =31 —1IYs
(6.2) E=E& +ily E=8—i&, =010 1="mn—in
Da nun aus diesen Formeln folgt

x4+ x X— %
(63) Xy == = y Yo = 1

21

-+ IS ey

kann man das Eikonal U (x|, xs, 1, 1o) auch als Potenzreihe in den

vier Veridnderlichen x, x, 7, 7, entwickeln, deren Koeffizienten

allerdings jetzt im allgemeinen komplexe Zahlen sein werden.
Aus der Vergleichung von (6. 1) und (6. 2) mit (4. 1) und

(4. 2) folgt jetzt:

ou  oU ., oU .0U
6. y—ax1+z‘ax2’ g_a'ﬁi—*—zaﬁz
Nun beachte man die aus (6. 1) folgenden Gleichungen

E_x___l ox . O0x | .Ox ER
L P AN P

6.5 .- " :
Ox —% ox __ . 0x l—'0x~1 S
|02, O0xp l’ 0xq 764'2_— e

Mit Hilfe dieser Relationen erhilt man aus (6. 4)

oU

6.6) y=2z_
und ebenso findet man

. . oU

6.7) c,--za'r‘.

Wir fihren nun die Bezeichnungen cin

6.8) Vix,%,1n,7) = 220, Wx, 2,0,7) =2 U
01, x

D ©

mit welchen die letzten Gleichungen dic einfache Gestalt
(69) a = V(:"y x)TnTl)) Y = IV(J.‘, AT,'/“T‘)

annehmen, die unseren weiteren Uberlegungen zugrunde gelegt
werden soll.
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v

7. Die Entwicklung des Eikonals. Mit den Bezeichnungen des
vorigen Paragraphen kénnen die Gleichungen (5. 1) und (3. 2)
folgendermalien geschrieben werden:

[ A=z, C =17,
(7. 1) 3

l B +iD=xn B—iD =uxn.
Jedes beliebige Polynom in den vier Ausdriicken A, B, C und D
kann daher auch als Polynom der vier Verbindungen (xx), (n%),
(xn) und (x+) geschrieben werden. Und umgekehrt ist jede der
letzteren Verbindungen auch ein Polynom in A, B, ¢ und D,
das allerdings unter Umstinden komplexe Koeffizienten besitat.

Unser Eikonal U kénnen wir daher in cine Summe von Glie-

dern entwickeln, von denen jedes einem mit einer reellen oder
komplexen Zahl multiplizierten Ausdruck von der Gestalt
(7.2) w2y G Gy ey
gleich ist. Hierbei bedeuten die Exponenten »/, ¥, @/, v/ ganze
positive Zahlen oder die Null. Mit Benutzung der Identitit
(7.3 () (1) = En) (£7)
kann der Ausdruck (7. 2) auf eine der drei folgenden Normal-

7 und setzt man % =

formen gebracht werden: ist erstens p/ = v
w v, =0V so ist (7. 2) gleich

N - a\k (-r 7N

(7-4) (x2)* ()

Ist zweitens v < p/, so setze man % =2z' v/, A =1
v/~ v/ und crhilt an Stelle von (7. 2)

(7.3) (ways (o)t ().

Ist endlich g <2/, so findet man auf dhnlichem Wege fiir (7. 2

)
e

den dquivalenten Ausdruck
(7.6) (wa)* (o) (x)".

Nachdem wir die rechte Seite von (5. 3) auf dic socben be-
schriebene Weise umgerechnet und jedes Glied auf seine Normal-
form gebracht haben, sammeln wir alle Glieder mit {iberein-
stimmenden variablen Teil zu einem einzigen; dann missen, da
das Eikonal eine reelle Zahl darstellt, zwei Glieder, deren variable
Teile konjugiert komplex sind, konjugiert komplexe Kocffizienten
besitzen.
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8. Wir schreiben jetzt
(8.1) U=U1+U2+U3+...,

wobei U, die Gesamtheit der Glieder 2 #*" Ordnung des Eiko-
nals bedeutet. Ferner bezeichnen wir mit

(8.2) 2§ oder ausfiihrlicher mit pj (%)
ein System von Ql—_j‘_—ll;ﬁ—z) komplexen Zahlen, welche fiir

(8. 3) j=0,1,2,..,5n, k=0,1,... (n—j)

erklirt sind, und mit 2] bzw. 2] (%) dic zu diesen konjugiert
komplexen Zahlen. Dann soll 2 U, fiir 22> 2 als Summe tiber alle
moglichen Ausdriicke der Gestalt

(8.4) @2 (a)* [ @) + B (w)]

geschrieben werden. Man beachte, dafl die Anzahl der reellen
Koeffizienten, welche in dieser Summe vorkommen, gleich

8.9 (et )2 20T gy
ist.

In dieser letzten Darstellung von U, sind die Koeffizienten p] ()
ganz willkurlich. Fiihrt man namlich hierin mit Hilfe von (7. 1) die
Invarianten A, B, C und D wieder ein und eliminiert man die
hoheren Potenzen von D mit Hilfe der Identitit D? = AC — 5?,
so erhidlt man zum Schlul einen Ausdruck von der Gestalt
(5. 3). Hierbei verschwindet das Polynom ¥ (4, B, (), mit wel-
chem D multipliziert wird, dann und nur dann, wenn die Ko-
effizienten p/ alle reell sind.

Die Koeffizienten der Glieder niedrigster Ordnung U, spielen
im folgenden eine besondere Rolle und sollen deshalb mit an-
deren Buchstaben bezeichnet werden. Wir setzen:

(8.6) 2U; =kxx +1lqgq+m (xq+ x7),

wobei die Zahlen k, I und m alle reell sein sollen. Durch diese
letzte Forderung wird die Stellung des Koordinatenkreuzes in
der Bildebene eindeutig festgelegt, sobald das Koordinatenkreuz

in der Objektebene gewihlt worden ist. Unter diesen selben Um-
stinden gilt auch der wichtige
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Satz: Das betrachtete Instrument ist dann und nur
dann spiegelungssymmetrisch, wenn fir alle betrach-
teten Werte von Aund jsimtliche Kocffizienten p) (%)
reell sind, und wenn dies fir alle » = 2 stattfindet.

9. Entwickelung von }7 und JV/. Wir fithren die Bezeichnung ein
(9. 1) VeV 4+ Vet ..., W=W,+ W, + ...,

wobei

p \ > aUn e 6[]n
(9. 2) I',,=2-87}> ”"=28x (n=1,2...)

die Glieder (z 2—1)" Ordnung in jeder der Entwicklungen von
V bzw. W bedeuten. Durch Ausmultiplikation von (8. 4) erhilt
man

(9 3) p}j;xn—j—k;:n—k.,‘j-}-k_;‘k +/3;;x”_k§”—j—-k 7)k -,—1]‘ {_k'

Daraus entnimmt man nach (9. 2), dall 7, gleich der Summe
aller moglichen Glieder von der Gestalt

. /éﬁll;xn—i—k ;’,n—k_/)j-'rk_—qk—l + (_/ _}_ /é)};‘:x"—k,{'”_j-k '/)k'/_ji+k_],
@47 | ,
J=0,1,..,m; k=0,1,..., (n—))
ist. Ebenso erhilt man W, als Summe der Glieder

‘ J' (”_'é)/)llz' xn—j—lz Er”'k_l _I_‘j+k ;)k + (7l _]_é/\p‘;; .’U"—k Eu-j'—k—[ .qk ﬁj+k
(9-5) _ _
l J=0,1,..,n; £=0,1,..., (n—)).

Der Ausdruck (9. 4) verschwindet fiir j = £ = o. Fir j =0,
%= 0 kann man seine beiden Glieder zu einem einzigen Glied
zusammenfassen und flir £ = 0, 7 == 0 verschwindet das erste
Glied. Folglich besteht die Summe V), fiir komplexe p; aus
n(n—1

(9. 6) 27+ 2 r>=7z(7z—{—1)

2

verschiedenen Gliedern. Ist aber das Instrument spicgelungs-
symmetrisch, sind also alle p] reell, so reduziert sich die Anzahl
der linear unabhingigen Glieder auf

n(n_—_—l—)z n(+3)

2 2

(0.7 27+
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10. Man beachte, daB dic variablen Teile der beiden Aus-
driicke 77, und I, csich nur durch die R(‘lh(‘nfolgc, in welcher sic
auftreten, voneinander unterscheiden. Setzt man némlich zur
Abkiirzung

(10. 1) [a, B},,zx’" B r ,

so erhilt man nach dem vorigen Paragraphen die Formeln:

n
(10.2) V= X S kp] [ by ety G- DR+ A1),
j=0 k=0
ot Bl |
(IO. 3) 1 n .‘:.-: ];;1 k)/)l l./_l_ & /e],z + UZ—/ /') /’k I./,)_/—T‘ k_lnf
j=0 k=
11. Die Auflosung der Fundamentalgleichungen durch Reihen-
entwickelung. Den Ausgangsstrahl, dessen Durchgang durch das
Instrument berechnet werden soll, bestimmen wir mit Philipp
Ludwigvon Seidel (1821-1896) durch die Lage zweier seiner
Punkte. Es ist notwendig, die Koordinaten dicser Punkte noch
von einem reellen Parameter p abhingen zu lassen, den man am
Schlufy der Rechnung gleich” Eins zu setzen hat. Der erste der
betrachteten Punkte soll in der Objektebene liegen und also die
Koordinaten

(11.1) o, BAy, O

besitzen. Der zweite soll in eciner zur Objektebene parallelen
Ebene liegen, die von dieser den Abstand

. 1
(11. 2) 1=
hat; seine Koordinaten seien

1
(11. 3) P21y PRy h

Nach dem § 4 werden dann dic kanonischen Richtungskoordi-

naten ¥y, ¥, dieses Strahls durch die Gleichungen gegeben

(1 1. 4> = ! 3
]/ L2 + 0% (51— 2?4 ¢? (2o 2p)*
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[N}
Q
O

Setzt man jetzt

(11.5) z=25+t iz, Z=z—175,

so kénnen nach (6. 1) dic beiden Gleichungen (10. 3) durch fol-
gende ersetzt werden:

, oh(z—x)

(11.6) Vo=

T Vit etk (e —x) G—7)

12. In den Gleichungen (6. 9) ersctzen wir die Variablen x, x

durch px, px und v durch die als Potenzrethe v = pv' + 034/ - . ..
geschriebene rechte Seite von (11.6). Dann gibt es Potenzreihen
(12. 1) =0+ o0+ + ..,

¥ 5V
(12. 2) E=p8 + 28" 408" +..,

welche in dieselben Gleichungen (6. g) eingesetzt diese identisch

befriedigen. Die Koeffizienten ¢/, £/, »’”, "/, ... bestimmt man

nacheinander auf folgende Weisc.

Zuerst miissen die Gleichungen
uro___ s T - AP d Y ¥ DTy S A
=Vmundy), yV=Whxty)

befriedigt werden, welche nach (8. 6) (9. 2), und (11. 6) dquivalent
sind mit folgenden:

(12%3) =mx+1ly, h(z—z) =ky-+myg.

Die GroBe " mull wegen der folgenden Ausfithrungen be-
sonders hervorgehoben werden. Wir schreiben

(12. 4) 7 =
und erhalten darauf aus (12. 3)
(12.35) m{ =hs—(h-4+Lk=x
(12.6) meg’ = (m‘-’—l(\h—l—/.j)x—}—lh:.
Am bequemsten ist es nun, wenn man die weiteren Grében
7, ", ..., die man zu berechnen hat, zunichst als Funktionen

von x und { bestimmt und erst nachtraglich mit Hilfe von (12. 35)
die endgiiltigen Formeln in x und z aufstellt. Dazu mull man
freilich die Gleichung (11. 6) fiir # durch eine andere ersetzen,
welche von den Variablen & und { abhingt. Diese lautet
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e sl p (mC S I\’L)_—__

) 1' L+ p® ¥+ kx) (ml 4 k)

Entwickelt man die rechte Seite von (12. %) nach Potenzen
von p und schreibt man

(12.8) y=py +ey" +"y + ..,
so erhilt man nachcinander
v =ml+kx

P = __: (Mm% 4 kx)? (my +kx)
(12.9)
3O = % (m¢ + kx)* (mf + kx)?

13. Wir bezeichnen mit ¥, ®*~% den Koeffizienten von p ®*—1,
wenn wir im Polynom V, (%, z, 7, ‘—) die Variablen x, x durch
oz, px ersetzen und die Variablen v, 7 mit Hilfe von (12.1) um-
rechnen. Eine dhnliche Bedeutung soll dem Symbol ¥, @*—Y zu-
kommen. Mit dieser Bezeichnungsweise entnehmen wir dann
aus (6. 9) das System von Gleichungen

(13. 1) ‘,;(211—1) — Vl (2n—1) + [/2 (2n—1) + L _}_ I/"(‘.’.u-—l),

(13‘ 2) ¥ En—1) _ ”;1 (2n—1) + ’Vg Zn—1) _*_ o + ”7"(2:1-—-1)-
Bei der Aufstellung dieser letzteren Gleichungen ist benutzt

worden, daB die Ausdriicke V"= und W,@"=Y fiir £ > #
identisch verschwinden. Nach (8. 6) hat man ferner

Vi=max 4 1lv, W) =kx 4 my
und es ist daher fiir 7 = 2

(13. 3) V1(2n—1) s ln(‘&u—-l)’ ”/1(211——1) - 771,7](2"—‘1)_

An Stelle der Gleichungen (13. 1) und (13. 2) kann man daher
setzen:
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(13‘ 4’) E(?n—l)__ l'q(ell_l) = V2(2n_1) + Sk Vn(gn_l);

(13.5) —my@r =G0 4 e (e Gy,

2n—1) ., (2n—1)
H

Diese letzteren Gleichungen erlauben die Grofen §
als Polynome von x, x, ¢, { fur # = 2, 3, ... nacheinander zu
berechnen Hat man dies getan, so kann man mit Hilfe von (12, 5)
die Variable £ durch z ersetzen.

Diesz Formeln werden scehr vereinfacht, wennl = ound k 3= o
ist und wenn aullerdem h = — k genommen wird. Dazu miissen
Objekt- und Bildebene konjugiert im Sinne der Gausschen Di-
optrik sein, die Eintrittspupille des Instruments mull von der
Objektebene verschieden sein und mit der Brennebene des Ob-
jektraumes zusammenfallen.

Fiir die Behandlung von mancherlei Fragen ist es aber not-
wendig, die Entwicklungen auch fir allgemeine Werte von [
und h an der Hand zu haben.

Wir wollen nun nach dieser Methode die Glieder dritter und
finfter Ordnung ausfiihrlich hinschreiben.

N

14. Die Glieder dritter Ordnung. Nach dem § 10 erhilt man die
Ausdriicke 77, und Wy/”, indem man in (10.2) und (10. 3) die
Zahl 2 = 2 nimmt und in (10. 1) die Gréen v, 7 durch g, T
ersetzt. Es ist daher

(1a.1) V" =[p} + Blaxl+[ * + Fia*Z]
+[225 + 285 U+ [p12 3 + 251 xCL] + 285 22 L.
(14.2) Wy =[2p%+ 20| 22 % + [2 px 2L + pa* L] + 2 pp 742
+ [V 4 AL+ 5 L

Andererseits erhilt man durch Entwicklung der zweiten Zeile
von (12. 9)

(14.3) — "' = sy [FPmxx¥ 4 : k2m 2] + jkngccz

+km2 el 4 miTL,



212 C. Carathéodory

Sectzt man also zur Abklirzung
[ [)n_,u 1'/,3 Pl*"l 1].2 P‘.?__ 2 1]. 2
| ‘,—/)0—’[‘8 =) n”“/)n‘{",) 6EM, 179 *'p1)+4 T
(14. 4) {
1 1
N 0 2 Pl — gl 3
ll /l-»/>l+ol.m, Py=p+ -m?,
so nchmen, da man offenbar die Kocffizienten py, p) und g5
reell setzen kann, flir 2 = 2 die Gleichungen (13.4) und (13. 5)
die Gestalt an:
2 g U e 0= %2 27
(14. 5, § —1ln =pxPx+2p xxl+ 25,22
1 Zvy 1 vy (o
-+ [ﬁ,.‘t-_\ -+ 2/)1«"&\.] -+ 49.C°C

/ 0

=4 [)0-1'2; = [2 l)(ln ﬁ.';‘: '{‘ ]_)(lix‘l:]

D = o w U 51 s
k2 Pe Ul 2 Pl REC - PrEC

(14.6) —my

15. Aus diesen Gleichungen kann man auf einfachste Weise
die Seidelsche Fehlertheorie ableiten. Dazu mull man alle Ko-
effizienten pf ebenso wie x reell nehmen und bei variabler Lage
der Blende die GréBe mZ durch die rechte Seite von (12. 3) er-
setzen. Aullerdem mull man, um die {ibliche Gestalt der Formeln
zu erhalten, Polarkoordinaten cinfihren und

(=) zg=ré"’

nehmen.

Aus der Vergleichung der Koeffizienten von (14. 5) und (14. 6)
entspringen wichtige Sitze. Aus der Bedingung p} = o folgt z. B.
nach der Gleichung (14. 5), daB das Objektiv aplanatisch ist;

A : 1 .
aus der dAquivalenten Relation 2} = "~ m® entnimmt man durch
2

eine clementare Rechnung, dall der Abbesche Sinussatz be-
stchen muf.

16. Die Glieder fiinfter Ordnung., Wir schreiben zunichst VQ),
W% auf solche Weise an, dafl man die analogen Ausdriicke fiir
die Glieder siebenter oder héherer Ordnung durch Betrachtung
der vorhandenen GesetzméiBigkeiten leicht bilden kann. Dabei
setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise p}(3) = ¢4 und
erhalten:



[ 7D =[gl + @]22PC+[ * + giaa]
(16.1{' +[zq3+:§3]x5c2: + gl F2g 2220+ [ * +2q04%%]

Il +3g5+325 CC + [2a28C0+ 32200 + o1 2 T+ 34122 (P 3 002°

|[ WY =345+ 3 %]ﬂ"“i“z+[3 2522520 + 2 7525 - [3 45 £ 2287 +7~-13C]+w9ux°€‘
(165]  +[2gh+2FAEL F [2 1B+ 72T + 241REL

| + g + 220 + gL B

Den Ausdruck (I'V(f'})—'v(‘-’)) finden wir, indem wir auf der rechten Scite der letzten
Gleichung die Kocffizienten ¢/ durch andere Q} ersetzen, welche folgendermaBen definiert sind:

1
0__ o 3 3,92 )3 __ 5 2,03
Qu—go l“) ~0 Qu ]” m, 00—{7“ gl" ms, Mu—qu"sk I

~~
o
[*))

w

<

‘ 2 s 2 2 ’
= gl)—196k3 m?, 0} = g}—gkznﬁ, Qi =gqi - gkml

0y =q5— I mt, Q)= qi— m"

JJUownIisu g UO([‘JS!]dO 19D BUHUI).IO I2X9OY 23], 21T
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17. Die Bestimmung von F$) und W erfordert einige Rech-
nungen. Zuerst erhilt man 77, und W, indem man z. B. in (14.1)
und (14. 3) das Symbol { durch v ersetzt. Daraus folgt dann un-
mittelbar:

(5 e g
) — 2 p2 4

+ 2p 2z 2p1 2R 2Bl x 0 - E0")
+ 48 (2C80" + 277
W =2 py 2z + B 20" 4 4 g5 20"+ 280 2 G0 T
+ 51 (2¢ Cf} + ")

Diese Gleichungen werden folgendermallen umgeschrieben:

(17.1) VQ=7"@plxx+ 2120+ 25 20+ 85,00
" (2 2Pl a4 sl

(7.2) WP =" (2pixx +apizl + 282+ 251L0)
+ 0" (a2 plal+ 1)

Die letzteren Gleichungen multiplizieren wir mit — m und
setzen an Stelle von — my’”” die rechte Seite von (14.6) und an
Stelle von — m7’”’ den zu — m+'” konjugiert komplexen Aus-
druck. Man erhilt schlieBlich die.endgiiltigen Formeln:

(17.3)
—m VY =322 8(p, + p1) Py
4 22020 2(pE 4 2p) Py - 8(p + 1) P
+ 22 [2(2p + pY) Py + 851 PU]
+ 22 Clap P+ 1653 20 + 2 (201 + 51) £o]
+ 2224 (P -+ 20 P+ 3208 Py + 2 (1 55 +2 1 (PI-PY))]
+ 232 (425 P+ 25 0]
+ 2048 P+ 41 2]
22205 P+ 823 Py 451 (P 4 P
+xx<2c [20 P} + 85 (2 Pi+ Po) +421 (Pi+ PD) + 42, )]
L[822(2 25+ PD) + 21 1]
+ xc2z2 [825(P5 + 2 P) + 251 (P + 1]
OO A Pl A
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(17.4)
—mWQ =224 (25 + p5) Py
+ 2222 [(4 5 + Bo) Po + 8 (2.3 -+ 20) Py
+ P ZC[2 (4 + 26) Po + 8.1 2]
+ 22240 25+ 2(440 + ) P+ 421 PO
+ 2025 Py + 20 P
+ 2% CC[2 (250 +20) PL + 420 Pi + 423 (Py+Py) + 841 Py
+ 20 [8.55. 86 + £1 7]
+ 22200 P14 805 P+ 42 (Po+ PY) + 2} (2 Py + PY)]
+ 2225 P+ 481 (P) + PY) + 21 ]
+ 245 P1+ 221 (2 P+ PY)]
+ 2QC[21(PL + P + 21 (PF + 2 PY)]
+ L gl (2 P 4 P,
Aus den Formeln dieses und des vorigen Paragraphen werden
jetzt die GroBen £8) — 149 und — m4® sehr einfach berechnet.

18. Die Angaben des § 3 der Einleitung, welche die Fehler
flinfter Ordnung betreffen, kénnen jetzt schr leicht verifiizert
werden. Zu diesem Zweck schreibe man

EO— 1™ =5l 048 - 2 ) 20 4 295 222 L+ 39523 (Bt 4 0322 2L+ 64532
+ot B 420 F NP EC—2)
+ 2P+ 30+ N2 —3 D)
+ 05 ul(20+ 30 +1ul?l(28—30);

ferner berechne man die neun Koeffizienten %] sowie die drei
Koeffizienten 2} mit Hilfe von (16. 1) und (17. 3), in welchen man
alle vorkommenden Zahlen p] und ¢} reell zu setzen hat und
x = x =2 nimmt, Dann sind alle Koeffizienten »} gleich der
Summe des Koeffizienten ¢j, welcher dieselben Indizes besitzt
mit einem Ausdruck, der in den pj], 2] bilinear ist. Dagegen
hingen die A} nicht von den GréBen ¢/ ab. Diese letzteren
Glieder sind gerade diejenigen, welche die induzierten Fehler
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fiinfter Ordnung verursachen, die zu den Hauptfehlern hinzu-
kommen und nur von den Seidelschen Koeffizienten p] abhingen.

Die Betrachtung der ausfiihrlich entwickelten Formeln der
§§ 16 und 17 gibt AnlaB zu vielen weiteren Bemerkungen, die
aber den Rahmen dieser Arbeit iiberschreiten wiirden und die
ich fiir eine andere Gelegenheit aufsparen muB.



