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Uber nichtnegative trigomometrische Polynome,
Von Otto Szisz.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 1. Dezember 1917.

Den Ausgangspunkt meiner Untersuchung bildet der fol-
gende in einer Arbeit des Herrn Fejér') enthaltene bemerkens-
werte Satz:

A. Es sel

t(t) =2y + A cost 4 p, sint 4+ -+ -+ L, cosnt 4 p,sinnt >0
(0<it<2m)

ein nichtnegatives trigonometrisches Polynom #n-ter Ordnung,
dann gibt es eine ganze rationale Funktion hochstens n-ten Grades

v() =y F et e

so daf fiir jedes reelle ¢
17 (2) I = (D).

Schon Herr Fejér, sodann Herr F. Riesz, Herr Fekete
und der Verfasser haben verschiedene Anwendungen dieses Satzes
gegeben?). Ich fand mit Hilfe dieses Satzes einen Zusammen-
hang zwischen den trigonometrischen Polynomen, die keinen
negativen Wert annehmen, und zwischen gewissen Hermite-
schen Formen. Auf Grund dieses Zusammenhanges konnte ich

1) . Fejér, Uber trigonometrische Polynome [Journal fiir die reine
und angewandte Mathematik, Bd. 1467(1915), S. 53—82], S. 55—59. Wie
Herr Fejér bemerkt, wurde der vollstindige Deweis erst von Herrn
F. Riesz erbracht.

2) Man vgl. O. Szisz, Uber harmonische Funktionen und L-Formen.
Erscheint in der ,Mathematischen Zeitschrift®.
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einige, teils neue, teils bekannte Sitze iiber trigonometrische
Polynome und harmonische Funktionen beweisen. Spiterhin
ist es mir gelungen, einige dieser Sitze auf kiirzerem Wege
direkt aus Satz A) abzuleiten. Ich habe daher in meiner oben
zitlerten Arbeit den urspriinglichen Beweis dieser Sitze unter-
driickt, um hier in einer besonderen Note — mich auf das
allein Notwendige beschrinkend — den einfacheren Beweis
mitzuteilen. Die Resultate lassen sich folgendermafien zu-
sammenfassen:

Es sei
14 7 cost + p,sint -+ - A, cosnt 4 up,sinnt >0 1)
0 <t<2n),
dann ist

Lo — <1 (7'= [’2’] 11, [’2“]+2n)

2. Zsils—‘usilgn,
1

5]

3- 2"‘7“27’_‘,“'21:7." <[%])
1 4

4[”_5]1 Aayqr — g2y g1t < (Fé] t 1)& ([”;1} T 1>}

Die Fille, in denen hier einmal Gleichheit gilt, werden
im Laufe der Untersuchung genau bestimmt.

Hieraus folgen entsprechende Ungleichungen fiir die Koef-
fizienten trigonometrischer Polynome ohne konstantes Glied.

§ 1.

Es werde u, =0 gesetzt; ferner sei
=1 Lh—wpi=1¢ (s=0,1,...,n),
dann ist offenbar

t(t) = RN ¢ Y,
0
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und der Inhalt des Satzes A kann so ausgesprochen werden:
Unter der Voraussetzung

1R et >0 (0<E<2n)
1

lassen die ¢, folgende Darstellung zu:

" —7

1=§5;7~9[2v cﬂ'=2257v+8;;5 (s=1,2,...,n). @)
0

Hieraus folgt?)

6,'f§2'%‘:?’v+s}’s§_<;'}’of2+ 171 [2_‘_ tee +"}'n—r 2
+.7”i2+(71'+1,2+"‘+'7n|2; (3)

es ist also jedenfalls

6l<2 (v=12,...,n).

Ist nun n — v L w», also »> l:%], so ist sogar

e, <1 (1' > {%D )

In (4) gilt offenbar dann und nur dann Gleichheit, wenn
in (3) Gleichheit gilt, also wenn:

n—y n—»

D (X prgsfel = T [yegaraly

2) [ys = yuts| (s=0,1,...,2—),
und wenn

3) I}'of2 + _}’1]2 + e + (}’n—-v]zr-%.

Ich setze

vs=0:%" (s=0,1,...,n), (5)

ferner kann ich ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an-

nehmen, daB d, =0, also y, = gy > 0 ist. Die Bedingungen 1)
—3) gehen jetzt in die folgenden iiber:

1) Mit Hilfe der einfachen Ungleichung: 2ab<a24-0% (a=0, b>0).
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1) dhyps— =4, (mod. 27) (s=1,2,...,n—»),

21) Qvts == Os (S =0,1,...,m—),

N otoi+- - Foi=1. .

Wiihlt man also y4, 7,, ..., yu—y und &, = beliebig
aber so, daf 3) erfiillt ist, so sind durch 1) und 2) 7,,...7,
eindeutig bestimmt, und zwar ist

Vogs = ys€”" (s=0,1,...,0—»).

Man erhilt also

H—v H—y

n n—»
syt =28 ypz 4 e 2yt = (28 s ZS> (1 + e”iz"),
0 0 0

und hieraus

Hn—v

X2t e di = 2 Syt 2o i [1+ cos (vt + 9)]
0O 0

Der erste Faktor ist offenbar ein beliebiges nichtnegatives
trigonometrisches Polynom # — »-ter Ordnung mit dem kon-
stanten Gliede 1; es ist klar, dab jetzt ¢, = ¢”% ist. Es gilt
also der

Satz 1. Ist

() =1+ 2, cost + p,sint - -+ 4 A, cosnt + s, sinnt >0
(0<t<2a), M

=) <1 (1’ > {%J), (6)
und Gleichheit gilt nur, falls 7(¢) die Form hat
1(t) =[1 4+ a,cost + f,sint + -+ - 4+ a,_, cos(n — »)t
+ fapsin(m—»)t] [1 4 cos(vt + 9)],

wo der erste Faktor ein nichtnegatives trigonometri-
sches Polynom und ¢ beliebig ist).

so 1st

1) Fir reine Kosinuspolynome vgl. Fejér, a. u. O, § 4.
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Aus (2) folgt
pIIPAPS S TICIIES 8 S Py =(23spy,i),
0 1] 1 6] Q

und hieraus

¢ ol <m L

cM:

Benutzt man wieder die Bezeichnung (5), so sind offenbar
fiir Gleichheit folgende Bedingungen notwendig und hinreichend:

1) Sy — =0, (mod. 2x) (s=1, 2, ..., n—»;
v=1, 2, ..., n),
: ‘ 1
Q) Iyl =y, = =pn] =
) Vol 171 V| 1/11_{_1.
Aus 1) folgt fiir s =1
g =0, + 9, (mod. 27) (v=1,2, ..., n);

schreibt man ¢ statt 9., so ergibt sich

1 .
Vs — ¢ (s =0,1, ..., n,

o T/n +4-1
und die Bedingungen 1) und 2) sind jetzt erfillt. Nun ist
bekanntlich

.)?Jseb'(0+0‘[‘“’=n+1+ 2ncos(? 4 1) + -+ + 2cosn (@ + 1),
O

und wir erhalten den

Satz II. Ist
t(t)y=1-4 A cost 4 pysint 4 -+ - 4 lycosnt -+ pysinnt >0

0 <t<2a), (1
so 1st
2 fhs— pst | <m (M
1

und Gleichheit gilt nur fiir
Sitzungsb. d. math.-phys, Kl. Jabrg, 1917, 21
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@) =1+ 2_;11008(0—{—1/‘)—{— +-—+—1 cosn (9 + £)
sin ntl 941 :
—_ 1 N 2 (8)
n sin ﬁ—;—§ ,

wo ¥ beliebig ist.

Hierin ist ein Satz des Herrn Fejér enthalten®), wonach
7(9) <n 41 ist, und Gleichheit nur im Falle (8) gilt.
Aus (7) folgt inshesondere

114 2esez! <m 41 fir |2 <1.
1

Es sei jetzt

7(t) = a, cost 4 b,siné + - - - + a, cosnt + b,sinnt

ein beliebiges trigonometrisches Polynom hochstens n-ter Ord-
nung, dessen konstantes Glied gleich Null ist. s sei M sein
Maximum und —m sein Minimum; 3/ und m sind positive
Zahlen und geben die hichste ,Steigung® bzw. die tiefste
»oenkung® von z(¢) an.

Offenbar gentigh das trigonometrische Polynom

Z(t)_”_j__nf =1 —{- cost + - + smnt

der Bedingung (1); also ist nach Satz II
E“[as —bsi|<n-m,
1

und Gleichheit gilt nur fiir

1) Fejér, a) a.a. 0. 8. 307, 1), § 3. — b) Sur les polynomes harmoni-
ques quelconques [Comptes rendus de l'académie des sciences, Paris
£. 187 (1913, 1I), p. 306 —509]. — ¢) Sur les polynomes trigonometriques
(Ibidem, t. 157, p. 571—574].



{Tber nichtnegative trigonometrische Polynome. 313

Kbenso fiihrt die Betrachtung des trigonometrischen Poly-
M—(t)

noms ———— zu der Ungleichung

M

n

2 la,—byi <nll,
1

und Gleichheit gilt nur fiir

4, —byi = —2 " i‘{lesﬂ' (s=1,2, ... n).

Es gilt also der

Satz III. Bezeichnen M und — m das Maximum
und Minimum eines beliebigen trigonometrischen Poly-
noms, dessen konstantes Glied gleich Null ist:

1(t) =a, cost + b, sint + -+ - 4- aycosnt + bysinnt,
so Ist
1 & . 1 X )
2 ag— b <m, 25 a,— bt < M,
n o n -

1

und das Gleichheitszeichen ist in einer dieser Un-
gleichungen nur fir

T, () = "77;4}_,8(@ — s 1) coss (P + ¢)
= Sli—_ (ﬂ_l—t) —m
n+ 1 sin ‘9_+_t
2
bzw.
T, = — _*2_11[ s(h — s+ 1) coss (& + 1)
M sin” (19 +t)
= — + M

n-1 sin 1‘) —]— t

2
gliltig.



314 0. Szisz

Auch dieser Satz ist die Verallgemeinerung eines Fejér-
schen Resultates?).

Man beachte, dafi das trigonometrische Polynom (9) auch
in der Form geschrieben werden kann:

T(t) = s |as — byi | cos (st —1,),
1

Wo
a b

Vfb§ +_bs, st = Vaﬁ + 1)5”
lay— byi| = Vaz4- b ist die Amplitude des Gliedes
las— byil cos(st —1,) oder auch des Binoms a, cosst + b, sin st
und wir konnen den Inhalt von Satz III auch so formulieren:
Die hichste Steigung und die tiefste Senkung des

n

trigonometrischen Polynoms X (@ cosst + b, sinst) ist
1

costy =

mindestens so grof, wie das arithmetische Mittel der
Amplituden der einzelnen Glieder.

Auf ihnlichem Wege findet man aus Ungl. (6) fiir 7'(?)
die Beziehungen:

L, | 1, T n
”_La,___bﬂl<1, ﬂ[r\a,,———b,.z <1 fi 1>[2>
Also ist

la, — b, <m, M (1'= [’—2?}+ 1,... n),

und die Fille, in denen Gleichheit gilt, lassen sich leicht be-
stimmen.

§ 3.

n
n [2] n—2y
1+ Xrle, <Xelpsl+ 220 Xolyawpsrsl.  (10)
1 0 10
1) Tejér, a. a. O. 8. 312, 1¢) und S. 307, 1), hier ist fiir Kosinus-
polynome mit positiven Koeffizienten auch schon das arithmetische Mittel
der Koeffizienten als untere Schranke fiir m angegeben.

Aus (2) folgt

[»
L2
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Es sei zuniichst » ungerade: n = 2x 4 1; dann folgt
aus (10)

1 + ?"102';/’ < (2;5.723')“4[‘ <§si}’25+1;)~
<t DI pnelt o+ Gt D20 7 < A L

Gleichheit gilt dann und nur dann, wenn

1) ;70.=‘72|="'=|72z‘a

2 Iy =Irsl="-=lr2aq1,

3 O2p45s — Uy =2, (mod. 277) (=0, ..., n—2v,
v=1, ..., »).

Hier ist 75 == ps¢%s%; sei nun 1) und 2) entsprechend

vos = Ee€%250 ) yys o =1ne"s+1t (s=0,1,..., %),

ferner gemif 3)

also Jspe="0,4+49, (s=0,1,...,n—2),

9, =20,, 0;=3808,, ..., ., ==,
Dg=0, 4+, d,=20,+20, ..., bo,p1=10,+ =1,,
dann sind die Bedingungen 1)—3) auch simtlich befriedigt,

und man erhilt
21 %
Zs s 88 == & Z‘s o828 2% + ” 2-’5 ettsityi g2s+1

0 (11)
(B e,

wobel (x + 1) (& + 5*) =1¢,=1. Hieraus folgt

2x+1 P
IL& P2t |t = Y5 estaf 5254 di £ ypetiz 2ot
0 0 '

= (¢t + 14 2xcos(dy 4 28) + - -+ + 2-cosx (I, + 21)]

(x—lf—l + 289 cos (9, + f)]
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Setzt man noch

V% + 1 = cos g-, 1;Vx—{—1—=sinfS Oy =2,

2 ) 2
so wird schliefilich
f’g‘ e 1 [sinx+D@FH)
D L e
[1 - sind-cos (&, - 8)].

Sei nun 7 gerade also » =2, und

(12)

2x
RYse, >0, 0<¢E<2m;
setzt man .

Copf1 = 0,
2241

so ist M 2s ¢ e’ > 0, und nach unserem obigen Resultat
0

Srles <41,
0

und damit Gleichheit gilt, mufi unser trigonometrisches Poly-
nom von der Form (12) und ¢, 41 = 2. 417, =0 sein. Also
muB nach (11) y =0 sein, und man erhilt
PP L)
T x1| sin(d+0) '
Zusammenfassend lautet unser Resultat:

Satz 1IV. Unter der Voraussetzung 1 4 2» (4, cosv?
— uysinvé) >0 fiir jedes £ ist !

k .

s — il <[],

1 o 2
und Gleichheit gilt nur fir

1 [sinGeA D) @Oy, s Y

,I(t)—;ﬂ—l [—— sin (0—_}_ t)_-} [1+sind-cos (I, +¢t] (n=2x+1)
] 1 [sin(x- D@ +0)°

b&VV. T(t) = ;—.'I.—T\V_ SiH(T? —l_—i‘)-"'] (’)’& == 27{),

hier sind 9, J,, & beliebige Zahlen.
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§ 4.
Aus (2) folgt unmittelbar

n—1 n—1
[—_‘2—] 2 n—2v—1

2 [eaygr| <2 %’1 2035|72v+s+17s|;
0

setzt man zur Abkiirzung

n—1 %
2“J=”1’ 9| =

so erhilt man hieraus

2!

TP T PARS PRSP
ARSI AR R +172><1+1)

<2V 0+ D+ 1) (ijls V25 ‘2)-} (%S!J’2s+l 2) ~
V41 )

Zur Gleichheit sind offenbar folgende Bedingungen not-
wendig und auch hinreichend (7, = pse’s’ gesetzt):

1) ‘19‘2.,_‘_‘,4_1 _ 17‘5—:—'19'2r-|—1 (mod. 27‘[) (S= 0, sy
n—2v—1,r=0, ..., %),

2) I7o§| = :?’2| == :.?’2%2i’

3) Iryl= ‘73[ == .7'2x1+1[’
2 #q

4) 20| yas)? = 28| y2sta | %
0 0

Aus 1) folgt fiir » =0:

Pypr=%+9, (s=0,1,...,2—1),
also
G, =249, O, =30, ..., dy=nd;

und die so bestimmten J; befriedigen die Bedingung 1).
Sei nun 2) und 3) entsprechend

Q2s=§ (szo,l,...,}{?)
o2s+1=1n (s=0,1,..., %);
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schlieBlich sei
(e + 1) 8= (e + Do,
dann sind die Bedingungen 1)—4) siimtlich erfiillt. — Es muf

auch Gt + 1) & (o, + Dy =c¢, =1

sein. Man setze daher
T e O YT — i O
sz2-|—1=cos g 1]Vx1—}—1=Slll§'§

jetzt wird, wenn man statt @, einfach ¢ schreibt

) )
o €085 sing,
ES ;3-33: =g )JS (}")3"",’5")“—1'— Lq 25D i p25 1
0 Vzg 410 V/ +1%
Ist % ungerade » =2x -} 1, so ist offenbar
2, =, #, =,
und man erhilt
.0
o cos ;, sin . . ‘
2-"5. A oS ] _— (f:'llz z_\.c?.s/fx:&s) .
i 8~ =3 C )
0 Vi + & V41 v

hieraus folgt
2/—}—1 . ( 2
Es 1 [sin(x-+1)(?+79) :

By i di=—7 |- sind-cos (O - £)].
|2 =d +1[ sin (9 + ) [1+4 sind-cos (I -} t)]

Ist n gerade n =22, so wird
g =n—1, #,=zx,

und aus (2)
(¢ —»)sind
Vale +1)
Cay=28(x — v+ 1) 4 292 (x — )"

Coyg1 = @ty =0,1,...,x—1)

—o2etil(y #—V a0
= 2¢ _(z 1—{—1)%_*_ -+ L, Sg

also
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2x
vo el — SIn0 ) cos @y 4 1 t
%%}cve I—f—V (/—Fl))u" (x—7r)cos(@v 4+ 1)(F + ¢)
2(3
cos? o
+2 +1; (x—v—+1)cos2v (¥ + )
sin? _

+ 2- 7-%2*'(;:——1')00827'(1‘)'—’,- t);
¢ 1

wir kionnen somit den Satz aussprechen:

Satz V. Unter der Voraussetzung 1+ E (A, cosvi
-+ wsinve) >0 fiir jedes ¢ ist

Enmmnn <[5+ (]9

[ x4+ 1 fir n=2%» 41
lV/(/—i—l) fiir n = 2,
und Gleichheit gilt nur fiir

1 [sin(x4+1) @ +9)? o
r(t)—;_*—_l[—--gg(lﬁt)—} [14sind-cos(d+ 8]
n=2x+4+1)
bzw. .

t)y=1 il T H— 2y :

®) +V( +1)2( Yeos(2y + 1) (& + ¢)
00522 .

+ 2 /+12 (x—v+1)cos2v» (I + 1)

sin? —

+ 2 " =27 (% — ) cos 2w (F + ).
2

Hier sind # und ¢ beliebig.
In dhnlicher Weise wie die Sitze I und II lassen sich
auch die Siitze IV und V auf trigonometrische Polynome ohne

konstantes Glied tibertragen.
*
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Der Satz V gestattet folgende Erweiterung:
Es selen «, fi zwel positive Zahlen

a>0, >0,
dann ist offenbar

] ["+']

(1? [ Cay | +ﬂ‘_,1 201 <a[—]+/;(

) (7

1 [sin(x+ D@+ O] ) N
() = vt 1 { sin (9 + #) J {14 sind-cos (1‘} + ]

(n=27+1)

1 sin (x + 1)'(11 + t)
x4+ 1 sm(e) + 1)

Es ist bemerkenswert, daf die extremen Fille in den
Sitzen II—V mit den arithmetischen Mitteln erster Ordnung
der Partialsummen der Reihe

14+ 2cost) +2cos2) 4+ -

zusammenhiingen, also mit

0 4 2(r—1) 241 ]
1_*_*, cos}+~ _}—_»— cos2d + -+ 4 cos v
Y —

und Gleichheit gilt nur fiir

bzw.

() = } (n == 22x).

1

1 sin (1r+1)7; )
a1 0

sin -
2



