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Uber die Kongruenzeigenschaften von aus den natiir-
lichen Zahlen gebildeten Potenzsummen.

Von A. Voss.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 5. Mai 1917.

Bezeichnet man die Summen

1/1+2/|_l_3/z+___+nh

e syt . h . N ¢
fir ganze positive & mit S,, so ergeben sich fir 2 =1, 2,

3,4 ... Ausdriicke von der folgenden Form
S‘_-"Qlﬂ- Sg_n(n-i—l)(Zn—_l—_l_). S3_n2(n+1)_2_.
n 2 ] n - 6 b n 4: *
gt _nr+1)2n+41) Bn*4 3n—1)
A A B? A L BT Sl A

6 5

und auch fiir die folgenden Werte von /. treten bei unge-
radem /o stets die Faktoren n2(n +-1)2, bei geradem £ aber
die Faktoren n(n -+ 1) (2% -+ 1) hervor. Man kennt nun die
allgemeine Eutwicklung von Sk vermdige des aus den Ber-
noullischen Zahlen B, gebildeten Bernoullischen Polynoms

R
das fiir ganze 2 mit dem SE zusammentillt, nimlich
2hprypa(@+1) =a*(@ +12 M
220 + D@ +1) = a(@ + 1) @2 + 1)V,
wobei I/ eine ganze rationale Funktion s — 2 Grades in z (z + 1)
ist, deren Koeffizienten aus den mit gewissen von / abhiingigen
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Faktoren multiplizierten Bernoullischen Zahlen I, bis zu
Dy,—o gebildet sind, wihrend N in ihnlicher Weise eine ganze
rationale Funktion /-Grades von z (z + 1) ist, welche die Ber-
noullischen Zahlen bis zu Dy, nebst anderen Faktoren linear
enthiiltt).

Aus dieser wichtigen, an die Eulersche Summationsformel
ankniipfenden Darstellung geht nun freilich hervor, daB die
Faktoren #, n 4- 1, 2% -4 1 und zum Teil auch deren Quadrate
in den Werten der Potenzsummen auftreten. In welcher Weise
aber, Lifit sich dabei nicht iibersehien, da die Bernoullischen
Ziahlen mit den Eulerschen ganzen Zahlen ¢ durch die Formel

B — h(ld 4yt

T ak(er )
verkniipft sind. Ich fithre daher im folgenden eine direkte
Untersuchung, um das Auftreten jener Faktoren selbst in den
Potenzsummen zu ermitteln. Dabei erwies es sich zweckmiiig,
in Verbindung mit den SE noch andere Summen, die mit El,‘,,

_Qi',, A% bezeichnet sind, heranzuziehen.

Einen wesentlichen Unterschied macht es dabel immer,
ob ., der Index der Potenzsumme, gerade oder unge-
rade ist. Anstatt Sp soll iibrigens, und so auch bei den anderen
Summen, wo ein Mifiverstiindnis ausgeschlossen ist, einfach S*
geschrieben, also nur der Index hervorgehoben werden.

§ 1.
Die Kongruenz 2 8= 0; mod. n (n -+ 1) bei ungeradem /.

Hier liegt die Sache allerdings sehr einfach. Denn bei
geradem n lift sich das erste und letzte, das zweite und das
vorletzte Glied usw. von

Sh — + 211 + oo ph
zu einem durch » -1 teilbaren Paare vereinigen, so daB also

1) Vgl. z. B. K. Cesiro, Elementares Lehrbuch der algebraischen
Analysis, deutsch von Kowalewski, Leipzig 1904, 8. 302.
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Ia) S*=0; mod n + 1 fiir #=0 mod 2

ist. Ist aber » ungerade, so gilt dasselbe, nur bleibt das
h ="y h

Mittelglied (1—2——2}——1«) tibrig, da das vorhergehende (,", 2771)

— h
das folgende (n 41— " 5 1) 1st.  Soll auch dies durch » + 1
teilbar sein, so muf
(n+ 1) =2"n-+1)q
oder (n + 1)"~1=2%y, wo ¢ eine ganze Zahl ist, sein.
Da nun n =21L 41, so folgt
(t+ 1y = 2¢
und diese Gleichung ist dann und nur dann erfiillt, wenn %
eine ungerade Zahl ist. Es ergibt sich daher

I'h) S*=0; mod. » + 1,
wenn n=4%—1 oder = 2% ist.

Ebenso ist in S* die Summe des ersten und vorletzten
Gliedes usw. durch » teilbar. Bei ungeradem # ist daher

ITa) St=0; mod. n.

Ist dagegen » gerade, so bleibt das Mittelglied (g )hiibrig,
da das vorhergehende (; — 1), das folgende (n — (g — 1>)h
ist. Dies aber ist gleich dem 7 fachen einer ganzen Zahl ¢,
wenn ph=! = g
ist, was dann und nur dann der Fall ist, wenn » = 2%, also

= 24,
oder k selbst eine gerade Zahl ist. Esist daher allgemein
1) 25"=0; mod. n(n + 1), dagegen

S"=0; mod. n +1 fitr n =2k, 45 —1

2) '
S*=0; mod. » fir n =2k —1, 4%

bei ungeradem /.
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Man kann natiirlich auch so verfahren, daf man
St (1= (1= DY (= (1 — 2P+ (o 1
setzt, woraus sofort bei ungeradem /

28" =nP

und in analoger Weise
28 =m4+ 1)@

folgt, womit wieder 1) bewiesen ist, wiihrend die genaueren
Angaben unter 2) unberiicksichtigt bleiben.

Aber dieser einfache Weg lifit sich bei geradem 7 nicht
mehr benutzen. In Wirklichkeit liegen auch die Verhiiltnisse

bei geradem / ganz anders; sie erfordern zuniichst die Unter-
suchung der Teilbarkeit von S* nach dem Modul 2% -1, der
im folgenden bestindig durch o bezeichnet werden soll.

§ 2.
Die Summen S* und 2",
Aus der Identitiit

(n4+1y —(n—1y=2 {(/1/ ) nl - (/;) nhd -
(o

bei ungeradem 7 findet man sogleich

(11— (n— 1) = 2 {(’{)m—l —{-(g)n" 14 +(g)n2 i 1}

=1y ——3p =2{(}) m—2p—+ (g) (n— 234 ...
+(5) o —2r+1}

(n—3y—mn-—5= 2{ (n—4y14 ({'—';) (n— 434 .
+ ’g)<n—4>2+1}

»—A?‘



Uber die Potenzsummen der natiirlichen Zahlen. 155

Ist nun #n=2%—1, so lautet die letzte, Lte Gleichung
(n— @+ Oy — e — @E— Dy =2 {(1) + (§) + - -
(2)+1)

Durch Addition dieser Gleichungen entsteht
(n -+ 1) = 2{(71‘) (14 301 - (2% — 1=
+(5) a4 30 @h—1p)
+(5) a8+ F@h—1) R
in der rechts die Potenzsummen der ungeraden Zahlen auf-
treten. Setzt man daher

1) St 1 4 B B (20— L) = 3,

so ergibt sich, falls man linker Hand » = 2% — 1 setzt, und
dann wieder statt /s % schreibt, die folgende, fiir jedes » und
ungerades A giiltige Gleichung

=1 ph gy == (}1‘) =l (]?") Xh=3 L.

(@)= + ()
Diese Formel kann zur rekurrenten Berechnung der simt-

lichen 2 von geradem Index dienen. Ist dagegen n = 27,
so erhilt man auf dieselbe Weise

@k +1y—@b—1p =2 {(}) 21 4 (3)2ri—o 4 ..
o (’2‘)22752 4 1}.
@k 1) — @k —3) =2 {(’1‘) 2i=1 (s — 1)1

+ (’;) Oh=3 (f — 1Y=3 .. . (’2’) 22 (s —1)2 1}.

Y
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und als letzte, /te Gleichung

@+ - =2{({) (et (§) 21

mithin fiir jedes # bel ungeradem /

@n1y—t2m=2l(]) s 4 (5 zorsmg

+(g7s),

womit die S* von geradem Index rekurrent dargestellt wird.

Ist nun zweitens /s gerade, so ergibt sich auf analoge

Weise
n+1—m—1y=2 {(h) it - ( ) s S

+(3) e+ (1))

also bel ungeradem n=2%L —1
my = (7)) 2 () 2 4 () 2
Bet geradem » = 2% hat man endlich
@n 1) — 1_2{(1)% S l+( )2" F N
M el

also zwet weitere Rekursionsformeln fiir die S und X mit
ungeradem Index. Die Formeln II), IV) sind einfacher,
wie die gewdhnlich zur Bestimmung der S" angewendete; sie
bieten auch bei der Ausrechnung im Gegensatz zu der An-
wendung der Bernoullischen Zahlen den Vorteil, daf die
fraglichen Faktoren n, »+1, 2% -+ 1 sich ganz ohne Miihe
erkennen lassen. So ist z. B., wenn @=un (n +1) Cxn 4 1)
gesetzt wird

905 = O {5(n® + 3n® 4+ n* — 3n®) — n?(9n — 3)}

und die rechte Seite ist Immer durch 2-5-9 teilbar.
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DaB {ibrigens (27 + 1) (2% -+ 1)*~'—1) in II) bei un-
geradem /. immer den Faktor 2° enthiilt, sieht man sofort,
wenn man die beiden letzten Glieder der Entwicklung von
@En 41y —1 zu

on(h—1) ((h—2) + 1)

zusammenriickt. Und ebenso enthilt die linke Seite von IV)
den Faktor 2%, denn die Vereinigung der beiden letzten Glieder
derselben liefert hier

2uh(n(h—1) 4-1).

Beziehungen zwischen 8* und 2%

Wir betrachten jetzt gleichzeitig die beiden Summen
Sh== [k 20 L oL oyt
M= 1 B @ 1
Aus der Identitit
28 =(6—Cun—1)) 4+ (c—2n—3)Y: ...
+ (o — P+ (o — 1)

fir 6 =2n + 1 erhiilt man
st mmoh — (31 g (B) otz
+ (=1 (F) o+ (— 1y
Aus den Gleichungen
Sh= 1 B B (2m — 1)
P8 =20 L 4 4 (20— 2 - (2n)
folgt durch Addition
3) Sk 2k Sh = Sh 4+ P,
falls P=m+414+@n4+2"+ -+ 2n)
gesetzt wird. Bringt man nun P auf die Form

P=@—n) 4 @—@n—1f+ -+ (o—1p

1)

2)

]
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so folgt
P=no" — (]f) oSt 4 (]2L) a—"—232 4.
+ (_ 1)/1—1 ({{) Sh—l + (__ l)h—l Sh,
so da nun aus 3) folgt
4) Mh + 2]1 Sh — Sh + n O—h — (?) 6/l~] b’l + (g) oh-—f.’ S? + PN
+ (_ 1)/1—1 (il') USh—] + (___ 1)/! Sh.

Durch diese Gleichung, welche zugleich die Umkehrung
des Systems der linearen Gleichungen 2) fiir die 2 darstellt,
sind simtliche 2" vermoge der S bestimmt. Setzt man diesen
Wert von 2* an Stelle des letzten Gliedes von 2) rechts ein,
so folgt die Gleichung

(@ — 18— noh) (14 (— 1) = — () o1 2
R T
(1Y {__(lll)oh—lsx _{_(720)011—232_*_ b (— 1)""’(?)08"“}.

Ist nun %2 eine gerade Zahl, so ergibt sich aus 5) die
neue (leichung

2 ,(271 R I)Sh = 9y gt — (;&)O/‘—I(ZI + Sl) +(Z;)ﬂll-—2(‘:‘2

4 ST — e — (]1”) 6 (Sh=1 4 Sy
aus der die fiir das folgende wichtige Kongruenz
D (2"—1)SﬁEO; mod. ¢ fiir 2 =0; mod. 2

folgt, da der Faktor 2 links offenbar wegen des ungeraden o
fortgelassen werden kann.

Aus 2) folgt noch
208 — (— 1) 2" = 03 mod. o

oder bet geradem /.
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onSk 3k =0; mod. ¢ fiir A =0; mod. 2;
bei ungeradem % dagegen
orSt 4 3% =0; mod. .

Aus I) folgt jetzt mit Hiilfe der eben gewonnenen Kon-
gruenz bel geradem A

1N S% — 2% =0; mod. o, fiir = 0; mod. 2.

Dak der Faktor 28 — 1 in I) hinreichend ist, damit die
Kongruenz bestehe, ist vorhin gezeigt. Dabei erhebt sich aber
zunichst die Frage, ob nicht schon einer der beiden Teil-
faktoren von

h h
2,,_12(22 —1) (22 +1)

schon geniigt, um die Kongruenz herbeizufithren, oder auch
vielleicht irgend ein anderer, bei speziellen Werten von 7
auftretender Teiler von 2* —1. Das letztere kann natiirlich
eintreten, so daB man nicht verlangen wird, daB die hier ge-
fundenen Resultate mit jeder weiteren Vereinfachung bei wirk-
licher Ausrechnung iibereinstimmen werden. Auch fiir das
folgende ist der Gesichtspunkt festzuhalten, daf; der charalk-
teristische Faktor 2" —1 eben fiir alle /. giiltig sein soll.

Da8 nun aber unter dieser Voraussetzung nicht etwa einer
der Teilfaktoren desselben bereits ausreicht, lehren die ein-
fachsten Beispiele. So ist z. B. S = 65 nicht durch 7, S¢ = 4890
nicht durch 9, Sj, = 1078405 nicht durch 21 teilbar, so daB
die beiden Faktoren von 28 —1=17.9 erforderlich sind.

Freilich kommen auch andere Fille vor. Fiir 2 =8 ist
28 —1=255=17(3-5), und es ist S; = 257 nicht durch 5,
S} = 72354 nicht durch 9 teilbar. Aber S! = 24684612 ist
durch 17 schon selbst teilbar, so dai in diesem speziellen Falle
der Faktor 2* 4- 1 iiberfliissig ist, und #hnlich ist es auch bei
h =10, wo der Faktor 2° —1 =31 in SY = 529882277575
schon selbst enthalten ist. Dies steht damit in Zusammen-
hang, daf nach einer spiiter zu erweisenden Formel dann be-

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1917, 11
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reits Sy denselben Faktor hat, also in den soeben angegebenen
Fillen 8] = 3297456 schon durch 171!, S} durch 31 teil-
bar ist. Ich habe die Frage, wann bei ungeradem /8" =0;
mod. ¢ ist, nicht weiter verfolgen kinnen.

§ 4.

Neue Rekursionsformel fiir S,

Nach § 3, 5) ist bei geradem £
2(211____1) Sh =—=9n o —(;L)Oh_l Y + (g)oh—222 e (;{’) OEIA—I
1) _ (715) oh—1 8t & (}25) o252 ... (7{) o Sh—1

El‘setzt man jetzt} l‘echts jedes 2 dul‘ch Seinen Wert na.Ch
S 9

Sk (1 . 2k) Sk + 'nok S (]1‘) ok—l Sl + (72‘) 0k—~2,S2 —_—
2 + (= (§) o8t (= 1psy

so lifit sich S* rekurrent durch die S von niederem Index aus-
driicken. Um diese Rechnung, die bei direkter Ausfithrung
besondere Betrachtungen iiber Binomialkoeffizienten erfordert,
bequem durchfiihren zu konnen, ist es zweckmifig, S* durch
eine symbolische Potenz (S)* zu ersetzen, was offenbar
gestattet ist, so lange es sich nur um lineare Verbindungen
der S* handelt. Man erhiilt so an Stelle von 2) die einfachere
Gleichung

2a)  Sr=(1— 298+ nok+ (5 — S — ot

Fithrt man nun die symbolischen Potenzen von S auch
im zweiten, die S* enthaltenden Teil von 1) ein, welcher dann
gleich (6 — S)* — o — S* ausfiillt, so ergibt sich als Wert der
linken Seite von 1) der Ausdruck

1) Es ist daher auch X} durch 17 teilbar.
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206" — (71&) {no 4+ (1—2)8' 4 (0 —8) — g} !

+(5) tnor+ (1 —2)8 4 (o - 5P — o

(L) e+ Q=28 (o — 8 — o) o

4+ (720) (o2 4 (1 — 2-2) =2 4 (g — SY=2 — g2} g2
— (B) trot (= 2 o — S — o
+ (6 — S)t — o* — S,

Die Summation dieser (lieder ergibt fiir diejenigen Teile,
welche keine S* sondern nur symbolische Potenzen von S

enthalten
ol () ()= (Y
o))+ B~ )+ ()=}
to— (") o to—8) + (B) 2o — sy — -

— (M oto— syt 4 (0 — Sy — 5.

Da hier nun die beiden ersten Zeilen gleich Null sind,
und auch die dritte den Wert
(6 — (6 —8))r — St =10

besitzt, ergibt sich bei geradem % die grundlegende
Entwicklung

2@ 1S =@ 1) (}) o154 1 — 2 (§) 2

1) + (1— 22 (;‘)02 Sh—2 _*_'(2/.—1 —1) <{L> o Sr1,

in der », auker in o, nicht mehr vorkommt, -und jedes
S¢ rechts mit dem charakteristischen Faktor (2 1)
multipliziert ist.

11*
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Bei ungeradem £ ergibt sich auf dieselbe Weise aus 5)
0=@—1)(}) o254 @ —29 (}) 28 4 -
@2 —1) (B osr g () 4 — 29

oder fiir b — 1=/,

N (1) (24— 1S = 2 — 1) (7‘ T 1) i gt
-+ (1—22) <h‘ ;- 1) o282 ... <h1 g‘ 1) (21— 1) Sh1,

so daB sich wieder nur eine Relation fiir den geraden In-
dex %, ergibt. Sie wiederholt indessen, obwohl sie keineswegs
identisch mit der Gleichung I) ist, nur in weniger ausdrucks-
voller Form die Kongruenz

(2 —1)SM = 0; mod. o.

Aus IT) folgt noch, daB, wenn St—! bereits den Faktor o
hat, (2" — 1).S" denselben Faktor quadratisch enthalte, worauf
schon am Schluf von § 4 aufmerksam gemacht wurde.

Hiitte man {brigens direkt die Summen 2" in die Glei-
chung 1) eingetragen, so muB man ebenfalls zur Gleichung I)
oder II) gelangen. Da nun zwischen den S* hierbei keine
weiteren Beziehungen benutzt werden, so miissen sich auch
genau dieselben Koeffizienten ergeben. Hieraus erhiilt man
die folgenden Identitiiten zwischen Binomialkoeffizienten, und
zwar bel geradem /:

()= (%) G+ (57 ()
() (A

bei ungeradem % dagegen:
I3 E+1 ( I E+2 h
(70)_< k ) 79+1)+<-k ><k+2>
h—1 I h
+"'(_])k( i >(/1 )_( )</v>
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wobei & << b zu nehmen ist. Sie lassen sich auch ohne Schwierig-
keit direkt erweisen.

Eine zu I) analoge Formel liBt sich nun auch fiir die
Summen 2~ herleiten. Man hat zunichst nach § 3, 2)

3) 21§ = (n — 1) o" 4+ (6 — 2)

bei jedem %, wenn man an Stelle von 2* ebenfalls eine sym-
bolische Potenz () einfithrt. Nun ist bei geradem /4 nach

$3, 5
2(2h —1)8" = (2n — 1) o + (6 — J) — 3

O s orw o ()os
Zieht man von der mit 2 multiplizierten Gleichung 3) die
Gleichung 4) ab, so bleibt
28t =2(m —1)o"—(2n —1Do" + (6 — 2P 2+ .-
e
oder, wenn man die symbolischen Potenzen wieder entfernt
R
P R
D e (e

eine Formel, die, nebenbei bemerkt, dadurch von Interesse er-
scheint, daB sie die Differenz X* — S* rekurrent bei ge-
radem /% ausdriickt.

Nun ersetze man in 5) links S* durch seinen Wert aus 3).
Dann folgt

_ }h _Zh
5 2) ("_ 1)(;‘(“ ) =(0— XY —ot 4+ 34+ P,

wobei, wenn man auch rechts alle 5% nach 3) einsetzt, der
Ausdruck P gleich
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() @ =noo—2) () o= =

I3 1 .
(6 —3I®) 4+ (1) 0 gaci (0 — 1) "= + (6 — Z)r=1)
(n— 1o+ (6 — 2
.\ o
wird. Dieser Wert aber kann, wenn man alle ¢* enthaltenden
Glieder zusammenfalit, folgendermafien geschrieben werden:

" 1 M 1 A\ 1
— . h ., — e
=0 {() = (o (5)

AN 1 B 1 AN PSR
+(1)'2T—7—2h}+(1)° 50 z)—(z)" g2 (7 —=)
‘ 1 (a3

++(1> 2',;_1‘(0—-2)" __ o )
oder, wenn man nach dem binomischen Satze die beiden Teile
je fiir stch gruppiert
N1 N\ 1 1
f— — Ry R e e . h h
P=(n 1)0{ 1+<1)2 (2)22 2,‘}—’;—(7@ Dot 40
I3 6—2 N —=2ZY-1 (o —2X)

__ h—1 . R _ J—
(e e ()RS
so daB

P10 (1 5) — 5 o+ 2 4 o

wird. Hs ergibt sich also aus 5a)

— h
gn_g}l]-)o — (0 _ Z)h (1 . 211,> R Uh + ‘}:h

+ (v —1)o" (1 — 21,,) — 21, (04 )

oder
(022" —1)= —2(n—1)c* (2% ~ 1) F (o4 XY - 2" 3%,

also, wenn man endlich wieder zu den Ausdriicken 3* selbst

{ibergeht
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3@ — 1) n(2h1—1) =02 {(i‘) gh2 3t (g) o=t 33
ST (llb) Eh-—l} _ 2(21;—1 _1)02 {(Z) Gh—4 32 s
()

§ 5.
Die Kongruenz 2 (2% —1)8* = 0; mod. n(n +- 1) bei geradem A.

Die Formel I) des § 4 zeigt nun auch den Weg, um zur
Entscheidung iiber die in S* auftretenden Faktoren n(n 4-1)
bei geradem / zu gelangen.

Setzt man zur Abkiirzung

(2 —1) 8" = o3,
so ist nach derselben

] h ) It
20, = ({) 00"~ + (3) O OO (3> 0430 + (1) 0i—10

A (o (o]

wobei in dem zweiten mit dem Minuszeichen versehenen Teile
nur Potenzsummen von geradem Index, im ersten nur solche
von ungeradem vorkommen. Setzt man jetzt o =2n 41
und entwickelt nach Potenzen von n, so folgt?)

20,=nDP+ G) 0, + <g) 03+ -+ (g) 0r—s + (]f) Qi1

S

wird dagegen 6 =2(n 4+ 1) —1 genommen, und dann nach
den Potenzen von % 41 entwickelt, so folgt

2or=n+1)Q— {(lll)& + (g) o+ + (g)QA—S-F (]12) 0/:—1}
et

) Unter P und ¢ sind hier wie auch im folgenden ganzzahlige
Ausdriicke zu verstehen,
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Es ist jetzt zu beweisen, dafi die in 1) und 2) rechter-
hand die ¢ enthaltenden Teile mod. # und mod. » + 1 der Null
kongruent sind. Fir die Anfangswerte von A, etwa von 2
bis 20, liBt sich dies direkt erkennen, wenn man aufmerksam
die Gruppierung der bereits gefundenen ¢ mit den Binomial-
koeffizienten betrachtet. Aber der allgemeine Nachweis, dafi

3) 20, =0; mod. n(n + 1)

laBt sich auf diesem Wege nicht wohl erbringen, weil dabei
ganz spezielle Zahleneigenschaften dieser Koeffizienten zur
Verwendung kommen. Man wird daher versuchen, die voll-
stindige Induktion anzuwenden.

Es sei demnach vorausgesetzt, daf; fir h =2,4,... 54— 2
der Satz 3) bereits bestehe. Dann lifit sich auf Grund von
1) und 2) und nach § 1 behaupten, dal jedenfalls

40,=0; mod. n(n 4 1)
sein muf. Aber daraus wiirde mit Sicherheit nur geschlossen
werden konnen, daB allgemein

20, =0; mod. n(n 4+ 1)
sein muBl, wobei u eine ganze positive Zahl ist.

Es soll nun gezeigt werden, daf u=1 ist. Dazu
fiihrt die Anwendung der bekannten Rekursionsformel, die man
zur Berechnung der S* anzuwenden pflegt, welche wir hier

anfiihren, weil sie auch weiterhin zur Verwendung gelangt.
Es ist

(n 4 1+ — il = (?)n"—{—({é)n"“‘ . e (g)ﬂ*’ + (?)n +1

Wt — (n— 1) = (]f) (n— 1) + (g) (m— 1)1 4 ...

&

LTI J I h
A b e

+(5) -+ (5 m—n+1
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wobei rechts der Abkiirzung wegen h=1Fk 4+ 1 gesetat ist.
Durch Addition folgt

1) (n+1)k+1_(n+1)_< )Sk+( )Sk L. +( ) (")Sl
und die linke Seite hat den Faktor »n (v 4- 1).

Nun ist nach § 3, II) bei ungeradem %

b 2 D@D () giorgior y (Baogis

2) ()

Setzt man in 1) k=172 —1, so ist

+1D({(n+1y-1—1)= ( )S” L4 ( )S" 4.
+(g)e s

Durch Subtraktion der Gleichung 3) von der Gleichung 2)
ergibt sich

((% "+_1)/;_i_,1) @n +1) — (1) ((n -+ 1)1 —1)

4) == <]10)0/:l+<>0"—3+'”+(]2l)02

—{(e) s+ () s (1) s

Multipliziert man die Identitiit 4) noch mit 2, so haben

3)

rechts alle S, 83, . . . 82 wegen des ungeraden % nach
§ 1 den Faktor n(n 4 1). Aber auch die linke Seite hat ihn,
denn @n 4+ 1)1 —1

ist gleich Null fiir # =0 und fiir n = —1 wegen des ge-

raden &/ —1. Wird nun vorausgesetzt, daf die zu erweisende
Kongruenz bereits fiir

292, Ogy « « - 29/,_3

besteht, so erhiilt man aus 4)
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2hos-1=0; mod. n(n + 1),

d. h. die Kongruenz besteht auch fiir den niichst hoheren
Index 2 —1. Und da % ungerade ist, vorhin aber bereits
erkannt war, dafi der Faktor von p;_; nur eine Potenz von 2
sein kann, folgt jetzt uw=1. Somit ist die Kongruenz

20,1 =0; mod. n(n 4 1)

filr A=1; mod. 2 allgemein als richtig erwiesen.

§ 6.
Uber die Kongruenz 4 8% = 0; mod. n?(n -+ 1)? bei ungeradem A.

Mit Hiilfe der vorhergehenden Untersuchung gelingt es
jetzt auch, die Teilbarkeit von S* durch »*(n 4-1)* bei unge-
radem % zu erkennen. Dazu dienen zuniichst die an §1 an-
kniipfenden Entwicklungen.

Setzt man bei ungeradem 7%

St = (n—(n— D) + (0 — (1 — 2 + - (0 1)

und entwickelt nach Potenzen von %, so erhilt man

28" = nh(n -+ 1)—(?)%"“3‘-}— (Zi) S

D B o AU
— (Z)Mb’ 2+<1)n6’ 1

und ebenso entsteht aus

St=m+1—n)+n+2—n) 4 -+ m+1—2)
+ (01— 1)

St =nr+1)"— G‘) (n41y=18 4 (g) (n41y—28 —...
1 -— (g) (m 4 12524 (?) (n+ 1S

Subtrahiert man von der mit #» multiplizierten Gleichung II)
die mit » 4 1 multiplizierte Gleichung I), so bleibt

) 2=t 1+ 1 — A+ P
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wo P in folgender Weise geschrieben werden kann
= —{(})5 @A+ (5) S o1y
D 4 () S0+ 1 o D)
+(5 )S2<n<n+1>"— — G- D) o ()840 0 4 1
@D e () S @l 1P — 0 D),

Aus der Gleichung 1) folgt unmittelbar die in § 1 auf
anderem Wege bewiesene Kongruenz

258" =0; mod. n(n 4 1) fiir 2 =1; mod. 2,

denn jedes Glied hat jetzt rechts den Faktor n(n - 1), der
nun durch 7 bezeichnet werden soll.
Multipliziert man jetzt 1) mit 2, so hat jedes rechts vor-

kommende S* von ungeradem Index den Faktor z. Man
hat daher:

548"=12{<(n+1'>"—‘~’—n"-2) (1)25 @+ s

4o — (g) 28:'"2 (n+1 —n)} —i—r{( )2 S2((r 4 1)=3 — ni—2)
(i) ey 4t (ges=or i —an)

Nun wiirde man, wenn jede der Summen S* mit geradem
Index mit ihrem charakteristischen Faktor multipliziert und
dividiert, auch aus dem zweiten Teile in 2) den Faktor % ab-
sondern kionnen. Aber hierbei wiirde eine sehr unvollkommene
Betrachtung entstehen, weil das Auftreten des Faktors 7 bei
einem S’* von dem bei allen niederen Indices k=1, 2, . . .
abhingig gemacht wiirde, und dieselbe Uniibersichtlichkeit ein-
tritt, die bei der Anwendung der Bernoullischen Zahlen vor-
liegt. HKs bleibt vielmehr zu zeigen, daf man auf viel ein-
fachere Art auch in dem zweiten Teil von 2 den Faktor 2
erkennen kann.
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Zu diesem Zwecke setzen wir
I1I) 4+ 1)pr—mnr=P,.
Dann besteht die Identitit
3) P, = (y_1 4 1 P,_,, falls
V) Q=+ 1)r 4 nr
gesetzt wird, und zugleich ist
4) Qp=00Qp 1 —T1Qy2; 6 =20+ 1.
Aus den Gleichungen
Wp=6Qp1 — 10,
0Qp—1=102Qp—s —10Q—3
o* Qp—2P= 0* Qp-3 —10% Qp—s
P2, = 71 Q) — 1077 2(),,
wobei nach IV) @, =2, @, = o findet man

3) WUp=0"10Q, — 1{p2+ 0Wps+ -+ 2072}
Aus den fiir ein gerades p zu benutzenden Gleichungen
Pp = (L)Il—l + TPp—?
Tl 2 =105+ " Lpy

2By =1 Qs+ Py

=2 p—2 r
1?2 Pob=12 @, +1*P, wo P,=0
findet man
6) Py= Qpr < M,
oder, wenn man aus 5) den Ausdruck fiir ¢),— einsetzt,
V) Py=or~14 N,

wobel M und N ganzzahlige Werte besitzen. Setzt man diese
Ausdriicke fiir die P, in 2) ein, so bleibt als einziges Glied
rechts, welches den Faktor 72 nicht enthilt

7 1{(2) 28207 - (Z) 2886406 ... (g) 23"—30}.
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Nun ist aber

l=0CBn4+1)=02n -4 1)22n + 1)2
=4nn+41)o12% + 6172

demnach schlieBlich bei ungeradem g
8) 0? =47 M, + o.

Setzt man dies in 7) ein, so handelt es sich noch um
den Ausdruck

X {(12) s (s (;) s}

Aus der Gleichung 1) des § 5

(D (@ 10— = (1) s (5) e

)+

deren linke Seite den Faktor = hat, entnimmt man aber bei
ungeradem £, daB

(B4 (st (D s,

welches nur Summen von geradem Index enthilt, gleich

(o (s () -2

ist, wo nun das letzte Glied geraden Index hat. Nach §1
haben aber alle Glieder hier bis auf dieses den Faktor r.
Sonach folgt

45 =R+ 20 (;’) S,

Es besteht demgemiif bei ungeradem % die Kon-
gruenz

421 —1)8"=0; mod. n®(n + 1)%, bei h=1; mod. 2.

Ist / eine Primzahl, so kann % in dem Faktor 27—! —1
selbst als unwesentlich fortgelassen werden. Man hat z. B.
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4-3.85=0; mod. n?(n 1),
was auch mit der wirklichen Ausrechnung iibereinstimmt.

Indessen darf man auch hier nicht durchgehend volle Uber-
einstimmung mit der unmittelbaren Ausrechnung erwarten.
Denn es ist nicht ausgeschlossen, dat einzelne in 2/-1 —1
enthaltene Faktoren bei speziellen Werten von % nach beider-
seits gehoben werden konnen. Dies ist bereits fiir 4 =7 der
Fall, wo unsere Untersuchung den Faktor 3 einmal zu oft ent-
Liilt. Andererseits liefert aber auch die wirkliche Ausrechnung

g1 =W+

94 Bnt+6nd—n®—4n 4 2)

mit dem iiberzihligen Nenner 2, der fiir jedes % aus dem ein-
geklammerten Teile entfernt werden kann.

Man kann die vorhin gefiihrte Untersuchung durch eine
andere Analyse bestitigen, welche allerdings mehrere Unter-
fille zu unterscheiden hat, dafiir aber auch das Resultat noch
etwas priziser faBt.

1. Ist zunichst % eine gerade Zahl 2%, so schreibe man

S = (@h— 1+ 19+ (@F — 2/ + 29 + -4 (1)
+ E-—1N 4+ E + 2k~

Jedes der eingeklammerten & — 1 Paare ist durch 2% teilbar.
Setzt man diesen Faktor durch Division iiberall heraus, so folgt

St =2k {2k — 1)\ — @k —1)"2 4 ... —(2k—1) + 1}
+07u{(97y—9)h—1 (270-2)/1 22+ ——-(27»—2)2/’ 2+2ﬂ 1}

2Rk — ()i — @h— (b ) (o — 1)+ -
— @k —(F— 1) =12+ —1)""} + B + (27v)"
Wird nun jede der Potenzen ausgefiihrt, so ergibt sich?)
S =2k {2k Q 4 hSeT1) + B 4 k)
Wird mit 4(2%—!—1) multipliziert, so folgt, da SiZ) dann

nach § 5 den Faktor 2% wegen des geraden Index /i - 1 enthilt,

1) Unter Q, ¢y, ¢, usw. werden hier immer ganze Zahlen verstanden.
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4201 — 1) =412 Q@1 —1) 4+ (2h)2gh = 4 K (241 —1)
oder + 4%2-2- (22 (21 —1)

A) 4241 —1)5* =0; mod. #? fiir » =0; mod. 2.

Ist % eine Primzahl, so kann man noch durch % dividieren;
es ist aber nicht ausgeschlossen, dafi auch die ganze Zahl g
noch Faktoren mit 2#~!—1 gemein hat (vgl. die vorhin ge-
machte Bemerkung).

2. Um auch die Kongruenz nach dem Modul (n --1)*
nachzuweisen, setze man '

St = (kY +1H+ ((CE—1Y 4294 - (Ck —(k— 1)  + 7).

Man hat jetzt wieder y: Paare, von denen jedes durch
2%+ 1=n+1 teilbar ist. Ordnet man sie in der folgenden Gestalt

§h = (@ L— 1)+ 1) 4 (@F + 1 — 2 4 20) - -
+ @k +1—k"+ 15,
so erhiilt man auf dieselbe Weise wie bei 1)
S =2k + D {ECE+1)Q, + ST

Da jetzt (24! —1) Si'=(@2k+1)g nach §3, so er-
gibt sich :
B) (24-1-—-1)S*"=0; med. (» 4 1)%; fir »=0; mod. 2.

3. Ist dagegen » ungerade gleich 2% -1, so gruppiere
man zuniichst so:

S+ = (@B + 19 + (@F—1F + 29 + - + (0 + 1)
+ 1) + @k + 1)

und schreibe die ersten &k Paare folgendermafien

@k 1 —1F + 19 + @h+1—1—2) + 29 4 ..
+ (QFk +1—EkY + &)
Nun wird
St =@k D2k 1 1Yt — (@1 — 1)
—@RE+1—1D) 41} +CE+D{RF+1—2Y" —(2F
1 — 222 2k 1 2) 22 4 2T} L
+CE+D{CEF 1 —Fy T —QRF 4+ 1 =02+ - -
@k 1= B)F 4 ) (2 1)
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und hieraus folgt

@71 — 1) = @k + 1)@= — 1) Q + 2% + 1)t hy
o + @k 1@ —1)

C) (221 —1)S*=0; mod. »® fiir n=1; mod. 2.
Zum Nachweis fiir die Kongruenz nach dem Modul (» - 1)?
setze man endlich
S = (@FH1F 19 + @B +29 - (6 + 2
1)+ (& o D
und ordne die ersten k Paare, so daB
St = (@F+ 2 — 1) 19 + (2k + 2 — 2 4+ 20) 4 - ..
+ (k42— kY + 1) 4 (k4 1)~
Man erhilt dann
St= 2k +2){Ck+2)Q + ASI T} 4 (k + 1)
oder
452 — D =4Qk 22 Q" —1)+ hq(2k 4 2)22
+ @2k 4 22k + )3

also endlich
D) 452 ~1'—1)=0; mod. (n -+ 1)? fiir » = 1; mod. 2.

Durch die 4 Kongruenzen 4, B, C, D ist das Auftreten
des quadratischen Faktors in jedem einzelnen Kalle dargestellt.

§ 7.
Die Summen 2* =14 3* 4 5% 4 --- (2n — DA

Die Formel III) des § 2 fiir gerades &

) @Dt = (71‘)2/1—1 + (g>2ﬂ—3 4 (g) p N (’1‘) 3t

driickt alle 3" von ungeradem Index £ durch 2 von nied-
rigerem ungeradem Index aus. Demnach ist fiir A =2 21 = #?
und jedes 2 von ungeradem Index wird daher auch den Faktor »?
enthalten, abgesehen von der jedesmal noch erforderlichen
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Division durch /. KEs entsteht daher kein iibersichtliches
Resultat fiir 2%, sondern zuniichst nur die Kongruenz
A2 =0; mod. »? fiir 1 =1; mod. 2,

in der A einen Faktor bedeutet, der, wie man leicht aus der
Natur der Binomial-Koeffizienten erkennt, nur eine ungerade
Zahl sein kann.

Fiir ein ungerades 2 hat man dagegen aus I) des § 3
die Gleichung

s = () () ()

welche alle 2 von geradem Index durch ebensolche von

niederem Index ausdriickt. Da die linke Seite von der Form

ol —1) (e +1)

stets den Faktor n(2n —1) (2% 1) enthiilt, folgt fiir die X
von geradem Index die Kongruenz

DB2*=0; mod. noo, fiir h=0; mod. 2.

Aus 1) erhillt man

fiir /o =2 2=

., h=4 E=z2( nt— 1)

. k=206 320 =n2(16n*— 20024 7)
. h=38 BP0

=n? (48 n® — 112 n* - 98 n? — 31)

und ebenso aus 2)

fir =3 3 2% =mngo,
s h=5 15 2*=mnoo, (1202 — 7)
., h=17 21 X5 =mnoo, (48n* — 720k 4 31)

- h=9 45 28 —nar1 (39012“—880724—1— 916122—~461)

wobei wie frither 6 =2n —}— 1, o,=2n—1 gesetzt ist.
Im folgenden sollen die Faktoren A, B, welche den so-
eben angefithrten Beispielen entsprechen, vollstindig ange-

geben werden.
Sitzungsb, d. math.-phys, K1, Jahrg. 1917, 12
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Zuniichst mégen indes einige Bemerkungen Platz finden,
die sich auf S und 2 gleichzeitig beziehen. Nach § 3, 4) ist

k42 —1—(— 1)) 5" = 0; mod. o,

2P 422" —1)S5"=0; mod. o fiir = 0; mod. 2
St 4 248" =03 mod. ¢ fiir h=1; mod. 2.

also

Aus der letzten Kongruenz, an deren Stelle ‘man auch
schreiben kann
St 4 245t = Po* + oS!
folgt durch Multiplikation mit 2*='—1 aus § 3

Lo T D@ 4 2 = @ — 1) Pot A gho?,

3) (@'—1) (2" S* 4 2%) = 0; mod. o® fiir 2= 1; mod. 2.
Ist insbesondere % eine Primzahl, so hat man

@1 =1

3a) A

(225 + 21 = % ().
In der Tat findet man, falls die vorhin bestimmten Werte
der X fiir A =3, 5, 7 . . . eingesetzt werden
2353 + 28 = p2g?
3(2%5° 4+ 2% =n26?(202 — 20 —1)
30t —1

3(2787 + 27)=n202< —— 303+2r,+1).

Ich fiige dazu einige Sitze, die den Unterschied zwischen
dem Verhalten der Summen S und 2 betreffen.

a) Aus der Gleichung § 3, 3)
4) SRS = A1)+ ()t
folgt
5) 2428221 1) S = 0; mod. n
hei jedem /4. Ist nun /. ungerade, so hat man nach § 1.
1) aus 9)
Ia) 2t=0; mod. »n fir A=1; mod. 2
und nach § 5) aus 5)

Ib) (2" —1)2" = 0; mod. n fiir /o =05 mod. 2.
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b) Aus der Identitit 4) folgt ferner durch Entwicklung
nach den Potenzen von n +1

6) 24202 —1) S =(—1)"; mod. n 41
bei jedem 4. Ist nun 4 ungerade, mithin 2.5% nach §1,
1) durch »n 41 teilbar, so hat man
2r=1; mod. n—+1; h=1; mod. 2.

Bei geradem /i wird dagegen

(X 4-1) (22 —1)=0; mod. n -+ 1 fiir 2 =0; mod. 2.

Es ist also 2* bei ungeradem % nie durch » 41
teilbar; bei geradem & kann 2% nur etwa solche Fak-

toren mit » 41 gemein haben, die zugleich in 2% —1
enthalten sind.

¢) Fir ungerades % ist ferner

2187 Xh= (@ — 2 1)+ (@n— 3 4 20 4 -
+ (0 (= 1)) + @r—1) + @n)

Da jedes der n —1 eingeklammerten Paare den Faktor
o, =2n —1 hat, folgt

7) 2487 4- 2% = 4+ 1; mod. o, filr =1; mod. 2.
Ist dagegen A gerade, so ist
N = ot (0= D (o, — 4 o (0 — 20— )
+ (0 — (20— 2))
und aus dieser Identitit findet man
8) 28S* — Xt =15 mod. g, fiir ~=0; mod. 2.
Die beiden Kongruenzen 7) und 8) lassen sich zu
9) 28 8% — (—1Y' 2% =1; mod. o,
fiir jedes /i zusammenfassen.

Um noch eine weitere Beziehung abzuleiten, setzen wir
2E 2 —1)8t =P,
wo P=m 1) 4 -4 2n)* ist.

12*
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Daraus folgt

24P = (0, 3V + (0, + BV + - (0, + 20— 1 4 4

oder
PP—23t=0Q +@n)—1=0,0,+2"—1,

also

2 —1)2+4 22 —1)8* — (2" — 1) = 0; mod. o,
oder
10) @"r—1)@@*+ 2254 —1)=0; mod. 5,

bel jedem k.

Aus 9) und 10) ergibt sich jetzt bei geradem 4

@*—1) (248" — 2% —1)=0; mod. o,
2*—1) (2*8* 4+ 2* —1) = 0; mod. g,,

also durch Addition

11) (2#8* —1) (2* —1)=0; mod. ¢, fiir 2 =0; mod. 2
und durch Subtraktion

10 @* —1)2*%=0; mod. g, fiir A= 0; mod. 2.

Ist dagegen % ungerade, so wird durch 10) nur die Kon-
gruenz 9) wiederholt. In Verbindung mit der Gleichung 9)
lehrt die Gleichung 11), daB bei geradem /7 S” nur solche
Faktoren mit o, gemein haben kann, die auch in 2% —1 ent-
halten sind.

Durch diese Betrachtungen sind sowoh! die hauptsiich-
lichsten Eigenschaften, welche 2 und S gemein haben, als auch
diejenigen, in denen sie voneinander abweichen, dargestellt.

Wir kehren jetzt zu unserer eigentlichen Aufgabe zuriick,
bei ungeradem /% die Kongruenz 42* = 0; mod. #%, bei ge-
radem / die Kongruenz B2"*=0; mod. no06, zu erweisen.
Fiir den modul o, ist sie iibrigens schon durch II), fiir #» durch
Ib) erledigt.

Es sel nun zuniichst # ungerade und »n eine gerade
Zahl 2% Dann hat 2% eine gerade Anzahl von Gliedern.
Nimmt man das erste und letzte Glied, das zweite und das
vorletzte usw. zusammen, so hat man
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h—= (4 — 1) 4 15) + (45— 3 4+ 85 -+
+QREF D+ 2k —1)
und die rechte Seite ist auch gleich
(4% — 1y - 1) 4 (4 — 3 489 + -
+ (4% — @2k— 1) 4 2k — 1)%).
Da jedes dieser % Paare wegen des ungeraden /i den Fak-
tor 4% enthilt, wird also

Nh—= 4l f(df — 1)t — (k- 12 1 +---+ 1}

+ 4k{(4k — 3/~ — 4k —3Y—23 + - 31}
+4L{(4L—5)"‘ (471/—5)/' 25_|_ _|_ r/z—l}
+

44k {(47»—(270 1))"— ——(47»—(2 70 — 1))" 2(27»— 1)
S @E—1p,
Fihrt man jede der hier auftretenden Potenzen nach dem
binomischen Satze aus und beachtet, dall £ -—1, A —2, # — 3
. abwechselnd gerade und ungerade sind, so entsteht hei
ungeradem . und geradem » die Gleichung
M= 45UEEQ, + 2 Mt ,fir h=1, n=0; mod. 2
Da nun nach der in diesem § bewiesenen Kongruenz
(2"—, . 1) Zw,:z—l
hereits den Iaktor & enthiilt, so folgt
(2r-1 — 1)2,’: =0; mod. »? fiir n=0, h=1; mod. 2
und insbesondere, wenn /. eine Primzahl

21— 1 g
/L —n =

2. Ist dagegen n eine ungerade Zahl 2% + 1, so bleibt
bei analoger Anordnung in Paare, wie bei 1), ein Mittelglied
(2% 4 1)" tibrig, wiihrend die iibrigen sich zu Paaren zusammen-
fiiggen lassen. Denn dem Glied (2 & 4 1)* geht vorher (2k — 1),
und es folgb (2% - 3y, Ks ist aber

‘)] +‘3_ 171/ u —(Olv —1)

Il a) = 0; mod. n2




































