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Uber den elastischen Verdrehungswinkel eines Stabs.
Von A. Fippl.

Vorgetragen in der Sitzung am 13. Januar 1917.

Die ilteste Formel fiir die Berechnung des Winkels, um
den ein gerader Stab von {iiberall gleichem Querschnitt, der
aus einem isotropen und dem Hookeschen Elastizititsgesetze
gehorchenden Stoffe besteht, durch ein im Endquerschnitte
angreifendes Kriftepaar vom Momente M verdreht wird, geht
bis auf Coulomb zuriick. Jedenfalls ist der ganze Verdrehungs-
oder Drillungswinkel proportional mit der Stablinge. Bezeichnet
man den auf die Lingeneinheit kommenden Winkel mit 9, so
kann nach Coulomb

9= 1)

gesetzt werden, wenn man unter & den Schubelastizitits-Modul
des Stoffes und unter o, das polare Triigheitsmoment der Quer-
schnittsliche versteht, also das Triigheitsmoment fiir eine durch
den Schwerpunkt senkrecht zur Querschnittsebene gezogene
Achse. Fiir einen vollen Kreisquerschnitt, um den es sich hier-
bel zuniichst handelte, kann

CTP = 7}7[7‘4

in die Formel eingesetzt werden und in der Gestalt, die sie
damit erlangt, hat sie sich fiir den kreisformigen Querschnitt
in der Tat als richtig erwiesen.

In allen anderen Fiillen gilt dagegen Gl. (1) nicht mehr.
Immerhin kann man sie der allgemeinen Form nach auch in
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den anderen Iillen aufrecht erhalten, wenn man unter ./,
nicht mehr das polare Triigheitsmoment versteht, sondern eine
andere ebenfalls nur von der Gestalt und den Mafien der Quer-
schnittsfliiche abbiingige, rein geometrische Grifie, die ihrer
Dimension nach ebenso wie J, eine Linge zur vierten Potenz
hedeutet. Insofern trifft nimlich Gleichung (1) stets zu, als der
Verdrehungswinkel proportional dem verdrehenden Momente 1/
und umgekehrt proportional dem Schubelastizititsmodul G zu
setzen ist, wilthrend er im iibrigen nur noch von der Gestalt
und der Grofie des Querschnitts abhiingig ist. Man kann diesem
Umstande dadurch Ausdruck geben, dab man an Stelle von

Gl. (1) allgemeiner
(1) allg o

== JG (-‘)

schreibt und unter o/ die in dem betreffenden Falle einzusetzende
Querschnittsfunktion versteht.

Fir das Produkt J( gebraucht man hiiufic die Bezeich-
nung , Verdrehungssteifigkeit*.  Diese ist also sowohl vom
Querschnitt als von den elastischen Migenschaften des Stoffes
abhiinglg. Es ist aber bequem, noch eine andere iihnliche
Bezeichnung fiir die vom Querschnitte allein abhiingige Gritie o/
zu haben und ich will sie daher hier den ,Drillungswider-
stand® des Querschnitts nennen. Im Falle des kreistormigen
Querschnitts wird demnach der Drillungswiderstand durch das
polare Triigheitsmoment angegeben, wihrend er in anderen
Fillen erst noch zu ermitteln ist.

Die Bestimmung des Drillungswiderstandes und hiermit
auch des Verdrehungswinkels geht nicht nur die Elastizitiits-
theorie an, sondern sie ist auch fiir die Technik von erheb-
licher Bedeutung. Man sollte daher meinen, dali diese Auf-
gabe wenigstens fiir alle Fille, die bei den Anwendungen
hiufiger vorkommen, entweder eine genaue oder doch wenig-
stens eine mit geniigender Anniherung zutreffende Losung ge-

W

funden haben miifite. Das trifft aber keineswegs zu. Zwar
fiir die einfacheren Querschnittsformen, wie Ellipse, Rechteck,
Dreieck, Kreissektor und eine Anzahl anderer hat man genaue
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Formeln dafiir abgeleitet; aber daneben kommen bei den An-
wendungen in der Technik Querschnittsgestalten vor, nament-
lich bei den Walzeisentriigern, fiir die es bisher an jeder zu-
verliissigen Ermittelung des Drillungswiderstandes fehlt. In den
technischen Handbiichern findet man zwar Formeln empfohlen,
die dafiir gelten sollen; aber eine genauere Priifung lehrt, daf
sie keineswegs in allen Fiillen, auf die sie angewendet werden
sollen, zutreffen, sondern hiiufig zu ganz falschen Schliissen
fithren, wie ich nachher noch nachweisen werde.

Eine praktische Anwendung finden diese Formeln fiir den
Verdrehungswinkel sehr hiiufig bei den Walzeisen, weil man
aus diesen die grofien Tragkonstruktionen im Hochbau oder
im Aufbau von Krangeriisten und #hnlichen Bauten zusammen-
setzt, Unter den Walzeisen treten wieder am hiufigsten die
I-Eisen hervor, weshalb sie bei den folgenden Betrachtungen
als Hauptheispiel ins Auge gefafit werden sollen.

Bei den Bauten, von denen ich sprach, werden {freilich
die Walzeisentriger gewihnlich so angeordnet, daB sie weniger
auf Verdrehen als auf Biegen beansprucht werden. Aber neben-
her tritt doch noch leicht eine Beanspruchung auf Verdrehen
hinzu, die dann stets wegen der geringen Widerstandsfihiglkeit
der Triiger gegen Verdrehen eine sorgfiltige Beachtung er-
fordert. So werden z. B. die gekriimmten Triiger, die man
zur Unterstiitzung von vorspringenden Bauteilen wie Balkonen
u. dgl. verwendet, stets sowohl auf Biegen als auf Verdrehen
beansprucht. Jede eingehendere Berechnung von Triigern dieser
Art mufi sich daher auf eine Formel fiir den Verdrehungs-
winkel stiitzen.

Fiir die Berechnung der Walzeisen auf Biegung ist von
vornherein gut vorgesorgt. In den Verzeichnissen, die von
den Walzwerken iiber die Querschnitte der von ihnen her-
gestellten Triiger herausgegeben werden, den sogenannten
»Profil-Tabellen“, findet man bei jedem Querschnitt, so weit
notig, eine Angabe iiber die Richtungen der Querschnittshaupt-
achsen und iiber die auf diese Hauptachsen bezogenen Triig-
heitsmomente. Die Berechnung auf Biegung gestaltet sich auf
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dieser Grundlage sehr einfach. Dagegen fehlt bis jetzt jede
Angabe, die sich fiir die Berechnung des Verdrehungswinkels
verwenden liete. Wenn bei jedem Querschnitt auier den Triig-
heitsmomenten auch der Drillungswiderstand verzeichnet wiire,
was sich ohne grofie Schwierigkeiten durchfiihren liefie, wiire
den Benutzern dieser Tabellen in vielen Fiillen sehr gedient.
Aber offenbar haben die Ausschiisse, die von den Hiittenleuten
und von den Eisenverbrauchern zur Bearbeitung der Profil-
Tabellen bei neuen Ausgaben immer wieder eingesetzt wurden,
bisher nicht recht gewagt, solche Angaben beizufiigen, weil
sie sich selbst nicht recht dariiber klar waren, wie man den
Wert fiir den Drillungswiderstand ermitteln sollte. In dieser
Liicke ist der beste Bewels dafiir zu erblicken, dafi es recht
notig ist, diese Frage einmal etwas genaver zu behandeln.

Navier, der in der Mitte des vorigen Jahrhunderts eine
fithrende Rolle in der technischen Mechanik spielte, glaubte
Gl (1) mit der Deutung von o, als polares Trigheitsmoment
fir beliehige Querschnitte allgemein aufrecht erhalten zu kénnen.
Er kam zu diesem Schlusse, da der Drillungswiderstand stets
gleich dem polaren Trigheitsmomente zu setzen sei, indem er
von der Annahme ausging, daf die Querschnittsflichen bei der
elastischen Formiinderung durch Verdrehen stets eben blieben.
Aber diese Annahme, die sich bei der Untersuchung der Biegung
sehr wohl bewihrt hatte, ist bei der Drillung im allgemeinen
ganz unrichtig; nur beim kreisformigen Querschnitt trifft sie
tatsiichlich zu. Freilich spukt die Formel (1) im Sinne von
Navier selbst jetzt noch vereinzelt in technischen Kreisen her-
um, ohschon sie bei der Mehrzahl der Techniker schon vor
einem Menschenalter als unrichtig erkannt war.

Den Nachweis fiir die Fehlerhaftigkeit der Navierschen
Theorie der Verdrehung erbrachte de Saint-Venant. Er zeigte,
dak sich die Querschnittsfliichen bei der Verdrehung im all-
gemeinen kriimmen; er stellte die Differentialgleichung auf,
der die gekriimmte Fliche gentigen mufs, mit der dazu ge-
horigen Randbedingung, die es hewirkt, dat zu verschiedenen
Querschnittsgestalten ganz verschiedene Lisungen gehiren und
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gab fiir eine grofiere Zahl von Querschnittsformen die strengen
Losungen des in dieser Weise gefafiten mathematischen Pro-
blems an. Daraus folgten auch genaue Formeln fiir den Ver-
drehungswinkel J oder, wie man dafiir sagen kann, flir den
Drillungswiderstand o/ in den von ihm untersuchten Fillen.
Man findet eine zusammenhiingende Darstellung der Ergeb-
nisse von de Saint-Venant in den von ihm nach dem Tode des
urspriinglichen Verfassers in dritter Auflage herausgegebenen
Vorlesungen von Navier?). In einem iiber 200 Seiten fiillenden
Anhange zu dem Paragraphen, in dem Navier die Torsion der
Stibe besprochen hatte, widerlegt de Saint-Venant die darin
ausgesprochenen Ansichten und entwickelt die von ihm selbst
aufgestellte Theorie der Torsion in groBer Ausfiihrlichkeit.
Die Ergebnisse, zu denen de Saint-Venant hierbei gelangte,
sind heute allgemein anerkannt. Sie haben sich auch, so weit
bekannt, heim Vergleiche mit den Beobachtungen bei Ver-
drehungsversuchen stets gut bewihrt. Auch in der Technik
werden die aus den strengen Losungen von de Saint-Venant
abgeleiteten Verdrehungsformeln heute allgemein angewendet.
Aber diese strengen Losungen der Verdrehungsaufgabe
sind nur fiir eine begrenzte Zahl von Querschnittsformen auf-
gestellt worden und sie niitzen nichts, wenn man mit anderen
zu tun bekommt. Abgesehen vom Winkeleisen, das von Herrn
Fritz Kotter?) behandelt wurde, liegt bisher keine strenge
Lésung vor, die sich fiir die Walzeisenquerschnitte beniitzen liefe.
Diesen Mangel hat schon de Saint-Venant selbst empfunden.
Er suchte ihm durch Aufstellen von Nitherungsformeln fiir den
Verdrehungswinkel abzuhelfen, die mit einer fiir die prak-
tischen Anwendungen ausreichenden Genauigkeit fiir eine grobe
Zahl sehr verschiedener Querschnittsformen brauchbar sein
sollten. Nach der ersten der von ihm aufgestellten Niherungs-

formeln wiire nach der hier gebrauchten Bezeichnungsweise
der Drillungswiderstand

1) Navier, Résumé des legons, 3#me édition par Barré de Saint-
Venant. Paris 1861.
) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1908, S, 935,
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zu setzen, wenn man unter ./, und .J, die Trigheitsmomente
fiir die in der Querschnittsebene liegenden beiden Hauptachsen
versteht. Spiiter hat er aber diese Fermel ausdriicklich wieder
verworfen mit der Bemerkung, er habe sich iiberzeugt, daf:
sie nur fiir elliptische Querschnitte verwendbar sei und an ihrer
Stelle eine neue empfohlen!). Nach dieser neueren Formel soll

1
~ 404, 52
sein, wobei unter I’ der Fliicheninhalt des Querschnitts zu
verstehen ist.

Als de Saint-Venant diese letzte Formel aufstellte, lag
seine Lebensarbeit schon fast vollstiindig hinter ihm und er
konnte daher die Formel bereits mit allen von ihm aufge-
fundenen strengen Losungen des Torsionsproblems vergleichen,
was bei der fritheren nicht der Fall war. Dementsprechend
ist der Giiltigkeitsbereich, innerhalb dessen die Formel noch
eine annehmbare Genauigkeit liefert, viel weiter gesteckt, als
bei der fritheren. Aber in anderen Fiillen, fiir die man da-
mals noch keine besser begriindete Lisung kannte, versagt die
Formel, wie ich nachher noch zeigen werde, trotzdem voll-
stindig. Es ist daher gefihnlich, sich ihrer zu bedienen, wenn
man nicht vorher schon weif3, daB der betreffende Querschnitt
zu denen gehdrt, bei denen kein allzu grofier Fehler befiirchtet

J

zu werden braucht.

Eine besondere Begriindung hat de Saint-Venant fir die
Formel (4) nicht gegeben: er stellt sie einfach als eime Inter-
polationsformel hin, die in den meisten Fillen gut zutrifft.
Man kann jedoch erkennen, wie er dazu gekommen ist. Gegen
die von Navier vertretene ,alte Theorie® der Torsion, also
gegen die Formel (1) hatte er einen jahrzehntelangen Kampf
zu fiihren, um seiner Theorie zur allgemeinen Anerkennung
zu verhelfen. Dabei mulite er immer wieder darauf hinweisen,

1) Comptes rendus 88, 1879, p. 142,
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dafy beim rechieckigen oder elliptischen Querschnitt der Dril-
lungswiderstand nicht etwa zunimmt, je linger gestreckt man
ihn bei gleichem Flicheninhalt annimmt, wie nach Formel (1)
zu erwarten wire, sondern daff vielmehr umgekehrt, wie schon
die einfachsten Beobachtungstatsachen lehren, das Quadrat von
allen Rechtecken und der Kreis von allen Ellipsen gleichen
Flicheninhalts den grofiten Drillungswiderstand liefern. Der
Gegensatz seiner Theorie gegeniiber der alten Theorie wird
daher am deutlichsten hervorgehoben, wenn man J umgekehrt
proportional mit J, setzt. Das war in beiden Formeln (3)
und (4) geschehen. Die Formel (3) hat er spiiter offenbar nur
deshalb aufgegeben, weil sie bel den spiter von ihm gefun-
denen strengen Losungen nicht mehr geniigend zutraf. Daf
bei gleicher Querschnittsgestalt J mit der Fliche des Quer-
schnitts wachsen muf, Iist selbstverstindlich und zwar mug,
damit die Formel in den Dimensionen zutrifft, die vierte Potenz
von I" in den Zihler gesetzt werden. Der Zahlenfaktor 40
im Nenner ergab sich ihm als abgerundeter Mittelwert aus
verschiedenen, zwischen etwa 38 und 42 liegenden Zahlen, die
man beim Vergleich der Formel mit den genauen Lisungen
in den verschiedenen Fillen findet. So wire z. B. beim ellip-
tischen Querschnitt nach der genauen Theorie eigentlich
F:l»
J =

4 7,
zu setzen, was aber nahezu mit Gl. (4) iibereinstimmt.

Ubrigens weist de Saint-Venant in seiner Abhandlung
selbst schon darauf hin, dal die Formel (4) nicht immer brauch-
bar ist. Als Beispiel einer solchen Ausnahme erwiithnt er einen
Querschnitt von der Gestalt eines Kreisseltors mit einem mehr
als zwel Rechte betragenden Zentriwinkel, also mit einer ein-
springenden KEcke. Beim Halbkreis dagegen liefert die Formel
noch eine gute Ubercinstimmung mit dem dafiir bekannten
genauen Werte. Dal; die Formel auf einen kreisringfsrmigen
Querschnitt, oder mit anderen Worten auf eine hohle Welle
nicht angewendet werden darf, hat er ohne Zweifel auch ge-
wulit, wenn er es auch nicht ausdriicklich sagt.
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Wenn de Saint-Venant daran gedacht hiitte, dab seine
Formel (4) spiiter einmal auf solche Querschnittsformen ange-
wendet werden konnte, wie sie bei den diinnwandigen und
scharf eingeschnittenen Walzeisen vorkommen, die man nach
den heutigen Walzverfahren herzustellen vermag, wiirde er sich
wahrscheinlich etwas vorsichtiger bei der Empfehlung der Formel
fiir den praktischen Gebrauch ausgedriickt und eine vorher-
gehende genauere Priifung einer solchen Anwendung als nitig
bezeichnet haben.

In der praktischen Technik stiitzt man sich heute bei der
Berechnung des Verdrehungswinkels — von vereinzelten Aus-
nahmen vielleicht abgesehen — offenbar fast ausschliefilich auf
die Arbeiten von de Saint-Venant, ohne auf die grundsitzlich
davon abweichenden neueren Arbeiten, die iibrigens zum Teil
auch schon viele Jahre zuriickliegen, irgend wie Riicksicht zu
nehmen. Das geht z. B. sehr deutlich aus der Behandlung
hervor, die der Abschnitt iiber die Verdrehungselastizitit in
dem {iberall verbreiteten und viel gebrauchten Nachschlage-
werk ,Hiitte, des Ingenieurs Taschenbuch® gefunden hat. Auf
dieses Buch, das schon in 22. Auflage erschienen ist, beziehen
sich die Ingenieure gern, wenn sie bei ihren Berechnungen
eine Quelle anfithren wollen und eine Formel, die darin nicht
aufgenommen 1st, wird von vornherein mit Mifitrauen betrachtet.
In der neuesten, mm Jahre 1915 erschienenen Auflage findet
man die in der Technik heute gebrauchten Formeln fiir den
Verdrehungswinkel in Bd. I, 8. 570 zusammengestellt. Auler
den genauen Formeln fiir die einfacheren Querschnitte oder
den daraus fir diese Fiille abgeleiteten, gut stimmenden Niihe-
rungsformeln findet man nur noch als allgemeiner giiltig die
Formeln (3) und (4) angegeben. In der ,Hiitte® ist jedoch
Formel (3) noch mit einem Berichtigungskoeffizienten versehen,
durch dessen passende Wahl die Anwendbarkeit der Formel
natiirlich erweitert werden kann. Da dieser Koeffizient aber
nur fiir die einfachsten Fille angegeben ist (fiir die ohne-
hin schon gute Losungen bekannt sind), scheidet diese Formel
fiir alle anderen I'ille aus; sie wiirde auch ohne genauere
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Kenntnis des Berichtigungsfaktors, wie schon de Saint-Venant
selbst bemerkt hat, unter Umstéinden zu ganz falschen Ergeb-
nissen fithren.

Einem Praktiker, der fiir einen Walzeisentriiger den Ver-
drehungswinkel berechnen will und der in der ,Hiitte nach
einer T'ormel sucht, auf die er sich dabei stiitzen kann, bleibt
daher gar keine andere Wahl als die Anwendung der neueren
Saint-Venantschen IFormel (4). Man wird daher annehmen
diirfen, dat in der Technik die Berechnung in solchen Fiillen
fast ausnahmslos nach dieser Formel vorgenommen wird. Ich
muf dies niher besprechen, weil ich diese Berechnungsgrund-
lage hier als triigerisch nachweisen und davor warnen will.
Deshalb fithre ich auch noch an, daB in der ,Hiitte® zur
Empfehlung der Formel gesagt wird, dai sie niherungsweise
auch fiir stark vom Rechteck oder Kreise abweichende Quer-
schnitte, wie z. B. I-Profile giiltig sei, wobei zur Abschiitzung
der dabei zu erwartenden Fehler angegeben wird, da der
genauere Wert des eigentlich an die Stelle der Zahl 40 zu
setzenden Koeffizienten je nach der Querschnittsform nur zwi-
schen 38,5 und 42,68 schwanke. Wer dies liest und sich
darauf verliit, wird kein Bedenken tragen, die Formel (4) auf
alle in der Technik vorkommenden Walzeisenprofile (selbst-
verstiindlich mit Ausnahme der Hohlquerschnitte, wie der
Rohren u. s. f.) anzuwenden, falls er sich mit einer Genauig-
keit von etwa 5 oder gar von 10 vom Hundert begniigen
kann, die bei Festigkeitsberechnungen fiir praktische Zwecke
hiufig vollstiindig ausreicht.

Nun stimmen die Angaben der ,Hiitte* in der Tat mit
denen von de Saint-Venant ziemlich iiberein. Es wird frei-
lich nicht gesagt, dafi dieser auch von Ausnahmen gesprochen
hat und daB die zur Beurteilung der Genauigkeit angefiihrten
Zablen nur fiir Querschnittsformen giiltig sind, die keineswegs
mit [-Profilen niiherungsweise zusammenfallen. Aber man kann
den Herausgebern der ,Hiitte* trotzdem kaum einen Vorwurf
daraus machen, daB sie diese Vorbehalte unterdriickt haben,
wenn man die Q&uf.%erung liest, mit der schlieilich de Saint-
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Venant seine Formel fiir den praktischen Gebrauch empfohlen
hat. Kr sagt niimlich: ,On voit donc qu'en se bornant aux
sections de prismes pouvant ¢tre employéds et meme de
prismes plats ou de rails on ne se trompera jamais beaucoup
en prenant géndralement pour le moment de torsion . . .“
worauf die der Gl (4) entsprechende Formel folgt.

Dali man sich in der Technik auf eine so gewichtige
Empfehlung, die von dem erfolgreichsten Bearbeiter, ja von
dem Schipfer der heutigen Theorie der Torsion herrithrt, gern
verliiit und auf Stimmen, die sich dagegen wenden, nicht
leicht hort, ist durchaus begreiflich. Nur durch die Vorfiih-
rung von ganz unzweideutigen Versuchsergebnissen wiirde man
den Glauben an die Giltigkeit der Saint-Venantschen Formel
imnerhalb der jetzt angenommenen Grenzen in der Technik
vielleicht erschiittern konnen. Aber selbst dies ist noch zweifel-
haft, da man nicht alle Fille, um die es sich dabei handelt,
priifen kann und weil auch die Bedenken, die sich gegen die
Beweiskraft von Versuchen mit Riicksicht auf die gewiihlten
Versucisbedingungen stets erheben lassen, nur schwer wider-
legt werden konnen. Um die Formel von de Saint-Venant
wirksam bekimpfen zn kdnnen, muf man sich daher schon
der Waffen von de Saint-Venant selbst bedienen, d. h. man
muly auf theoretischem Wege den Nachweis fithren, daB sie
innerhalb der jetzt angenommenen Giiltigkeitsgrenzen zu ganz

¥

falschen Ergebnissen fiihren kann. Krst wenn ein solcher
Nachweis vorliegt, gegen den von berufener Seite kein Wider-
spruch erhoben wird, gewinnt ein Versuch, der diese Kritik
bestitigt, das nitige Schwergewicht. Aus diesem Grunde wende
ich mich mit dieser Abhandlung nicht an die technischen
Kreise, die ich erst spiiter vor der unvorsichtigen Anwendung
der Formel (4) zu warnen heabsichtige, sondern zuniichst an
die Mathematiker und an die Physiker, die sich mit I'ragen
der Elastizitiitslehre zu beschiiftigen pflegen und denen es weder,
wie den praktischen Ingenieuren, an der Zeit, noch auch an
der Befihigung fehlt, eine genauere Priifung vorzunehmen und
sich selbst ein Urteil iiber die Frage zu bilden.
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Schon jetzt mochte ich indessen bemerken, dafi ich mit
der Ausfiihrung von Verdrehungsversuchen mit Walzeisen schon
vor lingerer Zeit begonnen habe, um die Sache auch von dieser
Seite her zu beleuchten. Als aber meine beiden Assistenten
zum Heer eingezogen und auch noch andere Erschwerungen
der Versuchsausfithrung durch den Krieg herbeigefithrt wurden,
entschlof ich mich, die Weiterfiilhrung dieser Versuche bis nach
der Beendigung des Krieges zuriickzustellen. Ich behalte mir
vor, in spiiterer Zeit dariiber an anderer Stelle zu berichten.
Einstweilen aber michte ich nicht linger zdgern, hier die
theoretischen Einwendungen zu begriinden, die sich gegen
Formel (4) erheben lassen und zugleich eine andere einfache
Formel vorzuschlagen. Diese Formel bezieht sich freilich nur
auf diinnwandige Walzeisenquerschnitte, verspricht aber fiir
diese auch wirklich zuverliissige Ergebnisse.

Es wird sich niimlich zeigen, daf man fir gewisse Grenz-
fillle, denen die Querschnitte der Walzeisentriiger zum grofien
Teile wenigstens sehr nahe kommen, eine strenge Losung des
Torsionsproblems angeben kann. Und wenn man findet, dal
die Formel (4) in diesen Grenzfillen vollstindig unrichtige Er-
gebnisse liefert, ist damit geniigend gezeigt, dal sie auch fiir
die ganz #dhnlichen, wirklich ausgefiihrten Profile unzuver-
lissig ist. Zugleich ist damit auch der Weg gewiesen, um eine
besser brauchbare Formel aufzustellen. Ubrigens liegen die
Vorarbeiten zu einem solchen Beginnen schon seit sehr langer
Zeit bereit; sie wurden bisher nur nicht geniigend beachtet
und es bedarf fiir mich jetzt nur noch eines ganz kleinen
Schrittes, um sie nutzbar zu machen.

Der erste Anfang dazu ist in einer Bemerkung zu erblicken,
die von den grofien Physikern W. Thomson (Lord Kelvin) und
Tait herriihrt?). Spiiter hat man den wichtigen Gedanken,
der darin ausgesprochen wurde, ein wenig anders gefaBit, so
dali er noch anschaulicher wurde. Hiernach kommt die strenge

1) \V.' Thomson und P. G. Tait, Handbuch der theoretischen Physik.
Deutsche Ubersetzung von Helmholtz und Wertheim, 1. Band, 2. Teil.
jraunschwelg 1874, S. 228,
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Lisung des Torsionsproblems fiir einen gegebenen Stabquer-
schnitt auf die Ermittelung einer ebenen Fliissigkeitsbewegung
hinaus, die ganz innerhalb der Querschnittsfliche verliuft, also
am Rande tiberall der Umritlinie folgt und deren Wirbelstiirke
iber die ganze Fliche den gleichen Wert hat. Die Strom-
linien dieser zur Abbildung verwendeten Fliissigkeitsbewegung
fallen zusammen mit den Spannungslinien, die iiberall in den
Richtungen der im Querschnitt iibertragenen Schubspannungen
fortschreiten und die Geschwindigkeit der Strémung ist pro-
portional mit der Schubspannung, die an der gleichen Stelle
des Querschnitts durch die Verdrehung des Stabs hervorgerufen
wird. Dieses ,hydrodynamische Gleichnis“, wie ich es nannte,
ist in den Kreisen der Physiker wohl ziemlich allgemein be-
kannt geworden; ich selbst habe es mir angelegen sein lassen,
in meinem Lehrbuche') auf das sich daraus ergebende Ver-
fahren zur niherungsweisen Losung der Verdrehungsaunfgabe
eindringlich hinzuweisen und es an einigen Beispielen zu er-
liutern. Ubrigens war auch schon von den ersten Urhebern
des Verfahrens, also von Thomson und Tait selbst, ausdriick~
lich der Nutzen hervorgehoben worden, der sich daraus fiir die
nitherungsweise Berechnung der Torsionssteifigkeit ziehen licke,
wenn auch kein unmittelbarer Gebrauch davon gemacht wurde.

Einen erheblichen Schritt weiter in der gleichen Richtung
hat dann L. Prandtl?) gemacht. Er hat nimlich noch einen
anderen Vergleich gezogen, der sich ebenfalls zur Ableitung von
guten Niherungsformeln fiir den Verdrehungswinkel, nament-
lich fiir solche Querschnitte, wie sie bei den Walzeisen vor-
kommen, selr gut eignet. Dabei ist dieser Vergleich viel-
leicht noch anschaulicher als das hydrodynamische Gleichnis

1) A. Foppl, Vorlesungen tber technische Mechanik, 3. Bd., Festig-
keitslehre. 5. Aufl., Leipzig 1914, 8.399. In etwas kirzerer Fassung
auch schon in der 1. Auflage vom Jahre 1897,

2) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, Bd. 13,
1904, S. 31. Eine Wiedergabe des wesentlichen Inhalts der Prandtlschen
Abhandlung findet man auch in meinem Lehrbuche, Bd. 5, Die wich-
tigsten Lehren der hoheren Elastizititstheorie, Leipzig 1907, 8. 173,
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und jedenfalls hat er den Vorzug, einen Weg anzugeben, auf
dem das Torsionsproblem auch durch einen einfachen Versuch
gelost werden kann.

Denkt man sich niimlich in eine diinne Wand ein Loch
geschnitten von der Gestalt des Stabquerschnitts, fiir den man
die Verdrehungsaufgabe losen will und spannt man iiber das
Loch eine Seifenhaut aus, auf die von der einen Seite her ein
Luftiiberdruck wirkt, so baucht sich die Haut aus und die
Fliche, nach der dies geschieht, steht unter der Voraussetzung,
dat die Ausbauchung klein bleibt, in einem einfachen Zusammen-
hange mit der Stabverdrehung. Bezeichnet man mit Prandtl
den Raum, der zwischen der ausgebauchten Haut und der
urspriinglichen Ebene liegt, als einen Hiigel, so geben, wie
man leicht beweisen kann, die Linien gleicher Héhe, die man
auf diesem Hiigel ziehen kann, die Gestalt der Spannungslinien
im Stabquerschnitt bei der Verdrehung an. Ferner ist die
Grite der Schubspannung an jeder Stelle proportional mit dem
Gefiill des Hiigels an der entsprechenden Stelle. Und endlich
lift sich noch beweisen, daf das Volumen des Hiigels fiir ein
gegebenes Verhiltnis zwischen der Spannung der Seifenhaut
und dem Luftiiberdruck proportional ist mit dem Verdrehungs-
widerstand ./ des Stabquerschnitts oder mit anderen Worten
proportional der Verdrehungssteifigkeit des Stabs. Gerade der
zuletzt angefithrte Satz von Prandtl eignet sich sehr gut zur
Entscheidung der Frage, mit der wir uns hier beschiiftigen.

Dann muf ich noch eine andere Abhandlung besprechen,
die schon um 20 Jahre zuriickliegt und die ebenfalls, wenn
sie auch von ganz anderen Gesichtspunkten ausgeht, sehr wohl
geeignet ist, als Grundlage fiir die Ableitung eines guten
Niherungswertes fiir den Drillungswiderstand von Walzeisen-
profilen zu dienen. Sie wurde von Rudolph Bredt unter dem
Titel ,Kritische Bemerkungen zur Drehungselastizitiit“ in der
verbreitetsten technischen Zeitschrift?) vervffentlicht, hat aber
bisher auch in technischen Kreisen offenbar gar keine Beach-

1) Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure, 1896, S. 785.
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tung gefunden, obschon sie ohne Zweifel zu den besten Arbeiten
gehort, die iiber diesen Gegenstand jemals veriffentlicht wurden.
Der Verfasser war damals Ingenieur einer Maschinenfabrik in
Wetter a. d. Rulhr. Ieh habe seiner Zeit aus AnlaB seiner
Veroffentlichung mit ihin in Briefwechsel gestanden; inzwischen
ist er, wie ich horte, gestorben.

Diese Arbeit ist sehr merkwiirdig; sie ist ein gewily sehr
seltenes Beispiel dafiir, wie ein scharfsinniger Geist trotz ge-
ringer theoretischer Schulung, ohne jede eingehendere Kenntnis
der wichtigsten vorausgehenden Arbeiten auf einem immerhin
nicht ganz einfachen Gebiete die Wahlrheit einfach erschaut
und zwar ilber die Grenzen hinaus, bis zu denen andere vor
thm schon gekommen waren, ohne da er davon wufite. Ver-
fehlt ist an der Arbeit nur die Kritik, die der Titel ankiindigt.
Ir tadelt darin die Mathematiker, weil sie die Sitze, die er
ableitet und fiir neu hiilt, nicht selbst schon gefunden und
beachtet hiitten und meint deshalb, daB ihre Losungen falsch
sein miiiten. Aber die Arheiten von de Saint-Venant, gegen
die sich diese Bemerkungen richten, waren Bredt gar nicht
nither bekannt; er wulte von ihnen nur aus einem kurzen
Auszuge in dem Buche von Grashof und man mufi zugeben,
dafy ihin dessen Fassung leicht zu einem Mifiverstindnisse An-
laf geben konnte. So kam es, daly die Kritik von DBredt auf
einer falschen Voraussetzung iiber den Umfang und den ge-
naueren Inhalt der fritheren Leistungen auf diesem Gebiete
aufgebaut und daher ganz unberechtigt war. Um so hemerkens-
werter und zutreffender sind dagegen seine iibrigen Ausfiih-
rungen, die noch um ein gutes Stiick iiber die Ergebnisse von
de Saint-Venant hinausreichen.

Fir den Leser, der das ,hydrodynamische Gleichnis® be-
reits kennt und aufierdem auch mit dem Satze von Stokes be-
kannt ist, von denen beiden Bredt aber natiirlich nichts wulite,
kann man den Satz, den er ableitet und dann zum Ausgangs-
punkt aller weiteren Erorterungen macht, mit wenigen Worten
erkliren und auch beweisen. Nach dem Satze von Stokes ist
das Linienintegral des Vektorfeldes, als das man die Verteilung



Uber den elastischen Verdrehungswinkel eines Stabs. 19

der Schubkrifte iiber die Querschnittsfliiche des verwundenen
Stabs ansehen kann, fiir jede geschlossene Kurve, die man im
Querschnitt ziehen mag, gleich dem Oberfliichenintegral des
Wirbels dieses Vektorfeldes iiber die von der Kurve nmschlos-
sene Fliche. Dieser Wirbel ist aber im vorliegenden Falle
iiber die ganze Fliche von gleicher Grife und betriigt fiir die
Fliicheneinheit 2 (/9. Das Linienintegral der Schubspannung
kann daher gleich 2 F' () gesetzt werden, wenn man unter /'
den von der beliebig gewihlten Kurve umschlossenen Teil des
Flicheninhalts des Querschnitts versteht.

Bredt gelangt zu diesem Satze durch die unmittelbare
geometrische Anschauung, die sich an die krumme Fliche
kniipft, in die der vorher ebene Stabquerschnitt bei der Dril-
lung iibergeht. Er versteht es freilich nicht recht, seinen
Gedankengang klar zu legen. Ich habe es schwer gefunden,
ihm zu folgen und ich glaube kaum, dal mich die Bredtsche
Beweistithrung von der Richtigkeit seiner Schliisse iiberzeugt
hiitte, wenn mir der Satz nebst den unmittelbar daran ge-
kniipften Folgerungen nicht schon von frither her in der Form
des Stokesschen Satzes geliufig gewesen wiire. Aber richtig
sind seine Krgebnisse, wie daraus schon hervorgeht, zweifellos.

Indem Bredt den Ausgangssatz auf ein unendlich kleines
techteck anwendet, findet er die Differentialgleichung, die aus-
driickt, daB der Wirbel des Vektorfeldes gleich 2 Grd sein mub
und hier betont er, dafy dieser Satz, dessen Wichtigkeit er
wohl erkannte, frither iibersehen worden wiire, was aber natiir-
lich nicht zutrifft. Auf die Moglichkeit, die Aufgabe auf eine
Flisssigkeitsstromung zuriickzufiihren, verfiillt Bredt zwar nicht,
wohl aber zeichnet er mif sicherem Verstiindnis die Spannungs-
linien ihrem allgemeinen Verlaufe nach in die von ihm be-
handelten Querschnitte ein, so daB man beim ersten Anblick
das von anderen Arbeiten her bekannte Strombild vor sich
zu haben glaubt.

Als Techniker dachte Bredt natiirlich von vornherein auch
an die Walzeisentriiger und zwar namentlich an die I-Triger.

Was er iiber diese sagt, ist wohl bis heute noch nicht iiber-
2*



20 A. Foppl

troffen worden. Besonders seine Bemerkungen iiber die Stelle,
an der die grofite Beanspruchung auftritt, bei denen er sich
gegen eine herrschende irrtiimliche Ansicht wendet, sind voll-
stiindig zutreffend und beweisen, wie tief er die ganze Frage
erfalit und durchdacht hat. Hierbei muBi man bemerken, daf
vor 20 Jahren die neueren Walzverfahren noch nicht bekannt
waren, die inzwischen zu diinnwandigen, an den Flanschen
breiter ausladenden und weniger abgeschriigten Querschnitts-
profilen gefiihrt haben. Sonst wiirde Bredt wohl damals schon
fiir diese Profile zu ungefiihr denselben Schliissen gelangt sein,
die ich jetzt selbst gezogen habe; die Grundlagen dazu liefert
seine Arbeit wenigstens ohne weiteres, also ohne dal man eine
der anderen vorher besprochenen Vorarbeiten daneben auch
noch zu Rat ziehen miifite.

Zu der Formel fiir den Verdrehungswinkel eines [-Triigers
gelangt Bredt, indem er den von ihm aufgestellten Satz, der
dem Satze von Stokes entspricht, auf den ganzen Umfang U
und die davon eingeschlossene Fliche des I-Profils anwendet.
Das iiber den Umfang erstreckte Linienintegral setzt er gleich
dem Umfange mal dem mittleren Werte der lings des Um-
fangs auftretenden Schubspannung, den er dann noch mit der
in der Mitte des Stegrands auftretenden Spannung vergleicht.
So erhiilt er die Formel

UL

l’) = C c_z;“‘;(jﬂ (5)

worin ¢ ein Zahlenfaktor ist, dessen Wert von der Gestalt des
Umirisses abhiingt. Uriter e ist die halbe Stegdicke des Triigers
zu verstehen. Der Drillungswiderstand ist daher nach Bredt
el

Tu="0 (%)
zu setzen. Da der Faktor ¢ nicht niher ermittelt ist, kann
man die Formel freilich nicht unmittelbar verwenden. Indessen
l4Bt sich in dem Grenzfalle, von dem sofort die Rede sein wird,
diese Ermittelung leicht nachholen, so dalk man auch auf diesem
Wege die dafiir nachher aufzustellende I'ormel ableiten kann.
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Ich komme jetzt zu der Zusatzbemerkung, die ich den
hier aufgefithrten dlteren Arbeiten beizufiigen habe, um zu der
Formel zu gelangen, die ich selbst fiir die FKrmittelung des
Drillungswiderstands eines Walztriigerquerschnitts empfehlen
mochte. Man findet niimlich, daf sich die Walzeisenquer-
schnitte meist anniihernd und oft ziemlich genau aus einigen
schmalen Rechtecken zusammensetzen, wobei die an den Zu-
sammenschlufistellen je zweier Rechtecken entstehenden ein-
springenden Kcken mit Ausrundungen versehen sind. Diese
Ausrundungen sind wegen des Herstellungsverfahrens der Triiger
erforderlich; zugleich verhiiten sie auch, dafi die in der Ecke
bei der Verdrehung eintretende Spannungserhdhung zu groB
ausfillt.  Fiir die Grofie des Verdrehungswinkels sind sie be-
deutungslos, so daB sie hier unbeachtet bleiben kdnnen.

Die in den letzten Zeiten ausgebildeten Walzverfahren?)
gestatten, Triger herzustellen, deren Querschnitte nicht nur
mit guter Anniherung die aus Rechtecken zusammengesetzte
Gestalt zeigen, sondern bei denen auch das Verhiiltnis zwischen
Langseite und Schmalseite dieser Rechtecke erheblich groBer
sein kann, als sich dies friither erreichen lie. Von dieser
Miglichkeit macht man auch immer mehr Gebrauch, da solche
Triiger aus Griinden, auf die ich jetzt nicht einzugehen brauche,
als vorteilhaft zu betrachten sind.

Unter diesen Umstiinden liegt es sehr nahe, bei der Ab-
leitung einer Formel fiir den Verdrehungswinkel solcher Walz-
eisen von der Voraussetzung auszugehen, dal fiir jedes der
Rechtecke die Schmalseite nitherungsweise als unendlich klein
gegeniiber der Langseite anzusehen sei. Das ist die Grund-
lage, auf der die Formel beruht, die ich hier aufstellen will
und man sieht daraus schon, daf ihre Anwendung ausschlieti-
lich auf solche Querschnitte beschriinkt ist, bei denen man die
Voraussetzung gelten lassen kann. Wie weit man darin gehen
darf, ermittelt man am besten auf dem Wege des Versuchs

1) Vgl. R. Sonntag, Breitflanschige und parallelflanschige I-Eisen.
Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure, 1916 (in verschiedenen
Fortsetzungen).
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und dazu soll die Versuchsreihe dienen, mit der ich bereits
begonuen habe und die ich spiter fortsetzen will.

Im Grenzfalle der unendlich schmalen Rechtecke kann man
im Sinne der strengen Elastizitiitstheorie den Satz aufstellen,
dati der Drillungswiderstand eines aus den Rechtecken zu-
sammengesetzten  (einfach  zusammenhingenden) Querschnitts
gleich ist der Summe der Drillungswiderstiinde der einzeln fiir
sich genommenen Rechtecke.

Den Beweis fiir diese Behauptung kann man etwa nach
dem Vorgange von Bredt fithren, indem man das Linieninte-
gral der Schubspannung sowohl fiir den ganzen Querschnitt
als fiir die einzelnen Teilstiicke bildet und die erhaltenen Werte
miteinander vergleicht oder auch mit Beniitzung der von Prandtl
eingefiihrten Darstellung des Drillungswiderstandes durch den
Rauminhalt des von der Seifenhaut gebildeten Hiigels. Auch
zu diesem Zwecke zerlegt man die Querschnittsflichen durch
Schunitte 1 die einzelnen Rechtecke, womit auch der Hiigel
in einzelue Teilhiigel zerfillt. Offenbar ist daun die Summe
der Rauminhalte der Teilbhiigel etwas kleiner als der Hiigel
iiber der ganzen Querschnittsfliiche, weil sich an den Schnitt-
stellen eine Talfurche ausbildet, die bis zum Hiigelfufie hinab-
reicht, wihrend sich vorher der Hiigel iiber der Grenzlinie
ununterbrochen fortsetzte. Aber bei den Grilenverhiiltnissen
der Schmalseiten zu den Langseiten der Rechtecke, die wir
hier voraussetzen, macht der Unterschied nur einen kleinen
Bruchteil des ganzen Hiigelinhalts aus, der im Grenzfalle ver-
nachliissigt werden kann.

s mige iibrigens noch ausdriicklich darauf hingewiesen
werden, dal} sich diese Betrachtung nur auf einfach zusammen-
hiingende Querschnittstliichen bezieht, daly sie also nicht etwa
auf’ Rohren u. dgl. angewendet werden kaun. Bei mehrfach
zusammenhiingenden Querschnittsflichen erfithrt der Hiigel durch
einen Schnitt nicht nur eine rein ortliche Storung, die im
Grenzfalle vernachliissigt werden kann, sondern er wird da-
durch seiner ganzen Krstreckung nach vollstiindig veriindert,
womit der Rauminhalt bedeatend, ja sogar auf einen kleinen
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Bruchteil des friitheren Wertes herabgesetzt wird. Auch hier-
iiber gibt die von Prandtl gegebene Darstellung in sehr an-

schaulicher Weise Auskunft, worauf ich hier verweisen kann.

Bezeichnet man die Langseite eines Rechtecks mit ! und
die Schmalseite oder Dicke mit d, so geht fiir den Grenzfall
l:d = o die von de Saint-Venant fiir den rechteckigen Quer-
schuitt aufgestellte genaue Formel fiir den Verdrehungswinkel
iiber in o

. 30
) = BlG @)

Man kann dies etwa in Band V meines Lehrbuchs mit dem
Untertitel: ,Die wichtigsten Lehren der hoheren Elastizitiits-
theorie“, § 26, S. 156 (Leipzig bei Teubner 1907) nachlesen.
Der Drillungswiderstand fiir ein unendlich schmales Rechteck
ist daher

7= ®)
(3]
zu setzen, entsprechend zugleich dem Rauminhalt des Prandtl-
schen Hiigels fiir den Grenzfall. Nach dem vorher aufgestellten
Satze findet man demnach den Drillungswiderstand fir alle in
der hier angenommenen Weise zusammengesetzten Walzeisen-
profile nach der Formel

J = 131, (9)

wobei sich die Summierung iiber alle einzelnen Rechtecke zu
erstrecken hat. Anstatt Gl (9) kann man auch unmittelbar
die Formel fiir den Verdrehungswinkel

0 = ] (10)
G2ddl

anschreiben. Bei allen sehr diinnstegigen und breitflanschigen
Triigern der neueren Art wird man sie ohne weiteren Beisatz
verwenden konnen. Sind diese Voraussetzungen aber nicht
geniigend erfiillt, so wird man ihr einen aus Versuchsergeb-
nissen  abzuleitenden  Berichtigungsfaktor & heigeben miissen,
so dufy ste in der Gestalt



























