Sitzungsberichte

mathematisch-physikalischen Klasse

der

K. B. Akademie der Wissenschaften

. zu Miinchen

1915. Heft 1II
November- und Dezembersitzung

Miinchen 1915

Verlag der Koniglich Bayerischen Akademie der Wissenschaften

in Kommission des G. Franz'schen Verlags (J. Roth)




Zur Theorie der Balmerschen Serie.

Von A. Sommerfeld.

Vorgetragen in der Sitzung am 6. Dezember 1915.

Die Theorie des Balmerschen Wasserstoffspektrums scheint
auf den ersten Blick durch die wunderbaren Untersuchungen
von N. Bohr zum Abschlufi gebracht zu sein. Bohr konnte
nicht nur die allgemeine Form des Seriengesetzes, sondern
auch den Zahlenwert der darin eingehenden Konstanten und
seine Verfeinerung unter Beriicksichtigung der Kernbewegung
erkliiven. Man darf sogar sagen, dafi die Leistangsfihigkeit
der Bohrschen Theorie vorliufig beschrinkt ist auf diese Wasser-
stoffserie und auf die wasserstoff-iihnlichen Serien (ionisiertes
Helium, Riontgenspektren, Serien-Enden sichtbarer Spektren).
Trotzdem mdichte ich zeigen, dalf auch die Theorie der Balmer-
serie in gewissem Sinne eine Liicke aufweist, sobald man nim-
lich nichtkreisférmige (also im Falle des Wasserstoffatoms ellip-
tische) Bahnen zuliit. Ieh werde diese Liicke ausfiillen durch
eine Vertiefung des Quantenansatzes und dabei zugleich die
Sonderstellung des Wasserstoffspektrums beleuchten: Wiihrend
die anderen Elemente eine Reihe verschiedener Serien (Haupt-
serie, Nebenserien und ihre Kombinationen) und verschiedener
Serientypen aufweisen (einfache Serien, Dublet-, Tripletserien),
hat der Wasserstoff (von dem noch dunkeln Viellinienspektrum
abgesehen) nur die einzige Balmersche Serie. Nach der hier
vorzutragenden Auffassung erklirt sich dies daraus, daB in der
Balmerschen Serie eine Rethe von Serien zusammentallen, dab
nimlich jede ihrer Linien auf eine gewisse Anzahl verschiedener
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426 A. Sommerfeld

Arten entstehen kann, nicht nur durch Kreisbewegungen, son-
dern auch durch elliptische Bahnen von gewissen Exzentrizititen.
Diese eigenartige Linienkoinzidenz, die beim Wasserstoff nur
durch die besondere Einfachheit der Keplerschen Bewegung
oder, was dasselbe ist, durch die besondere Einfachheit der
Konstitution des Wasserstoffatoms zustande kommt, kann, wie
man leicht iibersieht, bei anderen KElementen nicht mehr statt
haben. Hier werden vielmehr die den verschiedenen Ellipsen-
bahnen analogen, aber entsprechend komplizierter gestalteten
Bahntypen je zu verschiedenen Linien fiihren, die sich weiter-
hin in verschiedene Serientypen anordnen lassen werden. Das
allgemeine Serienschema wiirde dann nicht mehr von zwei
ganzen Zahlen » und m, sondern (vorbehaltlich weiterer Ver-

i

allgemeinerung) von vier ganzen Zahlen », »' und m, m' ab-

hingen, in der Form

;: @ (n, n') — @ (m, m")

und die Besonderheit des Wasserstoffs wiirde darin bestehen,
dal hier ¢ (n, n') = @ (n + n') = (n 4 n')? wiire.

Ich habe diese Dinge bereits vor einem Jahr in einer Vor-
lesung vorgetragen, ihre Verdffentlichung aber zurlickgestellt,
da ich beabsichtigte, sie u. a. fiir die Auffassung des Stark-
effektes fruchtbar zu machen. Diese Absicht scheiterte indessen
vorliufig an der inzwischen auch von Bohr stark betonten
Schwierigkeit, den Quantenansatz anzuwenden auf nicht-perio-
dische Bahnen, in welche ja die Keplerschen KEllipsen durch
ein elektrisches Feld auseinander gezogen werden. Auf diese
und idhnliche Anwendungsmdaglichkeiten werde ich am Schlusse
hinweisen; in der Hauptsache beschrinke ich mich hier auf
die Darstellung der allgemeinen Uberlegungen, die, wie ich
glaube, bei der weiteren Ausgestaltung des Bohrschen Serien-
modelles eine entscheidende Rolle spielen werden,
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§ . Der Quantenansatz fiir periodische Bahnen.

Vor jeder Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
hat man sich die Frage nach den gleich-wahrscheinlichen Fillen
(nach der Richtigkeit der zu benutzenden Wiirfel) vorzulegen.
Auf dem Gebiete der statistischen Mechanik liefert hierfiir den
einzigen Anhaltspunkt der Liouvillesche Satz. Dieser sagt be-
kanntlich aus, dal} gleichgrofie Elemente des ,Phasenraumes®
(g, p) gleich wahrscheinlich sind, insofern und weil sie zeit-
lich ineinander ibergefiihrt werden. ¢ sind die Lagenkoordi-
naten, p die zugehdrigen Impulskoordinaten

3l

3q’
1" ist die lebendige Kraft, und man hat soviel Koordinaten ¢
und p, als man Freiheitsgrade des Systems hat. Indem man
die Xlemente I1(dqgdp) des Phasenraumes betrachtet, operiert
man von Anfang an mit kontinuierlichen Wahrscheinlichkeiten.
Die Quantentheorie ersetzt diese durch diskrete Wahrschein-

lichkeiten und betrachtet statt des Phasenelementes dg dp als
Klementarbereich der Wahrscheinlichkeit das endliche Phasen-

integral qu dp = I

Wir erinnern an eine berithmte, bei Planck nicht hinge-
zeichnete Ellipsenfigur fiir den harmonischen linearen Resonator.
In der Zustandsebene der g, p beschreibt der Resonator eine
Ellipse, deren Hauptachsenverhiiltnis durch Triigheit m und
Schwingungszahl » des Resonators gegeben ist und lings der
seine linergie koustant ist. Von dem hiernach bestimmten
System ihnlicher Ellipsen werden in der urspriinglichen Fas-
sung der Quantentheorie diejenigen Ellipsen als allein mog-
liche Zustandskurven hervorgehoben, die zwischen sich den
Fliicheninhalt % einschlieen. Fiir die Energie W dieser aus-
gezeichneten Ellipsen gilt W =mn/l», d. h. die Vorstellung der
Energieelemente /iy folgt fiir den linearen Resonator aus der
Forderung der endlichen Phasenelemente /.

P

28*
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Debye') hat das Plancksche Verfahren auf eine beliebige
periodische Bewegung von einem Freiheitsgrade ausgedehnt,
und Ehrenfest?) hat dasselbe angewandt auf den Fall der ein-
fachen Rotation. Handelt es sich um einen Massenpunkt #,
der auf dem Kreise vom Radius « gleichférmig rotiert, so ist

m

2,2 — 25 — .
g WP, p=ma = konst.

=g, I'=
Die Zustiinde gleichformiger Rotation werden in der ¢, p-Ebene
durch Geraden parallel der g-Achse dargestellt; statt der Ellipsen-
ringe beim Resonator ergeben sich hier Rechtecke von der
Grundlinie 27, dem Zustandsbereich
der Variabeln ¢ = ¢, und der Hohe

o derart, dafi der Rechteckinhalt

a it

wie verlangt gleich % wird. Die
aufeinander folgenden ausgezeich-
neten Zustiinde sind hier also be-

p=ma‘w fir freis
p=mrig=mabwfirtllipse

: / .
stimmt durch p = \n &; an die Stelle
Fig. 1 2n

der diskreten Energieelemente beim
schwingenden Massenpunkt tritt also beim rotierenden Massen-
punkt der Bohrsche Ansatz der diskreten Impulselemente.
Nach diesen vorbereitenden Beispielen wollen wir den
Quantenansatz allgemein formulieren. Wir denken uns in der
¢, p-Ebene die Bildkurven einer einfach unendlichen Schar von
Bahnkurven konstruiert und betrachten die Fliche zwischen
irgend zweien der Bildkurven. Sind die Bildkurven geschlos-

1) Vortriige iiber die kinetische Theorie der Materie, 1913, p. 27.
2) Deutsche Physik. Ges., 1913, p, 451. Verf. beschreibt in den
Gl (7) und (8) die Figur so, als ob sie aus dem Nullpunkt und den

h
Streckenpaaren & ;’_i bestinde, wobei der Nullpunkt der Rotation Null

entsprechen wiirde. Es ist offenbar naturgemiiber, die Rotation Null
ebenfalls durch die Strecke — 7 bis <4 7 darzustellen, wie es in unserer
Fig. 1 geschieht, da die Orientierung des Massenpunktes bei der Rotation
Null beliebig ist.
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sene, wie heim Resonator, so ist die Fliche direkt definiert.
Andernfalls nehmen wir wie beim rotierenden Massenpunkt an,
daf sie durch Hiilfslinien (dort die Geraden ¢ = i 7) zu ge-
schlossenen ergiinzt werden konnen, infolge irgend welcher
Periodizitits- oder Symmetrie-Eigenschaft der Bahnen. Inner-
halb der unendlichen Schar unserer Bildkurven zeichnen wir
nun eine diskrete Menge aus durch die Forderung, dafi die
Fliiche zwischen der n—1ten und der nten dieser Kurven
gleich % sein soll. Bezeichnen wir die Ordinaten dieser Kurven

der Reihe nach mit p,, p;, Py, . - ., 50 schreibt sich unsere
Forderung bei Ausfithrung der Integration nach p folgender-
zaken j‘fdp dq = j‘pn dq — .fpn—l dg=h.

Beziiglich des Vorzeichens moge festgesetzt werden, daB
die Integration nach ¢ im Sinne des Ablaufs der Bewegung
(der fortschreitenden Zeit) genommen werde. Ferner wollen
wir annehmen, dat die Kurve p, so gewiihlt werden kann, daf

j]’o dg=20
sei; diese Annahme ist in unseren beiden Beispielen erfiillt,
indem die Bildkurve des ruhenden Resonators ein Punkt ist
(der Mittelpunkt des Planckschen Ellipsensystems), die des
ruhenden Rotators ein Stiick der ¢-Achse selbst. Schreiben
wir daraufhin unsere Quantenforderung der Reihe nach fiir
n==1,2,3, ... hin, so ergibt sich:

fpldq=h
Spdg—§pda=n
jpsdq_\fpz dg="h

durch Summation folgt:

@ S padq=nh.

Die links stehende Grifie nennen wir das Phasenintegral.
Es ist nur definiert fiir periodische oder quasiperiodische Bahnen.
(Unter quasiperiodischen Bahnen mégen solche verstanden wer-
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den, auf denen, wie bei der Bahn des sphiirischen Pendels,
jedem Punkt ein spéterer zugeordnet werden kann, in dem und
von dem ab die Bewegung entsprechend verliuft.)

Wir zeigen, dafi das Phasenintegral eine notwendig posi-
tive Grofe ist, dafi die Quantenzahl » also eine wirkliche
(positive) Zahl ist. Wir denken uns zu dem Ende solche
(orthogonale) Koordinaten ¢ benutzt, dak in der quadratischen
A
2
glieder ¢; . auftreten, wobei wegen des positiven Charakters
von 1" die als Funktion der Koordinaten zu denkende Funktion
A >0 sein wird. Dann wird der zu ¢ = ¢, gehorige Impuls
p=Ag und daher das Phasenintegral

fpdg={pqdi = A4’ at> 0.

Die Kinfithrung orthogonaler Koordinaten in 7' ist immer
moglich: die spiiter zu benutzenden Polarkoordinaten geniigen
von selbst dieser Bedingung. Jedenfalls braucht man nur
solche Koordinaten zu verwenden, fiir die das Phasenintegral
ebenso wie {iir orthogonale positiv wird.

Form 7' nur die quadratischen Glieder * ' ¢/, nicht die Produkt-

Es ist der Hauptgegenstand dieser Arbeit, die Anwendung
des Ansatzes (I) auf die Keplersche Bewegung zu studieren
und seine Durchfiihrbarkeit zu zeigen. Die Keplersche Be-
wegung finde unter dem ¥influ einer Newtonschen oder Cou-
lombschen Kraft statt, zuniichst um ein festes Zeutrum. Auf die
Bewegung im Azimute ¢ kinnen wir die vorige Figur direkt
iibertragen.  Die zugehdrige Impulskoordinate ist hier die
Flichenkonstante p, die Zustandskurven werden also wieder
Geraden parallel der g-Achse; unser Ansatz (I) zeichinet unter
diesen diejenigen quantenhaft aus, fiir welche gilt

(H f}nlq =pjldq.=2:rp=n/;.
0
Wir wollen betonen, dafi wir, um unserem quantentheore-

tischen Standpunkt getreu zu bleibeun, die dynamisch definierte
Flichenkonstante p, nicht eine durch die mittlere Umlaufs-
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geschwindigkeit o definierte, nur kinematisch bestimmte GroGe
dem Quantenansatz unterwerfen miissen. Dieser Unterschied
ist wesentlich fiir die Beurteilung der im folgenden Paragraphen
zu besprechenden Schwierigkeit. Der Zusammenhang zwischen
p und o ist der folgende:

p=mabw=ma*V1—¢eow

(a4, b = groBe und kleine Hauptachse der Ellipse, &= nume-
rische Kxzentrizitit, abw = doppelte Fliche der Ellipse, ge-
teilt durch Umlaufszeit, also = mittlere Flichengeschwindig-
keit). Soviel ich sehe, ist Herr Bohr geneigt,') nicht die GroBe
27p, sondern

(1a) 2amatw = 2 =nh

Vi1—-e

zu setzen, wodurch die hervorzuhebende Schwierigkeit aller-
dings scheinbar vermieden wird. Abgesehen von der allge-
meinen Folgerichtigkeit des quantentheoretischen Standpunktes
in unserem Ansatz (1) und der kiinstlichen Bevorzugung der
grofien Achse ¢ in dem Ansatz (1a) werde ich zu Gunsten des
Ansatzes (1) in §4 den Fall der kreisformigen Rotation von
Elektron und Kern um ihren gemeinsamen Schwerpunkt heran-
ziehen, der Bohr zu der bedeutenden, inzwischen experimentell
bestiitigten Fntdeckung der Abhingigkeit der Rydbergschen
Konstanten N vom Atomgewicht des fraglichen Elementes ge-
fithrt hat. In diesem Falle kommt man zu dem von Bohr
vorhergesagten tatsiichlichen Wert von N vollkommen unge-
zwungen, wenn man die Flichenkonstante p, d. h. den Gesamt-
impuls von Elektron und Kern, nicht eine aus Abstand und
Umlaufsgeschwindigkeit gebildete kinematische Grifie gleich
einem vielfachen von /7 setzt.

1) Ich vermute dieses nach den allgemeinen Erérterungen zu Be-
ginn seiner ersten Arbeit, Phil. Mag. 26, pag. 3, wo alle Bewegungs-
Elemente durch « und o dargestellt werden. Eine ausdriickliche For-
mulierung des Ansatzes (1a) habe ich bei Bohr nicht gefunden.
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Ks sei schon hier bemerkt, dafs die Anwendung des Quanten-
ansatzes auf die einzelne Zustandskoordinate ¢ nach dem Vor-
angehenden zwar nahe liegt, aber eine neue Hypothese enthilt.
Bei dem Planckschen Oscillator oder der einfachen Rotation
haben wir nur einen Freiheitsgrad und kionnen beziiglich der
Berechnung des Phasenintegrals nicht im Zweifel sein. Bei
der Keplerschen Bewegung dagegen haben wir zwel Freiheits-
grade; die Begriffsbestimmung des Phasenintegrals ist daher
hier nicht mehr eindeutig. Inwiefern unser Ansatz vom
Koordinatensystem unabhiingig ist, wollen wir spiiter erdrtern.

§ 2. Die Energie der Keplerschen Bewegung.

Bekanntlich benutzt die Bohrsche Theorie noch an einer
anderen Stelle einen Quantenansatz, indem sie die ermittierte
Schwingungszahl dureh die Energiedifferenz des Uberganges
aus der urspriinglichen in die spiitere Bahn des Elektrons
ausdriickt:

10 hy =W, — W,
(

Ich glaube, dali diese Verwendung der Quantentheorie, trotz
ithrer aufierordentlichen Leistungsfithigkeit in Hinsicht aunf das
Kombinationsprinzip der Spektrallinien, doch nur provisorisch
ist.  Um =z B. beim Zeeman-Effekt die scharfe Polarisation
der Zerlegungslinien zu erkliren, wird es ndtig sein, den
Ubergang im Einzelnen zu verfolgen und sich nicht zu be-
gniigen mit einer pauschalen Energiebilanz. Um dieses Ziel
zu erreichen, miifiten ganz neue Gesetze der Mechanik gefunden
werden. Handelt es sich doch in der gewdhnlichen Mechanik
stets um Vorgiinge, bei denen Energie und Impuls im Prinzip
erhalten bleiben, hier dagegen um Ubergiinge, bei denen Energie
und Impuls in charakteristischer Weise abgeiindert werden.
Um den Bohrschen Ansatz (II), dem wir uns natiirlich
einstweilen anschliefien miissen, verwenden zu konnen, miissen
wir die Energie der Keplerschen Bewegung durch die Flichen-
konstante p und die Exzentrizitiit ¢ ausdriicken. Wir konnten
uns hierbei auf wohlbekannte Tatsachen der Mechanik stiitzen.
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Ich ziehe es aber vor, die Formeln kurz abzuleiten, teils wegen
anschliefiender Verallgemeinerungen, teils weil mir die folgende
Ableitung besonders einfach scheint.

Nimmt man die Kernladung gleich 4 ¢ und die Kern-
masse zuniichst als o an und beschreibt die Bewegung des
Elektrons m teils durch rechtwinklige Koordinaten x, 7, teils
durch Polarkoordinaten », ¢ mit dem Kern als Zentrum, so gilt

— N
p=mrig,

@) d . e? d e e,
2 M = —  COSQ, my = — _sing.
dt r? at Y 72 ¥

Ersetzt man

; d . d p d
('5), dt dured g dep — mrtdg
und fithrt man die Abkirzung o = )] ein, so wird
. p d - . .dﬁ
mr = , e (recosgp) = —p <0 sing + dq €0s (p)
i d ) do .
Y=, P sing) = —p acosq»—dv sing |.

Statt (2) kann man also schreiben:

p?d e do
_ - —
e sing P Cos @
p? d?o el
mr2 8037 (dq : Tt o) = T 008

PPod do . .
mr? dg ees do el A

9 9 9
P d*a et .
— sing{ - 4+ 0)=— . sing.
mr? 20\ g p? - p2 1Y
cos ¢ sing ., .
Indem man den Faktor ,,, hzw. 2] beiderseits hebt,
i y

folgt aus beiden Gleichungen gemeinsam:
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d?c me?

M dgt TO= e

also durch Integration

m e
s

Nimmt man ¢ = 0 zum Perihel, so wird

[ —

+ A cos ¢ -+ Bsin .

l
B=10 wegen (;=O fir p =20

dg
g A7
g™ ¢? s B 14 a(0) _ ne
PP Pl —e¢ o) 1 .A_])_T
m et

Wir erhalten also die gewdhuliche Polargleichung der
Ellipse in der Form

1 me?

(5) 0= = 2 (1 - e cosqg).
Hieraus folgt wegen (3)
p dr p do
¢ = - S = =~ ¢sing.
i mr deo m dq P
(6) . p P o2
['r(// == m’= ~p (14 ¢ cosq).
Fiir die kinetische Energie erhiilt man nach (6):
; 4
P = ZL (r* + r2¢?) = )g ;é» (e2sin? ¢ 4 (1 + ¢ cos p)?)
me* (14 &2
—~pg—< 9 +ecos<p>,
fir die potentielle Energie nach (5): .
e? m et
V: _ »r — - p2 (1 + £ COS(]/)!
fiir die Gesamtenergie also
— 1
(7) WeT+V=-— "%
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Das Wesentliche an diesem Resultat ist die Art, wie die
Exzentrizitiit ¢ in dasselbe eingeht. Dali die Gesamtenergie
(ebenso wie bei Bohr) mit negativem Zeichen erscheint, braucht
uns nicht zu {iberraschen. lIst sie doch nar bis auf eine will-
kiirliche additive Konstante definiert. 7. B. wiirden wir nach
der Relativititstheorie noch die weit iiberwiegende Massen-
energie mc¢® und MMc? des Klektrons und des Kernes hinzu-
zufligen haben, durch welche der Ausdruck fiir W sofort
positiv werden wiirde.

Tragen wir in (7) unsern Quantenansatz (1) ein und
schreiben wir zur Unterscheidung &, statt ¢ so ergibt sich

2

2atmet | —¢g} —

1
woo e N

W=W,=—
mit Benutzung des Bohrschen Wertes fiir die Rydbergsche
Konstante N. Dieser Ausdruck von W hiingt in kontinuier-
licher Weise von der Exzentrizitit ¢, ab. Bilden wir in gleicher
Weise die Energie W, fiir eine andere Bahn von der Kxzen-
trizitit ¢, und dem Impulsmomente 2z p = mh, so folgt durch
den Quantenansatz (II) nicht die Balmersche Serie

{ 1
,.=Jv( b — )
n- m-

mit scharfen, ganzzahlig durch m und » definierten Linien,
sondern

I I SR N
’,~ i A\ n i m
5) ‘ ( n? me ) '

also eine Folge von Schwingungszahlen, welche bei kontinuier-
lich veriinderlichen Exzentrizititen vollkommen unscharf wiire:
keine diskrete Serie, sondern ein verwaschenes Band.

Wollen wir also dem Elektron nieht iiberhaupt verbieten,
auer Kreisen auch Ellipsenbahnen zu beschreiben, so ergibt
sich unabweislich die Forderung, auch die Exzentrizititen
quantenhaft zu arithmetisieren und an
Werte zu binden.

gewisse ganzzahlige
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Es sei denn, dat wir den Quantenansatz (1) aufgeben und

uns dem Ansatze (la) anschliefien. Da bei diesem - 'Ip -

—e

an die Stelle von p ftritt, wiirde sich allerdings ans (7), un-
abhiingig von &, ergeben:

Ik

w, = — N‘,h und v = N ( 12 — 12>.
n? n m

Wie indessen am Knde des vorigen § erdrtert wurde, miissen
wir diesen Notbehelf als zu kiinstlich abweisen.

§ 3. Quantenbedingung fiir die Exzentrizitat.

Nachdem wir gesehen haben, dafi die Exzentrizitit der
Ellipsenbahnen nicht kontinuierlich veriinderlich sein darf,
sondern auf ausgezeichnete diskrete Werte zu beschrinken ist,
erhebt sich die Frage nach einer Quantenbedingung fiir die
Exzentrizitit. Der einfachste Ansatz fithrt sogleich zu einem
iiberzeugenden Ergebnis.

Wir tibertragen den Quantenansatz (I) wortlich von der
azimutalen Koordinate ¢ = ¢ auf die radiale Koordinate ¢ = .

Isal

Der zugehorige Impuls ist p, = 5y =™ 7 1im Falle unendlicher
;

Kernmasse. Wir betrachten unser Phasenintegral [ pdq=

§ p, dr erstreckt iiber einen vollen Umlauf und setzen dasselbe
nach (I) gleich einem ganzen Vielfachen »’ von A; also

27
(9) j‘prdrz‘f?)Z’;‘d‘i':fnz;; drd(p=n’h.
0 do

In den nach r genommenen Integralen wiirde die Inte-
gration etwa von der Periheldistanz » = (1 —¢)a bis zur
Apheldistanz » = (1 + ¢) @ und wieder zuriick zur Perihel-
distanz zu erstrecken sein; indem wir auch hier ¢ als formale
Integrationsvariable wiihlen, erzielen wir die einfacheren Inte-
grationsgrenzen (¢ und 2z und eindeutige Abhingigkeit des
Integranden von der Integrationsvariabeln.
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Zur geometrischen Veranschaulichung unseres Ansatzes (9)
betrachten wir in der Phasenebene ¢, p die Bilder eines
Systems von Bahnkurven, indem wir ¢ =7 und p=p, als
rechtwinklige Koordinaten beniitzen. Die Ordinaten p der
aufeinanderfolgenden quantenhaft auszuzeichnenden Kurven des
Systems mogen wie in § 1 als p,, py, Py, . . . unterschieden
werden. p, sei im Besonderen eine Kreisbahn, fiir welche also
r=0, p, =10 ist, so dati wie in § 1 festgesetzt wurde

.f]’odg:o

wird. Unser Bahnsystem sei etwa durch konstante Werte der
Flichenkonstante p (fiir die wir aber hier der Deutlichkeit
wegen [ schreiben wollen) bel wachsenden Werten der Exzen-
trizitit ¢ definiert. Die Bildkurven dieses Bahnsystems sind

P

I p=mr

Fig. 2

simtlich geschlossene Kurven, jede folgende schliefit die vor-
hergehende ein. Als Gleichung des Systems ergibt sich nach
(5) und (6) durch Elimination von ¢

1)? (1 m (f-’)'z: (m (f%)‘—’
/'2 + _(l /'2 /‘2 !

also eine Gleichung vierter Ordnung zwischen den Variabeln p
. B . me*
und ¢ mit den Konstanten f und / und dem Parameter e.

Der Flichenring zwischen zwei aufeinander folgenden Kurven
der Reihe p,, p;, py, . . ., die durch unsere Quantenbedingung (9)
aus der Gesamtschar herausgehoben werden, ist konstant gleich /.
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Ubrigens sind die Einzelheiten der Figur und der Kurvenform
filr unsere Zwecke belanglos und hier nur der groBeren An-
schaulichkeit wegen wiedergegeben.

Wir haben nunmehr das Phasenintegral in Gl (9) durch
die Exzentrizitiit ¢ auszudriicken, wobel wir uns auf die frii-
heren Formeln fiir die Kilipsenbewegung zu stittzen haben.
Zuniichst ist nach der Ellipsengleichung (5)

dr 1 do Pre sin g

dy = dg — me (14 ¢ cosq)’
andererseits nach (6)

cle

mi = sin q,
I

daher nach (9)

2n
sin® @
S podr = pet . sdo
(1 -+ ¢cose)®
0
Das Integral litt sich durch partielle Integration um-
formen und auf ein bekanntes Integral reduzieren. Man hat
niimlich :

27 2 T

27
.2 sinfg dy e ¥ dg :_f 1 1)y
(14 & cos ) 1+ &cosy 1+ ¢cosy
0 0 0

Nun ist aber bekanntlich (am bequemsten durch Integration
in der komplexen Ebene der Variabeln ¢/7 zu verifizieren):

2o

1 do . 1
2aJ I4ecosgp V12
0

Man findet also
sin?p d g

. |
10 2 = 271 - — 1.
) ey 2 (i )



Zur Theorie der Balmerschen Serie. 439

Setzen wir dies nach (9) gleich »'/f und zugleich nach
Fritherem 27p = nk, so ergibt sich als unsere neue Quanten-
bedingung

1 n' 7*
1 S P R . [ =
R 7S T T

Die gewiinschte quantenmiiige Heraushebung ausgezeich-
neter diskreter Werte der Exzentrizitit ist damit gefunden.
Nunmehr tragen wir diesen Wert in den Energieausdruck (7)

ein, zugleich mit 2zp =mn/l, und erhalten
2afmet 1 N/
o (m+n)? T (nt )

Dies Resultat ist im hochsten Grade tiberraschend und von
schlagender Bestimmtheit. Nicht nur sind die weiterhin zu-
lissigen Energiewerte ganzzahlig diskret geworden, sondern es
hat sich der frithere Nenner n? gerade herausgehoben, derart,
dat das Resultat nur noch von #» 4 »' abhiingt. Die Energie
ist also eindeutig bestimmt durch die Summe der Wirkungs-
quanten, die wir auf die azimutale und die radiale Koordinate
beliebig verteilen kinnen. Is scheint mir ausgeschlossen, daf
ein so priizises und folgenreiches Ergebnis einem algebraischen
Zufall zuzuschreiben sein konnte; ich sehe darin vielmehr eine
tiberzeugende Rechtfertigung fiir die Ausdehnung des Quanten-
ansatzes auf die radiale Koordinate vesp. fiir die gesonderte
Anwendung dieses Ansatzes auf die beiden Freiheitsgrade
unseres Problems.

Aus dem Energieausdruck (III) ergibt sich nun sofort die
Balmersche Serie, wenn wir neben der Bahn mit den Quanten-
zahlen n, »' (Endbahn des Elektrons) eine zweite mit den
Quantenzahlen ., ' (Anfangsbahn des Elektrons) betrachten.
Nach dem Quantengesetz (II) erhillt man niimlich

1 1
V) r=N — i
( (n4n)?%  (m-+m')?
d. h. die Balmersche Serie in neuem Lichte, abhiingig von
vier ganzen Zahlen, die sich aber beim Wasserstoff sozusagen

(1L W= —
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zufillig auf zwei ganze Zahlen reduzieren. Durch Zulassung
unserer quantenhaft ausgezeichneten Ellipsenbahnen hat die
Serie nichts an Linienzahl gewonnen und nichts an Schiirfe
verloren. Statt des verwaschenen Bandes, von dem wir frither
sprachen, haben wir wieder die diskreten Balmerlinien, aber
in auBerordentlich vervielfachter Mannigfaltigkeit ihrer Kr-
zeugungsmoglichkeiten.

§ 4. Erganzung betreffend die Mitbewegung des Kernes.

Der in (III) benutzte Wert fiir die Rydbergsche Kon-
stante N ist bekanntlich nur insoweit richtig, als wir die Elek-
tronenmasse gegen die Masse des Kernes vernachlissigen kdnnen.
Bei Beriicksichtigung der Endlichkeit der Kernmasse tritt an
Stelle von m die unten zu definierende, aus Elektronenmasse
und Kernmasse resultierende Masse p.  Wir benutzen diese
inzwischen experimentell gesicherte Tatsache, um unseren
Quantenansatz (I) teils zu priifen, teils zu erweitern.

Zu dem linde setzen wir zuniichst die Formeln fiir die
Bewegung von HKlektron und Kern um ihren gemeinsamen
Schwerpunkt her. Sind XY R® bzw. xyr ¢ rechtwinklige
und Polarkoordinaten fiir Kern und Elektron mit dem Schwer~
punkt als Anfangspunkt, so hat man zuniichst als Flichensatz:
(12) p=mrtp -+ MR,

Bezeichnet man den jeweiligen Abstand von Kern und
Elektron mit o o=DR4r
und beachtet, dat nach dem Schwerpunktsatz ist
(13) MR=mr, ®=¢+ =,

so ergibt sich

m M 4 5
(13a) R = T im 0, 1= T rm 0, also p = uo?q.

mit der Abkiirzung n fitr die ,resultierende Masse®

m M 1 1 1
4; —_ R == -
(19 = + M m M
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Die Bewegungsgleichungen lauten:

a . 1 d - 1 e?
Jr = — 453 _ B ," d
- l’“ . oY T
(15) d . ¢ . d‘ 1 e
dt = m 02 Cos8 P, dt Yy = m 02 s .

Bildet man die Differenz der untercinander stehenden Glei-
chungen und schreibt &, # fir # — X, y — Y, so erhiilt man,
wie bekannt, die Gl. (2) mit &y o statt zymr. Es folgt
also bel gleicher Rechnung wie oben die Bahngleichung (5)
und bei entsprechend zu erginzender Definition von 1’ die
Energiegleichung (7) in Abhiingigkeit von der Hxzentrizitit e
der Relativhewegung, mit dem einzigen Unterschied, dag iiberall,
inshesondere in dem Werte von N, x an die Stelle von m tritt.

Es fragt sich nun, wie in diesem Falle — bei Vorhanden-
sein zweler azimutaler Koordinaten ¢, @ und zweier radialer
Koordinaten », B — der Quantenansatz zu erweitern ist. Die
Erweiterung muft so vorgenommen werden, dafi schliefilich wie-
der der Energieausdruck (I1I) und die Balmersche Formel (1V)
zum Vorschein kommt, mit dem einzigen Unterschiede, dafi in
dem Wert der Rydbergschen Konstanten x an Stelle von m
tritt.  Wir behaupten, dafi diesem Gesichtspunkt der folgende
(Quantenansatz entspricht, der auch an sich der einfachste und
niichstliegende ist: '

(S p,dp+§ Poad=nl
lfp, dr +  Prd R =n'h,

dai sich also die Phasenintegrale fiir das Elektron und den
Kern additiv verhalten.

Die Bedeutung der hier eingefiihrten Bezeichnungen p, P
ist ersichtlich die folgende:

(16)

Py = . =m »? (;), Pr= | == ):,
g ar
VA . ! .
Po="" —wmwae, p.=>1 ik
P 3R

Sitzungsb. d. math.-phys. K1. Jahrg. 1915, 29
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Nach Gl (12) ist aber p, + Pos = p = koustant, nach
Gl (13) iiberdies d® = dp. Darauthin wird die erste Zeile
von (16) identisch mit 27p = nh oder mit Riicksicht aut (13 a)
(17) 2ty = nh.

Andererseits formen wir die zweite Zeile von (16) durch
die Schwerpunktsbeziehungen (13a) um. Wir erhalten

. m M? :
J[fp,.dr =m [rd z(ﬂ—[_*_m),_,fgdg

(18) , = : . Mwm .
fPRdR_ﬂ[f]%(lR—(ﬂ[+7,e)2\fg 0

Spedr+ S PrdR=p{odo =n'h.

Diese Gleichung entspricht genau dem Ansatz (9) des
vorigen Paragraphen mit dem einzigen Unterschiede, daB u
und o an die Stelle von m und » getreten sind. In dem-
selben Sinne entspricht Gl. (17) der Quantenbedingung fiir die
frithere einzige azimutale Koordinate ¢. Die weitere Ausrech-
nung lduft daher genau so wie im vorigen Paragraphen, wo-
bei man die Ellipsengleichung fiir die Relativbewegung ¢ zu
Grunde zu legen hat. Das Resultat wird durch GI. (11) fiir
die Exzentrizitit und, wie verlangt, durch die Gl. (III) und
(IV) fir die Energie und die Serienformel dargestellt, bei
abgeindertem N.

Der Ansatz (16) lifit sich auch von folgendem Stand-
punkte aus begriinden, Man wiihle von den beiden Koordi-
naten », I die eine, z. B. r, aus als diejenige, durch die wir
die Dynamik unseres Systems beschreiben wollen. Dann hat
man die andere durch die Schwerpunktsgleichung mr = M R
auf jene zuriickzufithren, insbesondere in dem Ausdruck der
lebendigen Kraft

m

T= (o'-f + 2 ¢2) -+ J;[ (B2 + Iz d?)
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Zn der einmal bevorzugten Koordinate » gehort als Impuls-
koordinate des Systems, unter 7' den soeben umgeformten Aus-
druck verstanden:

- 2T m\ -
Pr = s =1m (1 + ﬂ[)v.

Als Phasenintegral des Systems haben wir jetzt anzu-
sprechen:

Spedr=m (1 + ;%) frdr.

Daf dieses Integral mit (18) identisch ist, folgt aus der
Beziehung (13 a)
‘ M
"= -+ m s

der zufolge wir erhalten

= mn M2 S .
§podr=m <1+ ji[) (ﬂ[—;—m)”fgdg —/Lfgdg.

Die entsprechende Rechnung unter Bevorzugung von I
als radialer Systemkoordinate liefert

I'= ]l)[ (1 + J)I)f) (B2 + R*®), Pp= M (1 + ]:"[) 2,

S PrdR=pnfodo.

Derselbe Standpunkt (Elimination einer der beiden Koor-
dinaten, Bevorzugung der anderen) lifit sich auch bei den
azimutalen Koordinaten einnehmen und fithrt hier entsprechend
auf GL (17). Unsere Quantenansiitze in den Gleichungen (16)
erscheinen also auch von diesem Standpunkte aus als naturgemif.

SchlieBlich kommen wir nochmals auf den Ausweg zu-
riick, durch den abgeéinderten Quantenansatz (1a) die Schwierig-
keit der kontinuierlichen Abhingigkeit der Energie von der
Exzentrizitit zu beseitigen. Wenn dieser Ausweg schon bei
alleiniger Betrachtung des Elektrons reichlich kiinstlich er-
schien, so wird er mit Riicksicht auf die Mitbewegung des
Kernes noch schwerer gangbar. Im Anschluf an Gl (1a)

29*
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miiite man niimlich jetzt, um den Energieausdruck zu arith-

metisieren, 27 p

V11—

setzen, also eine in ziemlich kiinstlicher Weise aus der mittleren
Umlaufsgeschwindigkeit w, der groften Entfernung a von Kern
und Elektron und der mittleren Masse x zusammengesetzte
Groie der Quantenbedingung unterwerfen. Man konnte fragen,
warum wird nicht statt der grofiten eine mittlere Entfernung
zu Grunde gelegt, warum wird gerade das dynamisch definierte
Massenmittel @ benutzt?

Noch grioBere Schwierigkeiten entstehen dem Quanten-
ansatz (1a), wenn man die Verinderlichkeit der Masse nach
der Relativitiitstheorie in Betracht zieht. Wiihrend es sich
im vorigen Falle nur um das Mittel ¢ zwischen den konstanten
Massen von Kern und Elektron bandelte, miikte man hier bei
entsprechender Ubertragung des Ansatzes (1a) mit einem kom-
plizierten Zeitmittel der Massen oder mit den betreffenden
Rubmassen rechnen, mit denen das Problem eigentlich nichts
zu tun hat. Dagegen handelt es sich bei unserem Ansatz
stets um die auch in der Relativititstheorie eindeutig und
naturgemifl definierte Impulskonstante. Ich mdchte indessen
an dieser Stelle nicht nither hierauf eingehen, da ich auf die
bedeutsame Rolle, welche der Relativitiit bei der weiteren Aus-
gestaltung unserer Theorie und bei ihrer experimentellen Sicher-
stellung zukommt, ohnehin in einer anschliefenden Arbeit zu-
riickzukommen haben werde.

=2apato=mnh

§ 5. Die zu einer Balmer-Linie gehdorenden Ellipsenbahnen.

Wir wiinschen uns ein Bild zu machen von Anzahl und
Gestalt derjenigen Bahnen, welche zu demselben Werte der
Energie W Anlab geben. Es sind dies nach (III) alle die-
jenigen Ellipsen, fiir welche % -+ #' denselben Wert hat, z. B.
den Wert »n 4+ »n' =2 wie in dem ersten Terme der sicht-
baren Balmer-Serie oder den Wert m + m‘=23,4, 5, ... wiec
in dem zweiten Term.
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Nach (1) und (11) ist
. . n?
(19) Qap=mnh 1 —¢ RCETI
Aus der Ellipsengleichung (5) folgt fiir das Perihel
(p=0; r=a (1 —e¢)) oder das Aphel (p =7, r =a (1 + ¢)):

1 me* _ p»1
(204a) MED) =—_ (1L te), also @ met T— o
Andrerseits ist nach Definition der Kxzentrizitit
. _ p2 1
— R S il .
(20b) b=al1—¢ nd Vo

Setzen wir die Werte von p und 1 — ¢? aus (19) in (204, b)
ein, so folgt:

h

1) a= (n + n')?, b——— 2e2n(n+n‘).

4n2me~

Fiir die Diskussion kommt namentlich in Betracht, dag
die ganzen Zahlen % und »’ notwendig positiv sind, wie in § 1
allgemein gezeigt wurde. Wir erhiirten diese ebenso einfache
wie folgenreiche Tatsache in unserem Falle folgendermaBen:
Unter Absehung von der Bewegung des Kernes wird fiir unsere
(orthogonalen) Polarkoordinaten », ¢:

pr=mr, p, =mriep
fiedr = fmitar, fppap = furitat,

Beide Phasenintegrale sind so sicher positiv, als der Fort-
schritt der Zeit positiv ist, da stets dr und d¢ wachsend im
Sinne des Ablaufs der Bewegung geziihlt wurden. Ebenso bei
beweglichem Kern, wo sich # und %' nach (16) je aus zwei
positiven Summanden zusammensetzen. Also haben wir stets
eine positive Zahl von Quanten » und »'. Beziiglich der Zu-
lissigkeit des Wertes Null ist folgendes zu bemerken. ='=0
bedeutet nach (19) ¢ = 0, also die Kreisbahn, die wir jedenfalls
als moglich erkliren werden. n =0 aber bedeutet p = 0, also
Ausartung der Ellipsenfliche in eine doppelt ziihlende Gerade.
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Das Elektron wiirde hierbei dem Kern unendlich nahe kommen
und von thm vermutlich abprallen (vgl. Rutherfords Versuche
iber die Ablenkung der a-Strahlen). AuBierdem miifite die
Geschwindigkeit in dieser Bahn mit der Anniiherung an den
Kern unendlich werden, so dafi die bisherigen Rechnungen
ungiiltie werden wiirden und relativistisch zu modifizieren
wiiren. Jedenfalls werden wir die Bahn mit »’ = 0 als hichst
problematisch ansehen und im folgenden nicht mitziihlen; in
den Figuren ist sie punktiert eingetragen.

Zu den Gl (21) ist zu bemerken, dak « bei gegebenem
n -+ n' fest, b veriinderlich ist. Wie es sein muf, gilt nach
(19) und (21) stets 0 <e L1, b<a.

\\’/
n+n'=2 m+m'=3 mem=4
Fig. 8 Fig. 4 Fig. 5

Wir zihlen jetzt die bei den Balmer-Linien mafigebenden
Fille auf:
n—+4n' =2, zwei Miglichkeiten.
n'=0, n=2, =0, b=ua
=1, n=1, £=1/3 -
2" T2
(=2, n=10, ¢=0, b =0, problematisch;
der entsprechende Fall wird im folgenden fortgelassen).

m + m' =3, drei Mdglichkeiten.

m' =0, m=23, e=0, b=a
4 9
m' =1, m=2, 8=V') b="u
3’ 3
/ J
m =2, m=1, s:l“’ 1,=](,.
37 3







































