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Zar Theorie der Wirhelschichten.
Von Max Lagally.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 6. Mirz 1915.

Einleitung.

Die Theorie der Wirbelschichten hat Helmholtz in seiner
beriihmten Abhandlung?) ,Uber Integrale der hydrodynamischen
Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen®, in
die mathematische Physik eingefithrt; in einer zweiten Ab-
handlung , Uber diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegungen®?)
macht er auf die Bedeutung der Wirbelschichten fiir die Strahl-
bildung in Fliissigkeiten aufmerksam. Das dort gegebene erste
Beispiel einer Strahlbildung lifit aber die Wirbelschicht analy-
tisch nicht in Erscheinung treten, ebensowenig wie die spiiter
von Kirchhoff?) ausgebildete Methode der konformen Abbil-
dung zur Bestimmung der Strahlgrenzen. Beide Autoren be-
trachten eine Stromlinie, lings der die Stromung konstante
Geschwindigkeit und konstanten Druck hat, als mégliche freie
Grenze einer stationiiren Stromung und schliefien auf der anderen
Seite dieser Stromlinie ruhende Fliissigkeit nicht-analytisch an.

Jede in einer Fliissigkeit vorhandene Wirbelschicht bringt
in der iibrigen Fliissigkeit ein Geschwindigkeitspotential und

1) Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, Bd. 55, 1858,
S. 25—55.

2) Monatsberichte der K. Akademie der Wissenschaften, Berlin 1868,
S. 215—228.

) Mechanik, 22. Vorlesung.
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damit Bewegung hervor, kann also als Ursache der ganzen
Stromung betrachtet werden. Diese Darstellung ist als Gegen-
sttick zu der quellenmiiliigen Darstellung einer Fliissigkeits-
bewegung aufzufassen.') Von der Bewegung ist die Wirbel-
schicht selbst nicht ausgeschlossen: withrend die Normalkom-
ponente der Geschwindigkeit an der Wirbelschicht keine Unter-
brechung der Stetigkeit erleidet, ist das fir die Tangential-
komponente der Fall. Die Tangentialkomponente der Ge-
schwindigkeit der Wirbelschicht selbst ist dem arithmetischen
Mittel der Tangentialkomponenten auf beiden Seiten gleich.?)
Soll die Wirbelschicht stationiir sein und als Grenze eines
Fliissigkeitsstrahles dienen kinnen, so muB ihre Geschwindig-
keit an allen Stellen die gleiche und folglich auch ihre Wirbel-
dichte konstant sein.

Der Gruand, warum weder Helmholtz noch Kirchhoff die
Wirbelschichten, die sie doch sachlich zur Erklirung der Strahl-
bildung verwenden, auch analytisch zu ihrer Darstellung heran-
ziehen, liegt wohl in der Umstiindlichkeit der analytischen Aus-
driicke. Im folgenden ist der Versuch nur fiir die allerein-
fachsten Formen einer Wirbelschicht, niimlich fiir geradlinige
und kreisformige®) ebene Wirbelschichten durchgefiibrt.

Trotz der geometrischen EKinfachheit dieser Stromungen
sind die Ergebnisse nicht uninteressant. Zuniichst gelingt es
fiir einige diskontinuierliche Stromungen, die man bisher in
jedem Teilgebiet durch eine andere Funktion darstellen mulite,
deren Geltungsbereich man willkiirlich begrenzte, analytische
Ausdriicke zu finden, die in simtlichen Teilgebieten gelten.
Erwihnt sei die Bildung eines unendlich langen Strahles in
einer unbegrenzten ruhenden Iliissigkeit, der geradlinig be-
grenzt ist, und eines ruhenden Streifens in bewegter Fliissig-

1) Lamb, Hydrodynamik, 8. 71 u. f, S. 252 u. f. Ein Beispiel, die
Bewegung einer Kugel in einer Fliissigkeit, ist S. 254 wirbelmiifiig dar-
wvestellt.

2) Helmholtz, Uber Integrale usw., S. 44,

3) Geschlossene Strahlformen hat W. Wien dargestellt. Lehrbuch

der Hydrodynamik, S. 115 u. f.
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keit, der als Idealform: des toten Wassers aufzufassen ist.
Ferner die Stromung im Inneren oder Aufbieren eines festen
Kreises, sowie in einem ringformigen Kanal. Da bei diesen
Stromungen das Vorhandensein einer Wirbelschicht die trei-
bende Ursache ist, liegt es nahe, einen Zusammenhang mit
der Prandtlschen Grenzschicht!) zu suchen. Dadurch wird die
Frage gestreift, bis zu welchem Grad der Annilherung die
Vorgiinge in reibenden Fliissigkeiten durch die Hydrodynamik
einer idealen Fliissigkeit dargestellt werden konnen. Die An-
nahme, dafi in der Grenzschicht durch Reibung an der Wand
‘Wirbel entstehen konnen, fithrt zu einer mathematischen
Unstimmigkeit. Man muf umgekehrt annehmen, daB eine an
der Wand vorhandene Wirbelschicht die Ursache der Reibung
ist, welche nicht vernachlissigt werden darf, wenn man mit
den physikalischen Tatsachen im Kinklang bleiben will. Diese
Reibung bewirkt einerseits eine Verringerung der Wirbelstiirke
und damit eine Verlangsamung der Potentialbewegung, ander-
seits verursacht sie in bekannter Weise die Ablosung der
Prandtlschen Wirbelschicht vom Korper. HEs entsteht nun die
Frage, wie sich in einer idealen Fliissigkeit Wirbelschichten
bilden kénnen, was infolge des Lagrangeschen Satzes iiber die
Konstanz der Wirbelstéirke jedes IFliissigkeitsteilchens nicht
moglich zu sein scheint. Kine Liicke im Beweis dieses Satzes
liBt die Moglichkeit der gleichzeitigen Entstehung zweier
Wirbelschichten, die von demselben Punkt ausgehen, erkennen.

Weiter ist der HinfluBl einer Storung, die eine periodische
Funktion des Ortes ist, auf eine geradlinige Wirbelschicht
untersucht. Hs ergibt sich, dat die Folge eine zunehmende
Verdichtung der wirbelnden Teilchen an einzelnen Punkten
ist, die als Anfang der Bildung einzelner spiralig aufgerollter
Wirbel aufzufassen ist. Man kommt so zu Wirbelreihen, welche
mit den von v. Kdarmin?) untersuchten geometrisch, aber nicht

1) L. Prandtl, Uber Flissigkeitsbewegungen bei sehr kleiner Reibung.

Verh, des Il Internat. Math. Kongresses in Heidelberg 1904, S. 484 u. f.

%) Th. v. Kirmdn, Uber den Mechanismus des Widerstandes, den

ein bewegter Korper in einer Fliissigkeit erfithrt. Nachr. der Ges. der
Sitzungsh. d. math.-phys. K1, Jahrg. 1915, 6
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der Entstehung nach lbereinstimmen. Sie bilden sich gleichzeitig
und ohne jeden Einfluf der Reibung, wihrend die Kdrmdin-
schen Wirbel nacheinander, durch Aufrollen je eines Stiickes
der Prandtlschen Wirbelschicht entstehen. Doch ist auch in
diesem hiiufigeren Fall die Reibung nach der Ablosung der
Wirbelschicht ohne weiteren Einflufi, und in gewissen Fiillen,
deren einer von F. Klein!) angegeben wurde, kann sich auch
diese Ablgsung ohne Reibung vollziehen. Dagegen scheint zu
ihrer Ablgsung eine periodische Schwingung des Hindernisses
notwendig zu sein,

Eine kreisformige Wirbelschicht.

Es seien o viele Wirbel ?)
gleichmiifig auf dem Umfang eines
Kreises vom Radius a verteilt. Die
auf das Bogenelement add ent-
fallende Wirbelstiirke sei Zadd, wo
Z die Wirbelstirke bedeutet, die auf
die Bogenlinge ,Kins“ trifft und
einen endlichen Wert haben soll.

Diese Wirbelschicht bringt in
einem Punkt P (z,y) ein Geschwin-
digkeitspotential

25
. y—asind ,
1) @ = A afarctg SCA——iaicOé "() dd =ra-.J
0O

hervor, dessen Wert in den 3 Fillen, dali P auf dem Kreis-

Wissenschaften zu Géttingen 1911, S. 508 u. f. — Th. v. Kirmin und
H. Rubach, Uber den Mechanismus des Fliissiglkeits- und Luftwiderstandes.
Physikalische Zeitschrift 1912, 8. 49.

1) F. Klein, {ber die Bildung von Wirheln in reibungslosen Fliissig-
keiten. Zeitschr. fiir Mathematik und Physik 1910, Bd. 58, S. 259 —262.

2) Die Bewegung einer endlichen Anzahl von Wirbeln in gleich-
miiBiger Verteilung auf einem Kreis hat J. J. Thomson, A Treat. on the
motion of vortex rings, London 1883, untersucht.
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umfang, aufierhalb und innerhalb des Kreises liegt, untersucht
werden soll. Fihrt man fiir P Polarkoordinaten », ¥, (in der
Figur versehentlich ¢ statt ;) ein, so handelt es sich um die
Auswertung des Integrals

2

rsind, —a 'sm ¥
J == |arctg — — di.
reos i, — @ cos ¥
0

1. Wenn » = « ist, wird
2

— 9, + O
i —f'uct smﬂ Sl dd —farcto‘(— cotg Yo + . ) dy

cos ! ‘) —cos?

- 27327
f——j( ’)+'))m=[ ”;'9 .9+')} = i,

0

Das Geschwindigkeitspotential nimmt auf dem Kreis den Wert

2) ¢ = lanidy, = Lan-arctg L
an. Wiirde man im Mittelpunkt des Kreises einen einzelnen
Wirbel von der Wirbelstiirke p = 2ax anbringen, so briichte
er ein Geschwindigkeitspotential hervor, das auf dem Kreis
vom Radius ¢ mit dem eben berechneten Wert iibereinstimmdt.
Die kreisformige Wirbelschicht bewegt sich alsoin
sichselbst mit konstanterGeschwindigkeit 2n, die nur von
der Wirbeldichte 4, nicht aber vom Radius des Kreises abhiingt.

2. Wenn r > a ist, wird

rsind, — asind

arct
g? cos:) —acosd

zum Ausgangswert zuriickkehren, wenn R den Kreis durch-
liuft, also 4 um 27 wichst. Nun soll als untere Grenze der
Integration der Polarwinkel ¢, — = eingefiihrt werden ; dann wird

dp+
r sm By — —a sin ¥
J= fa ctg d .
r cos z) —acosd
P9 —at
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Dieses Integral wird in zwei Teile zerlegt

dota Py Iyt

7=f =4
do—a dg—rm iy
und im 1. Teil p =8, — &, im 2. Teil f =& — ¥, als Inte-
grationsvariable eingefiihrt; dabei sollen immer Punkte, die
zu M P symmetrisch liegen, gleichzeitig betrachtet werden.

Dann wird

=0
rsin iy, —asin(9,— f3)
J = -~ f( o 0 0 ' Z ;
arctg 7 costhy — acos(d, — f) Gt
(3) /)'::lﬁzn

i fal'ct 7 sind, — @ sin (9, —}—/’) ap.

7 cos 1) — acos (D, -+ 1)

Aus der Anschauung oder durch Rechnung erkennt man, daf

ot rsin ¥, — asin (J, — f)
reos iy, —acos (P, — f)

r sin d, — a sin (¥, + f)
- =24
+ mctrr7 cos i, — a cos (9, + f3) Yo

(4)

ist; also wird

7 L20,ap=2x0,
f=0

folglich das Potential
5) p=2and,=2laxn arctgg

AuBerhalb des Kreises ist also die Stromung die-
selbe, wie sie ein einzelner Wirbel im Mittelpunkt
des Kreises, in dem die ganze Wirbelstirke 2/e¢a vom
Umfang des Kreises vereinigt wiire, hervorbringen
wiirde.

3. Wenn » < a ist, wiichst

rsin ¥, — asin i

arctg ———- =
2 rcosd, — — @ cosd

um 27z, wenn 9 um 2z wiichst.
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Die Gleichung (3)

r rsinidty — asin (P, — ff)
5 rcosd, o — acos(dy—f)

Ilc__ﬁu

. rsindy —asin (¥, + f)
- arctg ® rcos 19 — tt cos (¥, + £)

Jo

bleibt zwar erhalten; aber die Summe der beiden arctg hat
den Wert 29, wie in (4), nur so lange 0 < f <, ist; fiir
griiere Werte von f, fiir welche 9, < f <= ist, hat sie den
Wert 248, + 27 Also wird

pf=1tp A=
J = ‘5191) d[’—l—f(&z) - 2na)df =2a%
=0 =17

Das Potential nimmt den konstanten Wert
6) ¢ =2lan?

an; daraus folgt, dai die I'liissigkeit im Innern des von
der Wirbelschicht gebildeten Kreises in Ruhe bleibt.

Gleichung (1) kann also als Potential der Zirkulation
um ein kreisformiges Hindernis aufgefat werden; und
zwar stellt sie als Ursache der Bewegung die Wirbel-
schicht hin, die am Rand des Hindernisses auftritt.
Dal die Zirkulationsgeschwindigkeit, die unmittelbar auierhalb
der Wirbelschicht den Wert 2257 hat, an der Wirbelschicht
selbst sprungweise auf die Hilfte sinkt, steht in Ubereinstim-
mung mit der Helmholtzschen Theorie.!) Die wirbelnden
Flissigkeitselemente verhalten sich wie kleine Rider, die auf
dem festen Kreis rollen und auf denen die wirbelfreie Fliissig-
keit mitgefithrt wird.?)

In dhnlicher Weise lifit sich die Bewegung im Innern
eines Kreises darstellen. Setzt man

1) Helmholtz, Uber Integrale usw., S. 43, 44.

%) Dieser Vergleich findet sieh auch bei Lanchester, Aerodynamik,
Bd. I, S. 118 im Anschluf an W. Thomson, ist dort aber mehr durch
Anschauung als durch die mathematische Untersuchung begriindet.
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2
)
7) ‘P:——z;‘a“a‘mtg;{—‘lﬂfarctg; Zscl)z:(} a9,
—ac
0

so hat man im Mittelpunkt des Kreises einen Wirbel von der
Stirke 24am; die gleiche Wirbelstirke ist, mit entgegen-
gesetzter Drehrichtung, auf der Peripherie des Kreises vom
Radius @ verteilt. Im Innern des Kreises herrscht nur die
Bewegung, die der Wirbel im Mittelpunkt hervorbringt; aufier-
halb ist die Fliissigkeit in Ruhe. Die Wirbelschicht selbst
bewegt sich mit der halben Geschwindigkeit wie die Fliissig-
keit an ihrem inneren Rand.

Verteilt man auf zwei konzentrischen Kreisen von den
Radien a, und a, gleiche Wirbelstiirken von entgegengesetzter
Drehrichtung, so erhiilt man die Bewegung in einer Ring-
fliche. Es sel

20,k = —2a,nl, = M,
M

Ay Qp == —— Ly ly == Gps

k)

so nimmt das Potential

2z 2
, M —a, smz? Y —a,sind
M oe= 2n[fa cig ®x— a,cosi w_-jamtgx—uzcos'{) d')_
0 0
folgende Werte an:
] Y i : S
— M arctg S + Marctg A 0 im Aufienraum
M Y M y auf dem HduBe-
—_ o 1[ Eal a
2 arctg S + A Ctd T 2 retg ® 2 ren Kreis
L P 7 + JlIarctg;:U im Ring
M Y auf dem inne-
- 1 J “a 3 o
S T 2 mctgx ren Kreis
— M= + Mn =0 im Innenraum,

wenn a, > a, vorausgesetzt ist. Die Geschwindigkeit ist im
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Ring dieselbe, die ein Wirbel M im Mittelpunkte hervor-
bringen wiirde; an den Grenzen sinkt sie sprungweise auf die
Hiilfte; im Innen- und Aubenraum ist sie Null.

Die Grenzen des so erhaltenen ringférmigen Strahles sind
labil wie alle Wirbelschichten; man kann, um eine stabile Be-
wegung zu erhalten, sich eine Stromung in einem ringférmigen
Kanal vorstellen. Veranlassung der Bewegung bilden nach der
hier entwickelten Theorie die wirbelnden Fliissigkeitselemente,
die auf den Wiinden des Kanals rollen. Um die Kluft zu
iiberbriicken, die zwischen den mathematischen Eigenschaften
einer idealen Fliissigkeit und den physikalischen Kigenschaften
einer reibenden ziihen Fliissigkeit besteht, stellt man sich hiiufig
vor, daf letztere nahezu reibungslos in ihrem Inmern ange-
nommen werden darf, wilhrend ibre Reibung an den Wiinden
nicht vernachlissigt werden darf; sie soll zur Bildung einer
Wirbelschicht Veranlassung geben, wiihrend sich Wirbel in
einer idealen Fliissigkeit nicht bilden konnen. Die jetzt nahe-
liegende Vermutung, da sich die Wirbelstiirke der Randschicht
mit der Zeit infolge der Reibung vermehrt, wiirde aber zu
einem Widerspruch mit unserer Theorie fiihren, welche dann
auch eine rascher werdende Zirkulation der Fliissigkeit in dem
Kanal ergeben wiirde. Wir miissen uns also das allmiihliche
Erloschen der Fliissigkeitshewegung durch Reibung so vor-
stellen, daf die wirbelnden Teilchen der Randschicht durch
Reibung aneinander oder durch rollende Reibung an der Wand
lebendige Kraft verlieren, und dafi mit ibrer Wirbelstiirke
auch die Geschwindigkeit der Strdmung abnimmt. Also -die
Reibung an der Wand veranlafit nicht die Bildung der wir-

belnden Randschicht — diese ist auch bei nicht reibender
Fliissigkeit vorhanden — sondern sie vernichtet die Wirbel-

bewegung an der Wand und damit die ganze Stromung.

Das hiufig vorkommende Entstehen von Wirbeln im Innern
einer reibungslosen Fliissigkeit wiire dann damit zu erkliiren,
dalé sich die randliche Wirbelschicht infolge der durch Reibung
auftretenden Spannungszustiinde an einzelnen Stellen von der
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Wand ablést?) und dann durch spiraliges Aufrollen in einzelne
Wirbel zerfillt.

Jetzt ergibt sich aber als neue Schwierigkeit die Frage,
wie eine Wirbelschicht in einer reibungslosen Fliissigkeit ent-
stehen kann. F. Klein®) hat darauf aufmerksam gemacht, dafi
die Beweise fiir die Unmiglichkeit des Entstehens oder Ver-
gehens von Wirbeln in einer idealen Fliissigkeit gewisse Stetig-
keitsbedingungen stillschweigend voraussetzen; fiir die tatsich-
liche Moglichkeit der Wirbelbildung gibt er folgendes Beispiel.
Ein Ruder, das in eine ideale Fliissigkeit eingetaucht und in
ihr bewegt wird, veranlafit eine Potentialstromung, deren Ge-
schwindigkeit lings des Ruderblattes auf beiden Seiten ver-
schiedene Richtung hat. Man konnte also, um einen analy-
tischen Ausdruck fiir diese iibrigens einfache und wohlbekannte
Strémung zu finden, an Stelle des Ruderblattes eine Wirbel-
schicht annehmen. Dafi diese Wirbelschicht nicht nur analy-
tisch, sondern tatsiichlich existiert, zeigt sich beim Heraus-
nehmen des Ruders: Die Wirbelschicht rollt sich zu zwei end-
lichen Wirbeln spiralig auf.

Wenn eine Stromung ein Hindernis umflielit, so gibt es
eine Stromlinie, die auf das Hindernis aufstofit, sich dort teilt
und das Hindernis beiderseits umschlieft; zu einer Wiederver-
einigung, die in einer idealen Fliissigkeit stattfinden wiirde,
kommt es im allgemeinen tatsiichlich nicht, weil sich infolge
der Reibung zwei Prandtlsche Wirbelschichten von dem Hin-
dernis ablisen. Dafs die Wirbelschichten auch in idealen Fliis-
sigkeiten existieren, zeigt die Moglichlkeit, die Stromung als
Folge des Geschwindigkeitspotentials einer auf dem Rand des
Hindernisses befindlichen Wirbelschicht darzustellen. Man kommt
so zu der Vorstellung, die analytisch noch uiiher zu begriinden
wire, dafl jedes Fliissigkeitselement der erwiihnten Stromlinie,
das auf das Hindernis aufstofit, dort in zwei wirbelnde Teile

) 1., Prandtl, Uber Flissigkeitshewegung bei sehr kleiner Reibung.
Verbandlungen des 111, Internat. Mathem. Kongresses in Heidelberg 1904,
5,484 o f

2) F. Klein, vgl. Anmerkung (1), 5. 82.
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von gleicher, der Richtung nach entgegengesetzter Wirbel-
stiivke zerfillt.

Von den Beweisen des Lagrangeschen Satzes, wonach die
Wirbelstiirke eines Elementes einer idealen Fliissigkeit mit der
Zeit unveriinderlich ist, ist der Kelvinsche) wohl der schiirfste.
Er geht von der Tatsache aus, daf die Zirkulation

5’[71 doe +vdy 4+ wdz|

lings jeder geschlossenen Kurve C, die sich mit der Flissig-
keit bewegt und dabei in eine Kurve €' iibergeht, mit der
Zeit unveriinderlich ist. Da diese Zirkulation anderseits das
Maf fir die algebraische Summe
aller in der Kurve eingeschlos-
senen Wirbel ist, folgt daraus der
Lagrangesche Satz. Doch scheint
die Moglichkeit tihersehen worden
zu sein, dak zwet gleich starke,
der Richtung nach entgegenge-
setzte Wirbel in dem gleichen
Punkte entstehen, so dafi es nicht méglich ist, vor ihrer Bil-
dung eine geschlossene Kurve zu ziehen, welche nachher nur
den einen der beiden Wirbel umfafit. Die Entstehung unserer
Wirbelschichten ist also durchaus miglich, obwohl sie einen
Durchbrach des Lagrangeschen Satzes darstellt.

Schwierigkeiten entstehen, wenn man nach der Bildung
der Wirbelschichten eine geschlossene Kurve €' zieht, welche
nur Teile der einen Wirbelschicht
enthalten soll, und die Formiinde-
rung derselben riickwiirts verfolgt.
Man erhilt dann eine Kurve
welche in threr Begrenzung einen
Teil der urspriinglichen Strom-
linie enthilt. Soll anch jetzt die

1) W. Thomson, On Vortex Motion, Fdinb. Trans. 25, 1869. Vgl.
Lamb, Hydrodynamik, S. 43 und 240.
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Zirkulation mit der Zeit unverinderlich sein, so muB man die
Stromlinie als doppelte Wirbelschicht auffassen, schon bevor
sie in 2 Wirbelschichten zerfillt, und die Wirbel der einen
Drehrichtung in C einschliefen. Die Vereinigung zweier Wirbel-
schichten in einer idealen Fliissigkeit zu einer Stromlinie wird
nur ausnahmsweise moglich sein, insbesondere dann, wenn sie
durch Trennung aus einer Stromlinie entstanden sind.

Zusammenfassend kommen wir also zu folgenden
Vorstellungen: Wenn eine Stromlinie an einem Hin-
dernis endet, entstehen zwel Helmholtzsche Wirbel-
schichten. Beim UmflieBen des Hindernisses ist die
Reibung der Wirbelteilchen nicht zu vernachlissigen;
sie bringt Spannungen hervor, welche die Losldsung
der Wirbelschicht als Prandtlsche Wirbelschicht zur
Folge hat. Durch Aufrollen derin die Fliissigkeit aus-
getretenen Wirbelschicht entstehen spiralige Wirbel;
diese konnen sich unter Umstinden auch ganz ohne
Mitwirkung der Reibung bilden, wenn man das Hin-
dernis entfernt.

Eine geradlinige Wirbelschicht.

Die von einer geradlinigen Wirbelschicht hervorgerufene
Bewegung konnte man vielleicht aus dem vorigen durch Grenz-
ibergang erhalten; hier soll jedoch die Untersuchung direkt
gefithrt werden.

Die x Achse sei die Wirbelschicht; das Potential, das sie
hervorruft, ist
a=-4x
8) p == /Zfa,rctg Y da.
zT—a

Durch Anwendung partieller Integration findet man

x—a 1 z—a)® + y2p=+te=
arctg Y + 1lg ( e
ol = y' Ja=—w

(S5

p=—1y
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Wir berechnen ¢ zunichst zwischen endlichen Grenzen — ¢
und ¢ und lassen ¢ hierauf ins Unendliche wachsen:

. fx—ec i
{p__._zychzrr;[ ” alctgx_c
(@ =24y ato VR C e o) e U
FilgT e T, atg L e
L[z y Y o Y
_ /“-'/(:I_l_n,l [y(arctg P arctg o 0) - <alctg Ve i
e U (x___c)_i”/_]
+a16t°w+c>+ 2 n(x+0) +J
Von den 3 hier auftretenden Grenzwerten ist der letzte Null
lim lg (x—()"—l—y )
e B @ o+ o
also
R y y
p=— /~xr11=n; (arctg — arctg e c)

o y rcto y_
-{—711mc(alct ity + arctg st c)'

C==w
Der zweite Grenzwert
. Y Y
lim ¢ | arctg - arcte
e Sr—c¢ + ®r+c¢

nimmt die Form o - 0 an; er dindert sich um eine Konstante ¢ 7,
die an der Grenze o wird, aber auf die Geschwindigkeit ohne
Einfluf bleibt, wenn man statt des Hauptwertes des arctg

. . 2 .
einen anderen Wert nimmt. arctg ic ist an der Stelle
Z et

; '_y* =0; ¢== o in eine Reihe entwickelbar:
zte
clEnLc (arctg —}- arctg j‘}/_c)
=01:2 ¢ (.v _y_ ; + ‘L_‘:/_ -+ Glieder hoherer ()1dnunof> = 0.
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Somit ergibt sich

p=— /...Q}cl_i_—n; (nrctg __11/ r arctg x—li{- c).
Wenn # positiv ist und der variable Punkt 4 die z Achse
von + o bis — oo durchliuft, nimmt arctg - i/_ - um 7 von
0 bis —az ab. Ist y negativ, so nimmt arctgm"i{_ um 7

von 0 bis -+ a2 zu. Liegt I’ auf der z Achse selbst, so ist

arctg “?/ 5 stets Null.

Man hat also 3 TFille zu unterscheiden

y>0 p=—inx
y=0 ¢o=0
3.y <0 p = Anwx.

S

Die Fliissigkeit stromt beiderseits mit konstanter
Geschwindigkeit der z Achse parallel, aber in ent-
gegengesetzten Richtungen; auf der z Achse ist die Ge-
schwindigkeit Null. Die Geschwindigkeit » ist in den 3 be-
trachteten Fillen

L.y>0 U= —Jn
2. y=20 w =0
3.y <0 u = A

Die Geschwindigkeitsiinderung beim Ubergang iiber die
Wirbelschicht betriigt 24z und hiingt von der Wirbeldichte 4
ab; sie hat denselben Wert wie bei einer kreisformigen Wirbel-
schicht von beliebigem Radius, bei der, wie bemerkt, die Kriim-
mung ohne Kinfluf ist.

Durch Uberlagerung einer gleichmiiiigen Geschwindigkeit
in Richtung der z Achse kann man die Bewegung in der einen
Halbebene aufheben.

o
9 @ = /'.farctg . z . da — lax

— o
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gibt eine Stromung in der positiven Halbebene, die man als
Stromung lings einer Wand auffassen kann, und zwar

1. y> 0 p=—2ax = —2in
2. y=0 p=— iax w=— I
3. y<0 p=10 i == 0.

Nimmt man 2 Wirbelschichten von gleicher Wirbeldichte,
aber entgegengesetzter Drehrichtung, parallel zur z Achse in
gleichem Abstand =+ /7, so erhilt man ein Geschwindigkeits-
potential

4w
: o oot Y
9) (//=/.fmctgx

—® — >

4o
— I
i cla—/‘.farctgy e da,
z-—a

das in den verschiedenen Teilen der Ebene die in folgender
Ubersicht, die auch die Geschwindigkeiten enthiilt, angegebenen
Werte besitzt:

1. y>h p=—Aax+inx=0 =10
2. y==n p = O+ lax=linzx U= Ax
3. —h<<y<h o= Ilazxtlar=2azx u=2ia
! y=—"n"h @= laz-4+0 =lax =4
o y<—// @ = ‘anrxr—lax =0 w = 0.

2 7 ,:;./// i /{ ?

h 5
N

= N\
Z

0000

Geschwindigkeitsverteilung.

Die Bewegung stellt einen geradlinigen Strahl in
einer unbegrenzten Flissigkeit dar, und zwar stellt
der analytische Ausdruck wieder die am Rand des
Strahles auftretenden Wirbel als Ursache der Bewe-
gung hin. Kinen solchen Strahl kann man sich dadurch ent-
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standen denken, dal3 man einen sehr langen, von parallelen
Wiinden begrenzten Korper in der Flissigkeit bewegt. Kr
stellt eine Idealform des Kielwassers dar, von dem er sich
vor allem durch seine unendlich grofe lebendige Kraft unter-
scheidet, die er infolge der Bewegung eines oolangen Kérpers
vor ihm her besitzt, dessen Fortsetzung er bildet; auf den Zer-
fall der begrenzenden Wirbelschichten, die in wirklichen Fliis-
sigkeiten sehr schnell eintritt, soll nachher noch eingegangen
werden. Auch die Strémung in einem von parallelen Wiinden
begrenzten Kanal von gleichmifiiger Tiefe kann durch obigen
Ausdruck dargestellt sein.

Nimmt man noch eine Parallelstromung in der ganzen
Ebene hinzu, die die Geschwindigkeit des Strahles gerade auf-
hebt, so erhiilt man einen unbewegten Fliissigkeitsstreifen in
gleichmiifiig parallel bewegter Fliissigkeit

4 +
y ] y y+h :
9) o= /.farctgx da- --Zfarctgx = da—2.nz.

—® —_

— I

Die so dargestellte Stromung gibt eine Idealform des
toten Wassers, wie es sich hinter einem oolangen von par-
allelen Wiinden begrenzten Hindernis ausbilden wiirde.

Anstelle des Geschwindigkeitspotentials kénnte man auch
die Geschwindigkeitkomponenten berechnen, welche die Wirbel-
schicht in einem Punkt hervorruft. Man findet fir

+ =
-3t ¥
U = /'f(x-—a)z—}—g/“’ da
10) e

r—a

+
v = ;.f(x '__a)2—+§/2(la

ohne nennenswerte Schwierigkeit die schon bekannten Werte
wieder.
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Einfluss einer periodischen Stérung auf eine Wirbelschicht.

Eine geradlinige Wirbelschicht, die in der z Achse ange-
nommen wird, soll durch stérende Einfliisse so deformiert werden,
dat an der Stelle z =« ein Ausschlag 00 = ¢f(a) entsteht,
wo ¢ eine kleine Konstante bedeutet. Dabei wird, wenn die
Bewegung aus der Anfangslage nicht senkrecht zur Wirbel-
schicht erfolgt, auch die urspriinglich konstante Wirbeldichte
veriindert:

Aa)y = n + eg(a).

Dabei bedeutet « eine Konstante, g () eine Funktion von «.

Das Potential in einem beliebigen Aufpunkt ist dann

-+
11) = f(,u. -+ eg(a))arctg y x_ af(fa) da.

—_ 0

Die Geschwindigkeitskomponenten sind

+ >
- | y— ef(a)
"= f(‘u + eg(a) @ — ) + (y — ef (@) da
1 o
1) e
x—ua
o :[(“ 0O @y — @y
In einem Punkte der Wirbelschicht selbst ist y = «f(2);
also ergeben sich als Komponenten der Geschwindigkeit, mit
der sich die Wirbelschicht veriindert, die Ausdriicke:

4w
E 173 &} e F(f(?) _f(a)) T
to=— Ju b egaay o ST s aa
12) ‘+°°

P r—a
Y —J‘(‘u + ey (@) @ — a) + (@) — @) da.



96 M. Lagally

Die Funktion f(2) ist im Kndlichen iiberall endlich und
stetig vorausgesetzt; also werden die Ziihler unter den Inte-
gralen iberall endlich sein. Dagegen nechmen die Ausdriicke
unter den Integralen an der Stelle = a die Form § an und
haben dort Pole 1. Ordnung. Denn setzt man

f@) — @) = (@ — ) f (& 4 9 2 — a)),
wo 0 <9 <1 ist, so wird

f@—fao 1 flatde—a)
(@ —al+eE(f@— )} z—a 14 22z + 9 (@ — )
r—a 1 1

(@ —af + &(f@) — f@)  s—a 1+ 2@+ d@—a)

Diese Stellen sind von der Integration auszuschhiefien; physi-
kalisch findet das darin seine Berechtigung, daB ein Wirbel-
teilchen fiir seine eigene Translationsbewegung keine Kom-
ponente beitriigt.

Unter Voraussetzung eines hinreichend kleinen ¢ likit sich

1
(€ —a) + 2(f (@) — f(a))?
in eine Reihe entwickeln:
1
(z —a) 4+ & (f@) — f(@)?
(f (2) — f(a)) g (f@)_— | f@)“ _ J

x—a €r—a

o 1
C(@-ap|

Das gleiche gilt dann fiir u, und v,. Vernachlissigt man
Glieder, die in & von hoherer als 1. Ordnung sind, so erhilt man

L ff(x) @4,

—a)e

xr—a €r—da

Vg —:‘J-(‘LL + eg(@)) xd—a _ MJ’ da +- J"(/((/,)da.



V

ur Theorie der Wirbelschichten. 97

Dabei ist das Integral

o = 4R
da (lu A ‘ du du
R e
T =0 (3:0
— D —w R=w —1Ii
: —0d0-R
R=»

Also ergeben sich fiir die Geschwindigkeitskomponenten
die endgiiltigen Ausdriicke
4@
Tr@—r@,, . _ [o@da

13) wy=—c¢ep oy 7, P
e —w

Daraus ist insbesondere zu ersehen, daly w, = 0 ist, wenn
f(a) ={f(x) ist an jeder Stelle @ =x; dagegen ist v,=0,
wenn ¢(a) an jeder Stelle Null ist. Eine transversale Ver-
schiebung der Wirbelteilchen bringt also eine longi-
tudinale Bewegung hervor, und umgekehrt veranlalt
eine Verschiebung der Wirbelteilchen in longitudi-
naler Richtung einen transversalen Ausschlag.

Es soll jetzt eine transversale Stérung untersucht werden,
die eine periodische Funktion des Ortes ist; also sel

[(x)y=sinlkzx
(durch Superposition solcher Stérungen fiir alle Werte von

wiirde man die Fouriersche Entwicklung einer allgemeinen

periodischen Storung erhalten). Die Geschwindigkeitskompo-
nenten sind

+ o
sinkhx —sinka
14) uo=——s[uJ‘ ’ o da;  v,=0.
(2 — a)?
—
Fithrt man
he=1§& lLa=ua
ein, so ergibt sich
+»
M sin & — sina
Uy = — &k L P,
o~ -
. (5 !()
—w

Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jabrg, 1915,

-1
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Nun wird das Intervall von — o bis -+ oo in lauter Ab-

<

4-2=

T Fr iy

also
S+ 204 Da
+= sm £ —sina
—eulk Y , ~da.
(s - a)

1[0 ==
—w®

£4-2vm
Durch Einfithrung von neuen Integrationsvariabeln

schnitte von der Linge 2x zerlegt

p=a—£E5—2yax,

hierauf durch Vertauschung der Reihenfolge von Summation

und Integration erhilt man

Uy = — &t 71/2., sm fﬁ——}—sgl,,(i)_}_ /)) dp

— X

=-—cpuk| (sinf— sm({:—l—/'))L1 5
j oyt

Fiihrt man jetzt fiin
1

=
X 2y

seinen Wert
1
.
4 sin 9
ein, 1) so wird
. p
euk slnf—sm(&—i—ﬁ) 8#7v COS(2+§
uo=—-4 dp = - N dp.
0 Sin2 2 [ Sin 2

1) Z. B. Burkhardt, Einfithrung in die Theorie der analytischen

Funktionen einer komplexen Veriinderlichen, S. 145—148
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Fiir die Auswertung zerlegt man das Integral in 2 Teile

Uy F”]{ chotg()dﬂ—~sm‘,fdf]

Das erste der beiden Integrale wird Null; also ist

15) wy= —cepnknasinkz

Ks tritt also eine longitudinale Geschwindigkeit auf,
deren Griofie dem transversalen Ausschlag proportional
ist.  Sie ist auf diejenigen Stellen der Wirbelschicht hinge-
richtet und bewirkt dort eine Verdichtung der Wirbel-
teilchen, wo die stromende Fliissigkeit die urspriingliche Lage
der Wirbelschicht in der Richtung von der konvexen zur kon-
kaven Seite iiberschreitet.

Man kann nun nach der Gestalt fragen, die die Wirbel-
schicht infolge der longitudinalen Bewegung der Teilchen an-
nimmt.  War

y=c¢sinkz,
die urspriingliche Gleichung der gestérten Wirbelschicht, so
wird fir jedes Wirbelteilehen y ungeiindert bleiben, dagegen
wird die Abszisse zur Zeit 0¢ den Wert

T =z, 4 1,0t
annehmen. Fithrt man also
Ty=2 — 0t =x + epukasinkz,dt =u 4 ukaydt
ein, so wird
y=cesink(x -+ pkayot)

die Gleichung der Wirbelschicht zur Zeit 8¢ in impliziter
Form. Entwickelt man nach Potenzen von 8¢

7*
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y=c¢[sinka + ukPmydtcosha 4 -]

und beschriinkt sich auf die erste Potenz von 64, so kann man
die Gleichung nach y auflgsen und erhiilt

esinkzx . : . ]
Y= T epktnoteoshs esinka[l -+ epuk?adtcoskz].
Also ist
16) y=c¢sinkx + 2 ul?adtsinkx coskz

die Gleichung der Wirbelschicht zur Zeit o4

Es ist jetzt die Anderung der Wirbeldichte zu unter-
suchen, die infolge der longitudinalen Geschwindigkeit eintritt.
Die Wirbelstiirke, die sich auf einem Liingenelement der Wirbel-
schicht befindet, wird mit der Zeit unveriinderlich sein, auch
wenn das Element seine Liinge indert. Also

2(z) - dz == const.
oder durch logarithmisches Differentiieren nach der Zeit:
04 (x) dder
z(x)0t+a?c.ai“ 0-
Dabei hezieht sich ,d* auf Anderung mit dem Ort, ,o*

auf Anderung mit der Zeit. Fine Vertauschung der Reihen-
folge der Operationen gibt

02 (x) dox
L(z)ot T dwse ="
Nun ist aber

ox

ot

= “0

die Geschwindigkeit an der Stelle z, also
1 di(z)  du,

20 W@ ot Tdxz T .
Fiir die Anderung der Wirbeldichte erhiilt man
17Y) SA(E) = — A ()t 5

dz
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In unserem Fall ergibt sich nach (15)

Lluﬂ

- = — eukincoskz.
dz

Ferner ist [A(x)]i=0 = p, also
dA(x)y=¢en?krncoskxzol
Folglich ist die Wirbeldichte zur Zeit ¢
18) [A(@))izse=u F ep? B 7 coskzdt

In Ubereinstimmung mit der Anschawung, die sich aus
der Geschwindigkeitsverteilung ergibt, tritt die groBte Dichtig-
keit an den Stellenkz =...0, 2x,...2%kn ... auf, die kleinste
Dichtigkeit an den Stellen bz =...7, 3x, ... Qk+1)=. ..
An allen diesen Stellen iindert die Geschwindigkeit das Zeichen;
und zwar stromt auf die ersteren die wirbelnde Fliissigkeit
von beiden Seiten zu, von letzteren nach beiden Seiten weg.

Die veriinderte Wirbeldichte wird nun veriinderte Geschwin-
digkeiten der Wirbelteilchen zur IFolge haben. Nach (15)
iindert sich u, nur um einen Betrag 2. Ordnung in &; dagegen
nimmt v,, das hisher Null war, nach (13) den Wert

o
v, =¢eplin (Slf.J‘ e da
L —a
—
an. Das hier auftretende Integral lifst sich in dhnlicher Weise
hehandeln wie das in w, vorgekommene. Mittels derselben

Substitution
iy =&, La =a

und durch Zerlegung des Intervalls in Teilintervalle von der
Liinge 27 erhiilt man

+ o > 42004 Da
f coska o J‘ cosada ‘if” cosada
—] = ——4 » - .
€r— (s 7 cE—a

—_
% —® E4-2van
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Hierauf ergibt die Kinfithrung neuer Integrationsvariablen
a-—E=2va-t+f

und die Vertauschung der Reihenfolge von Summation und
Integration

-+

J‘ cos 7.‘.« y cos B+5dp
Z—a" %’; p42va
e 0
— wa(ﬂ+ >;_;i Tara O
Nun ist
_{.ﬁm 1 1
S TEIRE ALY

bei richtiger Anordnung der Glieder, welche die Konvergenz
gewiihrleistet ;') also

+ » 2

coska 1 , . B-sn
fx__ada=—— zjcos(p + &) cotg 9 dp
— o 0

Durch eine einfache trigonometrische Umformung findet man
o
coska ,
fx da = ﬁsm &—cos&cotgy 4 sin(2y ++ Hfdy,

wo b
“ R

ist; und durch Integration

+®

f;os—kz da = [ysin& —cos&lgsiny — feos(2y + HF 2]

—® =asiné =asinkx

Also 1st

19) vy =epPktatsinkx- 0t

1) Burkhardt, 1. ¢., S. 145—148.


















