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Die Beanspruchung eines Stabes von elliptischem
Querschnitt auf Drillen bei behinderter Quer-
schnittswolbung.

Von A. Foppl.

Vorgelegt in der Sitzung am 8. Mai 1920.

Bei der Beanspruchung auf Drillen erfihrt ein Stab, wenn
kein Hindernis im Wege steht, eine elastische Forminderung,
bei der jeder Querschnitt in eine krumme Fliche iibergeht,
deren Gestalt von der Querschnittsgestalt abhingig ist. Nur
wenn der Querschnitt kreisformig ist, bleibt er bei der Form-
iinderung eben. Im anderen Falle miissen die in der Richtung
der Stabachse gerechneten Ordinaten & der krummen Fldche
der Differentialgleichung

é &

syt T =0
geniigen, wenn y und 2z die rechtwinkligen Koordinaten eines
Punktes der Querschnittsebene bedeuten und auBerdem muf
noch die Randbedingung erfiillt werden, die sich aus der
Forderung ergibt, dag die im Stabquerschnitte iibertragenen
Schubspannungen lings der UmriBlinie tiberall nur tangential
gerichtet sein konnen.

Im besonderen Falle des elliptischen Querschnitts, auf den
sich unsere Betrachtung hier beschriinken soll, obschon sich
die Uberlegungen, die wir anzustellen haben, sinngemifi auch
auf andere Fille tibertragen lassen, geht die Querschnittsebene
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262 A. Foppl

in ein hyperbolisches Paraboloid iiber, dessen Odinate & durch
die Formel . @ — b

T nadbh @
dargestellt wird. Darin bedeuten @ und b die groBe und die

kleine Halbachse der Querschnittsellipse, G den Gleitmodul
und M das verdrehende Moment,

Myz €8]

Wesentliche Voraussetzung fiir die Giiltigkeit dieser von
de Saint-Venant aufgestellten Theorie der Stabdrillung ist
jedoch, 'daB sich der Ausbildung der Querschnittswilbung kein
Hindernis in den Weg stellt. Diese Voraussetzung ist aber
bei zahlreichen praktischen Anwendungen, die man von der
Verdrehungstheorie zu machen hat, keineswegs streng oder
auch nur mit geniigender Anniiherung erfiillt. Man hat sich
daher schon wiederholt bemiiht, die Theorie so weit zu ver-
allgemeinern, daf sie auch den Fall eines sich der Querschnitts-
wolbung entgegen stellenden Widerstandes mit zu umfassen
vermag, ohne daf es jedoch gelungen wiire, zu befriedigenden
und allgemein brauchbaren Ergebnissen dabei zu gelangen.

Fir die Anwendungen in der Technik erscheint es be-
sonders erwiinscht, eine hinreichend genaue Niherungslosung
der Aufgabe fiir den Fall des doppel-Z-férmigen Querschnitts
zu erhalten und darauf haben sich auch die bisherigen Be-
strebungen ausschlieBlich gerichtet. Zuerst ist dies von Timo-
schenko?) In verschiedenen groferen Abhandlungen iiber die
Stabilitit des elastischen Gleichgewichts mehr nebenbei ge-
schehen. Timoschenko hat dabei die Formiinderung der Triger-
flanschen als eine Biegung aufgefaBit, auf die er die Differen-
tialgleichung der elastischen Linie eines gebogenen Stabes an-
wenden zu konnen glaubte. Dal dies nicht streng zulissig
ist, war ihm wohl bekannt; aber ich mochte einstweilen an-
nehmen, daf er den Grad der Anniiherung an das wirkliche

1) Timoschenko, Einige Stabilitatsprobleme der Elastizitiitstheorie.
Zeitschr. f. Math. und Physik, Bd. 58, S. 837, 1910, sowie ausfihrlicher in
»Sur la stabilité des systémes elastiques”. Annales des ponts et chaussées.
Fase. III, IV, V, 1913.



Die Beanspruchung eines Stabes von ellipt. Querschnitt. 263

Verhalten, der sich mit dieser Voraussetzung erreichen lift,
viel zu giinstig eingeschitzt hat. Jedenfalls kann diese Frage
noch nicht als befriedigend gelost angesehen werden. Ich habe
mit Versuchen begonnen, die elastische Forminderung solcher
Triger unmittelbar zu messen und hoffe damit zu einer Klidrung
der Frage beitragen zu konnen. '

Zu erwihnen ist ferner noch eine Arbeit von Senft?), der
sich auf eine dhnliche Annahme stiitzt wie Timoschenko und
wiederum die Differentialgleichung der elastischen Linie eines
gebogenen Stabes auf die Mittellinie des Trigerflansches an-
wendet, obschon diese Differentialgleichung auf der Voraus-
setzung beruht, daff die Stabquerschnitte eben bleiben, wihrend
sie hier zweifellos gekriimmt werden.

Ich habe mich von diesen fritheren Arbeiten jedenfalls
nicht befriedigt gefithlt und mich daher bemtiht, eine besser
zutreffende Losung zu finden. Da es sich nur um eine Néhe-
rungslosung handeln kann, erschien es angezeigt, zunichst
durch unmittelbare Messungen einen Uberblick dariiber zu er-
langen, wie sich ungefihr die Formiinderung bei der Ver-
drehung in solchen Fillen tatsiichlich vollzieht. Darauf werden
sich dann geeignete Niherungsannahmen stiitzen lassen, die einer
praktisch brauchbaren Theorie zu Grunde gelegt werden kinnen.
Da diese Messungen schwierig und sehr mithsam sind, werden sie
freilich nicht so bald zum Abschlusse gebracht werden konnen.

AuBer dem experimentellen ist aber auch noch ein anderer
Weg moglich, der wenigstens fiir den einfachsten Fall des
elliptischen Stabquerschnitts zu einer Losung fiihrt, fir die
es nicht notig erscheint, sie durch Versuchsergebnisse erst noch
besonders zu stiitzen. Diese Losung wird zugleich auch ein
Muster dafiir abgeben kénnen, nach dem man sich fiir andere
Fille richten kann und aus diesem Grunde will ich sie hier
ver6ffentlichen, ohne zuvor den Abschluf der Versuche mit
den Doppel-T-Trigern abzuwarten.

1) A. Senft, Uber die Beanspruchung durch Drehmomente. Zeitschr.
f. Bauwesen, Bd. 69, S. 683, 1919.
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Eine Hinderung der Querschnittswélbung kann auf ver-
schiedene Arten herbeigefiihrt werden. Im einfachsten Falle
geschieht dies, indem ein Stabende derart befestigt wird, daf
es als vollkommen eingespannt gelten kann, in demselben Sinne,
in dem man von einer Hinspannung bei der Biegung eines
Stabes redet, so niimlich, daB kein Punkt des Einspannquer-
schnitts eine Verschiebung & in der Richtung der Stabachse
ausfithren kann. Dieser Fall liegt z. B. vor bei GuB- oder
Schmiedestiicken, die aus einem stabférmigen Korper bestehen,
der an einem Ende in eine starke Platte ausliuft, die senk-
recht zur Stabachse steht und hinreichend steif ist, um jede
merkliche Kriimmung der Stabquerschnitte in ihrer unmittel-
baren Nachbarschaft zu verhindern.

Ein anderer Fall liegt vor, wenn ein Stab durch drei
drillende Kriftepaare belastet wird, von denen zwei an den
heiden Enden angreifen, im gleichen Sinne drehen und gleich
grofi sind, wihrend das dritte Kriftepaar in der Stabmitte
angebracht ist, im entgegengesetzten Sinne dreht und doppelt
so grofy ist wie eins der vorigen. In diesem Falle kdnnen sich
zwar die Endquerschnitte wélben, nicht aber der Mittelquer-
schnitt, der aus Symmetriegriinden notwendig eben bleiben
mufB. Darauf hat schon Timoschenko hingewiesen. Jede der
beiden Stabhilften verhilt sich dann genau so wie ein Stab,
der am einen Ende eingespannt und am freien Stabende durch
ein verdrehendes Kriiftepaar belastet wird.

Dann moge noch ein dritter Fall angefiihrt werden, nim-
lich ein Stab, der so lang ist, daf man ihn als unendlich lang
ansehen kann und an dem in zwei Querschnitten, die nicht zu
weit von der Stabmitte entfernt sind, zwei im entgegengesetzten
Sinne drehende Kriftepaare von gleicher Grofe angreifen.
Nach dem Prinzip von de Saint-Venant in seiner allgemeinsten
Fassung konnen die in groferen Abstinden von dem Mittel-
stlick liegenden Stabteile keine merkliche Forménderung durch
die angegebenen Lasten erfahren. Die Querschnitte bleiben
also dort eben und erst bei Anniiherung an das Mittelstiick
gelangt man zu Querschnitten, die sich mehr und mehr kriimmen.
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Hier wird also die wenigstens teilweise Behinderung der mit
einer einfachen und reinen Verdrehungsbeanspruchung ver-
bundenen elastischen Forminderung auch in dem mittleren
Stabteile durch den Zusammenhang mit dem sich nach aufen
hin anschliefienden unbelasteten und im iibrigen vollig freien
Stabteile herbeigefithrt.

Der Einfachheit halber wollen wir uns hier auf die Be-
handlung des zuerst angeftihrten Falles eines an einem Ende
eingespannten Stabes beschriinken, da ohnehin leicht ersicht-
lich ist, daB sich die iibrigen Fille in ganz #hnlicher Weise
erledigen lassen. Nach dem Prinzip von de Saint-Venant it
sich hier wiederum schliefien, dak sich der Einflug der Ein-
spannung nur in den nicht zu weit vom Kinspannquerschnitte
entfernten Stabteilen bemerklich machen kann. Wir wollen
voraussetzen, daf der Stab lang genug ist, um schon in der
Stabmitte und dariiber hinaus diesen Einfluf vernachlissigen
zu kdnnen. In diesen Stabteilen kann sich dann die elastische
Formiinderung nicht mehr merklich von jener unterscheiden,
die der gewdhnlichen Theorie der Drillung, also der von
de Saint-Venant gegebenen Losung entspricht.

Die X-Achse des rechtwinkligen Koordinatensystems, auf
das sich die vorher schon angeschriebenen Gleichungen be-
zogen, mdge mit der Stabachse zusammenfallen und die YZ-
Ebene mit dem Einspannquerschnitte. In Anlehnung an Gl. (1)
machen wir dann fiir die Verschiebungskomponente & den Ansatz
a* — b*
aadh® G
worin y ein ,Freiwert ist, der seine nihere Bestimmung
spiterhin noch finden wird. Jedenfalls ist er unabhingig von
den Koordinaten zy 2. Der Ansatz entspricht einerseits dem
Prinzip von de St.-V., indem das Zusatzglied flir = o zu
Null wird und andererseits der Grenzbedingung fiir den Ein-
spannquerschnitt. :

Ferner diirfen wir erwarten, daf ebenso wie in der ge-
wohnlichen Theorie der Drillung auch hier die Spannungs-
komponenten

e

Myz(1— e, ®
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Oy == 0, ==

zu setzen sind. Dagegen kann in unserem Falle die in der
Richtung der Stabachse gehende Spannungskomponente o, nicht
mehr gleich Null sein; vielmehr ergibt sich dafiir

T N el 2(m+1) A
o ! aadt® T m Rzept

0 = 3)

Die Bedeutung der Buchstaben ergibt sich schon aus dem
Zusammenhange und stimmt mit der in der Technik und auch
in meinen Lehrbiichern gebrauchten Beziehungsweise hier und
in der Folge iiberein. Zuletzt ist von der bekannten Beziehung
zwischen den Elastizitdtskonstanten

G — m I
2(m+41)
Gebrauch gemacht worden.

‘Wir haben jetzt die Schubspannungskomponenten 7 so
zu wihlen, daf sie mit den bereits festgestellten Normal-
spannungen o iiberall (leichgewicht herstellen. Die Gleich-
gewichtsbedingungen lauten hier

20z 81,,x T
__,___, —
323
az,,,, 9T,y
ATay Ity _ 4
ox + oz “)
a_z.l‘.l + a'l']/z =0
dx 2y )

Thnen liBt sich geniigen, indem man zunichst
1y = k(a*b® — b2y — a2V . e~ 7% (5)

setzt und sich vorbehilt, 7., und 7., dementsprechend zu be-
stimmen. Fiir £ = o verschwindet, wie es sein muf, dieser
Wert von 7,. bei allen Werten von y und ¢ in Ubereinstim-
mung mit der Losung von de St.-V. und im Querschnitts-
umfange verschwindet auBierdem 7,, auch fiir jeden Wert von 2,
wie es die dort bestehende Grenzbedingung verlangt. Unter
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% ist ein vom Verdrehungsmomente J abhingiger Festwert
zu verstehen, der sich nachher ergeben wird.

Damit die letzten beiden der Gleichungen (4) erfiillt wer-
den, hat man zu setzen

7 (6)
T k.
Ter = — y s .4]01)2y(a2[)2_bzyZ_QZZﬂ)— na“by'

Bei der Ausfihrung der Integration nach z, die zur Ab-
leitung dieser Formeln nitig ist, hat man die letzten Glieder
als von z unabhiingige Integrationskonstanten beizufiigen, so
wie sie der Theorie von de St.-V. entsprechen. Die ersten
Glieder verschwinden bei jedem Werte von z am Querschnitts-
umfange, so dafi die Grenzbedingungen iiberall erfiillt sind.

Die Rechtfertigung fiir den in Gleichung (5) gewihlten
Ansatz fiir 7,, ergibt sich jetzt daraus, dafi die erste der
Gleichungen (4) durch alle diese Werte identisch erfiillt wird,
falls man die bisher unbestimmt gebliebene Konstante % ent-
sprechend wihlt. Eine einfache Rechnung lehrt, dak man zu
diesem Zwecke

L g @t =0 m41
b= 8ra®h® m 2 0
zu setzen hat.

Der durch die aufgestellten Formeln beschriebene Span-
nungszustand gentigt streng allen statischen Anforderungen
mit EinschluB der Grenzbedingungen. Dabei kann der Kon-
stanten y noch jeder heliebige Wert beigelegt werden und um
diesen Umstand ausdriicklich hervorzuheben, wurde ; vorher
schon als ein ,Freiwert® bezeichnet.

Mit den aus dem elastischen Verhalten des Korpers her-
vorgehenden Anforderungen ist dieser Spannungszustand frei-
lich nicht vereinbar. Die ihm entsprechenden Forminderungs-
komponenten miifiten nimlich, wenn die Losung streng richtig
sein sollte, den ,Vertriglichkeitsgleichungen“ gentigen und
man iiberzeugt sich leicht, daf diese Bedingung nicht erfiillt ist.
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Wir hatten aber von vornherein schon auf eine strenge
Losung der Aufgabe verzichtet und wollten uns mit einer hin-
reichend gut zutreffenden Niherungslosung begniigen. Wir
diirfen erwarten, zu einer solchen zu gelangen, wenn wir den
Freiwert y nachtriiglich so bestimmen, daB er die in dem Stabe
aufgespeicherte Forminderungsarbeit zu einem Minimum macht.
Dieses Verfahren wurde zuerst von Ritz benutzt und wird ge-
wohnlich nach ibm benannt. In dem von mir gemeinschaft-
lich mit L. Foppl herausgegebenen Buche ,Drang und Zwang*®
ist es ausfithrlich besprochen und begriindet und auf zahlreiche
Beispiele angewendet worden. Hier soll es genau in derselben
Weise gehandhabt werden, wie es dort geschehen ist.

Wir gehen aus von der Formel fiir die auf die Raum-
einheit bezogene Forminderungsarbeit A, nimlich

eord 2 2 ) 1
i ZG[é-(U'uﬁ— dyadgi= 2(m+1)

2 2 2
+ Try + T2 + Tyz:l,

die sich aber in unserem Falle wegen o, = g, = 0 verein-
facht zu
A= gl—G [m}:—_ 15 Oi 1= Tiy + TZ: + TilJ'

Die im ganzen Stabe aufgespeicherte Forménderungsarbeit A4
folgt daraus durch eine Integration iiber den Querschnitt und
iber die Stablinge von = 0 bis # = /. Hierbei wollen wir
annehmen, daf der Stab so lang ist, daB sich die in der Nihe
des eingespannten Querschnitts auftretenden Spannungsstérungen
nur auf einen kleinen Teil der ganzen Stablinge erstrecken.
Unter dieser Voraussetzung kann man genau genug

(0: + oy + 02)*

i ©
fe“ff dx = J'c”i'xclx —= 1
0 0 /
setzen. Wir bilden zuerst

@

ffa?,dFdx —ptyt fc”?" dx j‘y"zz alr, (8)

v
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wobei der Buchstabe ¢ zur Abkiirzung fiir den Ausdruck

_ar—b 2(m+1)
T addb® om 9)

dient. Fiihrt man die Integrationen aus, so erhilt man

373
ffoxdFdx—_cQ; e b . (10)

Wir kommen jetzt zur Berechnung des Integrals

2 4
Jf oy dedl = 87‘:’3‘1 fz‘z(cﬂbz—b’y“—a%ﬂ)zdl"
/
B ]6]i[ka

T b’

f 2@ — 0y —a*)dI 4+ 42]'12 blsf 22d I

Die hierin noch vorkommenden Integrale iiber den ellip-
tischen Querschnitt berechnet man am einfachsten, indem man
die Ellipse als rechtwinkelige Projektion eines Kreises ansieht
und die Integrale aus den fiir die Kreisfliche giiltigen ableitet.
Man erhiilt auf diesem Wege leicht

227 b
24

na’ 3p5

fz’(cﬂbz Byt — a2 dF =
fzz(azbg BPy?—a®2?) dlI =

und im ganzen ergibt sich bei Benutzung dieser Formeln

altaty 4Lty M
J‘J‘ru,dxdf-— i ~ g gy D

Gienau ebenso kann man auch das folgende Integral be-
rechnen und erhilt dafiir

. L alrdlb | 4 Mkatbt | M
ffn,dxdz R T T

Das letzte Integral lifit sich einfacher ausrechnen und
man findet dafiir

2 ;2 k?
f r;,dxdF=2i;,f(aﬁb2—ba — @) AL = PR . (13)
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Die ganze Forminderungsarbeit A liBt sich aus diesen
Gliedern bilden, nimlich

_ [ m . watb? 77. a b 4t 43
A_ZG[Z(W-H)C’ 8 T (@® + 07
4 MEa®t? el

3,8 (a® — b?) + A b (@ 4- %) + 10 agbg. .

Hier sind nun noch die Werte von ¢ und von % einzu-
setzen. Dabei kann man aber die Glieder durch Herausheben
gemeinschaftlicher Faktoren erheblich zusammenzichen, so daf;
man auf einen verhiltnismiBig einfach gebauten Ausdruck ge-
langt. Er lautet

A=~l (m—l— 1) . (a2_be)2 t;"; a8(1),2+ s 0 m ”J

2G m Sma®bh? 24 w41’
1 D2 (a4 b2) (14)
+ 26G aathd -

Diesen Ausdruck differentiieren wir nach 7 und setzen
den Differentialquotienten gleich Null. Damit erhalten wir
fiir y die Bestimmungsgleichung

a2y 48 =

Durch Auflgsen ergibt sich zunéchst

P “2_'*‘ b? ’I/(a“ + b“)“’ 1633%
! atl? m —+ 1

(15)

Fir y ist nur eine Wurzel brauchbar, da den Bedingungen
der Aufgabe gemifi y notwendig reell und positiv sein muf.

Im wesentlichen ist hiermit die Aufgabe bereits geldst.
Nachdem y bekannt ist, findet man nimlich nicht nur alle
Spannungskomponenten nach den dafiir aufgestellten Formeln,
sondern auch der Verdrehungswinkel des Stabes, auf den es
fir die weitere Verwendung der Theorie hauptsiichlich an-
kommt, kann nachtriglich ebenfalls leicht daraus berechnet
werden. Bezeichnet man diesen Winkel mit 4 ¢, wobei durch
das Zeichen 4 darauf hingewiesen werden soll, dak der Winkel



Die Beanspruchung eines Stabes von ellipt. Querschnitt. 271

jedenfalls als klein anzusehen sein wird, so folgt A¢ aus
der Arbeitsgleichung

1MAp = A, (16)
in die man A4 aus Gleichung (14) einzusetzen hat.

Es bleibt nur noch iibrig, an einigen Zahlenbeispielen
zu zeigen, was man ungefihr zu erwarten hat. Hierfiir soll,
wie iiblich, die Poissonsche Konstante m = 4 gesetzt werden.
Fir den kreisformigen Querschnitt, also fiir a = b folgt aus

Gleichung (15) 1
y=145" .

Freilich handelt es sich dabel nur um einen Grenzfall, in
dem unsere Formeln ihre Bedeutung verlieren. Mit a =15
wird nimlich % nach Gleichung (7) zu Null und hiermit ver-
schwinden alle Glieder in den Spannungskomponenten, in denen
7 vorkommt, so daB nur noch die von de St.-V. gegebene
Losung iibrig bleibt.

Als zweites Zahlenbeispiel betrachten wir den Fall @ = 105,
der einer schon recht stark abgeplatteten Querschnittsellipse
entspricht. Hierfiir ergibt sich

1 1
y = 0,265 - = 0,265 - 3

Fiir die Berechnung von A ziehen wir die in der eckigen
Klammer von Gleichung (14) vorkommenden Glieder zusammen zu
o’ a’4-0" 4] 10,49 | 7,07 i .
,[ ————i—, 54 '_5_] l80 +—— 54 0,8J———~0,50,.

Der von y abhingige Teil des Ausdruckes fiir 4 wird
hiernach negativ und man iberzeugt sich auch leicht, daf
er bei allen iiberhaupt in Betracht kommenden Abplattungen
negativ ausfallen wird. Das lief sich von vornherein erwarten,
da die Einspannung des Anfangsquerschnitts eine Erschwerung
der elastischen Forméinderung mit sich bringt, die nur eine
Verminderung, aber keine Vermehrung der elastischen Form-
inderungsarbeit zur Folge haben kann.
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Hierauf ergibt sich beim weiteren Ausrechnen von 4 nach
Gleichung (14)
M*?
und fiir den Verdrehungswinkel 4¢ folgt aus Gleichung (16),
wenn man den Wert von s einsetzt und a durch b ersetzt

M
G

Das erste Glied in der Klammer entspricht dem Ver-
drehungswinkel fiir den Fall ungehinderter Querschnittswilbung
und das zweite Glied der Verminderung, die durch die Ein-
spannung des Anfangsquerschnitts herbeigefithrt wird. Diese
Verminderung ist eben so groB, als wenn die Stablinge [ um
2,5 b verkiirzt wire. Fiir einen Abstand 2 = 2,50 vom Ein-
spannquerschnitte wird andererseits y2 = 0,66 und ¢~ 7= = 0,41.
Bis zu dieser Stelle hin haben sich daher die in den Glei-
chungen (3) bis (6) fiir die Spannungskomponenten auftreten-
den, mit y behafteten Glieder bereits auf 0,41 ihres Wertes
im Einspannquerschnitt vermindert.

Ao = (0 032 0,08) )

Wir berechnen weiter die Normalspannung ¢, im Ein-
spannquerschnitt. Fiir den Fall @ = 105 erhilt man dafiir
nach Gleichung (3)

Yz 4
0. = 0,021 ) M.

Der grobte Wert, den o, annimmt, sel mit Omax hezeichnet.
Diese Spannung tritt am Umfange des Kinspannquerschnitts
an jener Stelle auf, fiir die y2 den groBtmoglichen Wert %b
oder jetzt 50? erreicht. Hiermit folgt

M
b3
Wir vergleichen diesen Wert mit der groften Schub-

SPannung Tmax, die im Stabe vorkommt. Diese entspricht der
von de St.-V. aufgestellten Formel, da im Einspannquerschnitt

Omax = 0,105
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oder in seiner Nihe keine Vergrofierung von 7 iiber das im
vollig freien Stabe vorkommende MaB hinaus stattfindet. Man
hat daher

s = 2 = 0,0687

Der Vergleich lehrt, daf die absolut gréfite Spannung im
im Einspannquerschnitt auftritt und daB oy, fiir den Fall
=100 das 1,65-fache von 7,,. ausmacht. Hierbel ist
jedoch zu beachten, daB fiir die meisten Baustoffe die Schub-
beanspruchung an sich gefihrlicher ist als eine gleich grofe
Zug- oder Druckbeanspruchung. In der Regel wird daher
keine besondere Krhshung der Bruchgefahr durch die Ein-
spannung zu erwarten sein.

Endlich kann man auch noch den Grenzfall ins Auge
fassen, daf a als unendlich grof gegen b angesehen werden
kann. Praktisch ist dieser Fall insofern von Bedeutung, als
er zugleich auch eine ungefihre Abschitzung dafiir ermog-
licht, wie die Verhiltnisse bei einem rechteckigen Querschnitt
von dem gleichen Seitenverhiltnisse ungefihr liegen diirften.
Fiir diesen Fall erhilt man als Losung von Gleichung (15)

] 8m — 253
m 41 P

und wenn man diesen Wert in Gleichung (14) einfithrt und
hierauf 4¢ nach Gleichung (16) berechnet, ergibt sich

M [l
19 = gz (4 —0),

was mit dem Falle @ = 10 b fast ganz iibereinstimmt. Endlich
erhiilt man noch fiir 6,,,; in derselben Weise wie vorher

M

Omax = 3116 ‘;ab2
v

oder das 1,58-fache von vy, fiir denselben Fall.



