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Ausnahmefachwerke und ihre Determinante.

Von Heinrich Liebmann.

Vorgelegt in der Sitzung am 8. Mai 1920.

§ I. Einfiihrung und Ubersicht.

Ausnahmefachwerke sind Fachwerke, die die Grund-
bedingung des sowohl kinematisch wie statisch bestimmten
Fachwerks erfiillen, nimlich in der Ebene die Beziehung s =
2k —3, im Raum die Beziechung s = 3% — 6 zwischen der
Anzahl s der Stibe und der Anzahl % der Knotenpunkte, die
aber doch im Stande sind, innere Stabspannungen aufzunebmen,
ohne daB in den Knotenpunkten #uBere Kriifte angreifen
(statischer Ausnahmefall). Diese Fachwerke gehoren nach
A. Foppl?) zugleich den kinematischen Ausnahmefillen an,
d. h. sie lassen infinitesimale innere Bewegungen zu, die
dadurch charakterisiert sind, da wohl die Stablingen, nicht
aber die Winkel je zweier Nachbarstibe unverindert bleiben.
(Fachwerke, die endliche innere Bewegungen zulassen, wie
in der Hbene das bekannte Fachwerk [s = 9, k = 6], das aus
zwei kongruenten gleichgestellten Dreiecken besteht, deren ent-
sprechende Ecken durch drei parallele gleichlange Stibe ver-
bunden sind, oder im Raum das bekannte Bricardsche Oktaeder
[s =12, k == 6], wiren als Mechanismen zu bezeichnen).
DaB statischer und kinematischer Ausnahmefall sich decken,
ist tibrigens fiir Dreiecksflechtwerke oder Trigonalpolyeder leicht

1) A. Foppl, Theorie des Fachwerks, Leipzig 1880, S. 36.
Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jahrg, 1920, 14



198 H. Liebmann

direkt zu erweisen'). Ebenso ist leicht zu sehen, dak sich
fir Polyeder mit starren Seitenflichen, die iibrigens keineswegs
ebene Polygone zu sein brauchen, sofort innere Stabspannungen
konstruieren lassen, wenn bei ihnen innere Bewegungen mig-
lich sind?).

Diese Eigenschaft der Ausnahmefachwerke lifit sich bei
der eben erwiithnten Gattung leicht aus der bekannten, nach
F. Lindemann?) keineswegs an die Giltigkeit des Parallelen-
postulates gebundenen Analogie zwischen Kriiften und infini-
tesimalen Rotationen beweisen. Unten (§ 4, Nr. 4) ist die
Gelegenheit wahrgenommen, die Analogie allgemein auch fir
den nichtenklidischen Fall zu begriinden.

In § 2 wird zunichst der Ausnahmefall beim Oktaeder
besprochen. Da (nach Abfassung der vorliegenden Unter-
suchung) die bereits erwiihnte Arbeit von Blaschke erschienen
ist, durfte die statische und die kinematische Begriindung fiir
den Ausnahmefall, also die Untersuchung und Aufstellung der
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir das ,wacke-
lige“ mit ,inneren Eigenspannungen® vertrigliche Achtflach
gekiirzt dargestellt werden (Nr.1). In Nr. 2 wird zunichst
ein vielleicht auch in der Praxis moglicher Spezialfall besprochen
und sodann eine Beziehung zu den Flichen zweiten Grades
hergestellt.

§ 3 ist analytischen Untersuchungen gewidmet. Es wird
némlich die Fachwerkdeterminante D, deren Verschwinden nach
Foppl die notwendige und hinreichende Bedingung fiir den
Ausnahmefall ist, wirklich aufgestellt, in Nr. 1 fiir das Okta-
eder, in Nr. 2 fiir ein gewisses Dekaeder (windschiefes Fiinf-

1) Vgl. M. Dehn, Uber die Starrheit konvexer Polyeder (Math.
Annalen 77, 1916, S. 466—473).

%) Vgl. W. Blaschke, Uber affine Geometrie, XXVI, Wackelige
Achtflache (Math. Zeitschrift 6, 1920, S. 85—94). — ,Wackeligkeit® ist
iibrigens nicht nur affin ‘nvariant, sondern projektiv invariant! (Vgl.
unten § 4, Nr. 2.)

3) F. Lindemann, Uber unendlich kieine Bewegungen und iber
Kraftsysteme bei allgemeiner projektivischer MaBbestimmung, § 11,
S.116—118 (Math. Annalen 7, 1874, S. 56—143).
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eck, die Ecken noch mit zwei weiteren Knotenpunkten durch
Stiibe verbunden).

Der Zweck dieser Aufstellung war, die Gleichung fiir den
gefihrlichen Ort zu finden, d. h. fiir die Fliche, an die ein
Knotenpunkt P; gebunden ist, wenn bei Festlegung der iibrigen
Knotenpunkte im Raum der Ausnahmefall vorliegen soll. Dabei
fand sich in Nr. 2 Gelegenheit, die erhaltene Gleichungsform
der Fy mit einem Knotenpunkt zur Ableitung der bekannten
Eigenschaften dieser Fliche!) zu verwenden.

In Nr. 3 wird dann das Fachwerk vom Doppelpyramiden-
typus (n-Eck, jede Ecke noch mit zwei weiteren Knotenpunkten
verbunden; k=% + 2, s = 3% = 3% — 6) heuristisch be-
handelt als Verallgemeinerung der in Nr.1 und 2 besprochenen
Fille n = 4, n = 5. Zur volligen Aufklirung iiber die dort
aufgestellten Vermutungen miiten jedenfalls weitergehende kom-
binatorische Hilfsmittel herangezogen werden.

Die Entwickelung der Fachwerkdeterminante in eine Summe
von Produkten drei- bzw. vierreihiger Determinanten fiihrte
ganz von selbst zur Verwendung einer Symbolik (vgl. § 3,
Nr. 2, Formel (1), ferner § 4, Nr. 2, Fubnote usw.), deren
sich der frith verstorbene Mathematiker M. Reiff mit grofiem
Erfolg bedient hat?). .Seine Leistungen, im allgemeinen wenig
beachtet?®), sind neuerdings von Study wieder zu einem wich-
tigen Instrument der Forschung erhoben und ausgebaut worden.

1) Vgl. z. B. Pascals Repertorium der htheren Mathematik II
(Erste Auflage), Leipzig 1902, Kap. XI, insbesondere S. 289.

%) M. Reif, Analytisch-geometrische Studien. Math. Annalen 2
(1870), 8. 885—426. — Auf diese Arbeit hat mich mein verehrter Kollege
F. Engel hingewiesen, nachdem meine Untersuchungen abgeschlossen -
waren.

8) Weder der einschligige Enzyklopiidieartikel [ A 2 von E. Netto
noch G. Kowalewskis Einfiihrung in die Determinantentheorie (Leipzig
1909) wiirdigen die Verdienste von M. Reifi. Dagegen vergleiche man
E. Pascal (Die Determinanten, tibersetzt von H. Leitzmann, Leipzig
1900, 8. 84) und E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1902, S. 127.

14*
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Reif hatte sich eine Aufgabe gestellt, die wir, speziali-
siert auf (ebene) algebraische Kurven C, und auf algebraische
Flichen F),, so aussprechen konnen. Gegeben seien die recht-
winkligen oder die homogenen Koordinaten von

_ @A D@D, @t DE4D )
n — 2 . n — 6

Punkten. Hs soll die Determinante D, deren Verschwinden
besagt, dat die ¢, (fu) Punkte auf einer U, (I,) liegen, in
eine iibersichtliche Form gebracht werden?). Diese neuc Deter-
minante ,E“, zu der Reiff gelangt, hat nun gerade die Gestalt,
welche die Fachwerkdeterminante D durch Laplacesche Ent-
wickelung ganz von selbst annimmi. Sie ist ndmlich eine Summe
von Produkten von Determinanten, die bei Beniitzung recht-
winkliger Koordinaten die Bedeutung von Dreiecks- (bzw. Tetra-
eder~)inhalten haben, abgesehen von den Zahlenfaktoren zwei
(und sechs). Bei der Determinante & sind die Eckpunkte dieser
Figuren gewisse Tripel (Quadrupel) der ¢, (f.) Punkte, welche
auf der C, (I,) liegen sollen, bei der Fachwerkdeterminante
selbstverstindlich Knotenpunkte des Fachwerks?).

In § 4 werden einige allgemeine Sitze iiber die Fachwerk-
determinante D) bewiesen. Dabei ist vorerst (Nr. 1) die Be-
schrinkung auf Fachwerke mit mindestens einem Stabdreieck
angebracht, weil andernfalls erst weitere Untersuchungen iiber
die Abhingigkeit der (3 k¥ — 9)-reihigen Determinante der Fach-

1} Die Reifische Darstellung der C, (F,), die auf diesem Wege
erhalten wird — und deren Durchfilhrung nach dem Zeugnis des Ent-
deckers (a. a. O., S. 394) im einzelnen Schwierigkeiten zu iiberwinden
hat — ,enthilt die wahre analytische Darstellung der GraBmannschen
Erzeugung von Kurven und Flichen® (briefliche Aufierungen von F. Engel).
Vgl. Grafimanns Werke, herausgegeben von F. Engel, Band III, 2,
Leipzig 1911, S. 105--108.

2) Diese besondere Struktur der Fachwerkdeterminante hat — fiir
Trigonalpolyeder — bereits Dehn a. a. O. herangezogen bei seinem
Beweis des Cauchyschen Satzes iiher konvexe Polyeder.
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werk-Matriz (vgl. § 4, Nr. 4) von 3% — 6 Zeilen und 3 & Reihen
der vermutlich sehr umstindlichen Durchfithrung im einzelnen
bedurft hitten!). Sodann wird (Nr. 2) die projektive In-
varianz von D bewiesen und dabei der Grad g; fiir den ,ge-
fihrlichen Ort“ (s. oben) eines beliebigen Knotenpunktes P,

erkannt. Er ist gr = 0, — 2,

wobei o, die Anzahl der von P, ausgehenden Stibe ist?).
Endlich wird noch gezeigt (Nr. 3), daB D auch bei Einfiih-
rung projektiver MaBibestimmung invarianten Charakter zeigt,
und daB (Nr. 4) auch in der nichtenklidischen Geometrie —
ohne Beschrinkung auf Fachwerke mit Stabdreiecken — sta-
tischer und kinematischer Ausnahmefall sich decken.

Wie schon diese Ubersicht erkennen 1iBt, war mehrfach
Gelegenheit, Fragen zu streifen, deren endgiiltige Erledigung
noch iiber den Rahmen der hier begriindeten Ergebnisse hin-
ausgeht.

§ 2. Der Ausnahmefall beim Oktaeder.

1. Die notwendige und hinreichende Bedingung.
Es moge ein Oktaederfachwerk vorliegen, also vier in Knoten-
punkte verbundene Stibe (12), (23), (34) und (41); die Knoten-
punkte 1 bis 4 sind noch mit zwei weiteren Punkten 5 und 6
durch Stibe verbunden?).

Wir erortern den Ausnahmefall zunichst statisch, fragen
also: Welche Bedingungen sind dem Fachwerk aufzuerlegen,
damit innere Spannungen moglich sind, die in jedem Knoten
die Resultante Null fiir die Gelenkdriicke ergeben?

1) Die Hilfsmittel dazu liegen vor. (Pascal, Determinanten, § 29
bis 81 (S. 119—124).

%) L. Henneberg, Die graphische Statik der starren Systeme
(Leipzig 1911) gibt fiir den Grad des ,gefshrlichen Ortes“, oder nach
seiner Ausdrocksweise, der ,Grenzfliche®, S. 665 richtig g, = 2 bei
o, = 4, dagegen S. 669 g, == 4 (statt 3) bei o, = 5.

%) Wir bezeichnen hier die Knotenpunkte zumeist durch Ziffern 1, 2...
und nur ausnahmsweise mit Py, P, usw. die Stiibe durch die Ziffern der
Endpunlkte in ( ) gesetzt, entsprechend die Stabdreiecke.
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Die Spannungen in den Stiben des Dreiecks (3 4 5) er-
geben Gelenkdriicke

Ky = — Ky, Kjy=— K547 Kss = — K.
Es sei ferner
Ks = Km + Kss 1
K, = K+ K,
Ky = K + K.

Dann haben die Kriifte K;, K, und K, zusammen die
Resultante Null, ihre Angriffslinien gehen also durch einen
Punkt der Ebene E, . K, soll

! sich dann in zwei Kriifte zerlegen

lassen, K, und K;; nach den Sti-

ben (32) und (36), also muk die

Angriffslinie von K; mit diesen

Stiben in einer Ebene liegen, sie

ist also die Spur der Ebene

3 auf F,,., und Entsprechendes gilt
4 ® fir K, und K,. (Vgl. die schema-
Fig. 1 tische, nur als Merktafel der Be-

zifferung gedachte Figur 1.)

Es gilt also der Satz: Damit beim Oktaederfachwerk der
Ausnahmefall eintritt, miissen die Spuren der drei Ebenen
(z. B. Ey, Eg,, E,5), in denen die an ein Dreieck, z. B.
(261) mit einer Kante angrenzenden Dreiecke liegen, auf der
Ebene des Gegendreiecks (hier (345)) durch einen Punkt gehen.

Oder kiirzer (Blaschke):

Die Ebenen von je vier Dreiecken, die keine Kante gemein
haben, miissen durch einen Punkt gehen.

Dak diese Bedingung auch hinreichend ist, kann nach-
triglich durch Angabe eines — bis auf einen gemeinsamen
Faktor bestimmten — Systems innerer Spannungen bewiesen
werden, die zunéichst in (34), (45), (53) so angenommen werden,
daB die Gelenkdriicke in 3, 4, 5 die Spuren der Ebenen E,,
B, E,;, zu Angriffslinien haben und eine Resultante vom
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Betrag Null besitzen; die Fortpflanzung der Spannungen in
den Stiben ist dann leicht anzugeben.

Dieselbe Bedingung erhilt man kinematisch so: Wenn
eine (unendlich kleine) starre Bewegung des Dreiecks (34 5)
moglich sein soll, bei der die Punkte 1, 2, 6 ihre Lage nicht
indern, so miissen dabei die Punkte 3, 4, 5 Bahnelemente be-
schreiben, die zu den Ebenen E,, E,,, E,;, senkrecht stehen.
Diese Ebenen sind also die den drei Punkten zugeordneten
»Nullebenen“ des zur geforderten infinitesimalen Bewegung ge-
horigen Nullsystems. Die Nullebenen dreier Punkte 3, 4, 5
einer Ebene E,, gehen aber durch einen Punkt dieser Ebene
-— und damit ist also nochmals gezeigt, daB, um ,Wackelig-
keit“ zu erreichen, die bezeichneten vier Ebenen durch einen
Punkt gehen miissen.

2. Gestalt der wackeligen Achtflache. Fachwerke
die die abgeleitete Bedingung erfiillen, sind leicht herzustellen.

Man geht von (345) aus und legt die drei Ebenen E,, E,
und E; durch einen beliebig auf der Ebene E,,, angenom-
menen Punkt P (zwei Freiheitsgrade) und die Geraden P 3,
P4, P5 (weitere drei Freiheitsgrade). 6, 1 und 2 sind dann

drei im iibrigen beliebige Punkte auf den drei Geraden Ej ><_E4,

E, < E;, E, < E,. Es bleiben also nach Festlegung von (34 5)
noch acht Freiheitsgrade?).

Ein einfacher, in der Praxis bei krahnihnlichen Gertisten
vielleicht nicht ausgeschlossener Spezialfall hievon ist das fol-
gende Fachwerk: Die Punkte 1, 2, 3, 4 liegen in einer Ebene,
es seien die Schnittpunkte (g5, g5,) bzw. (gyq, g,,) noch mit 7
und 8 bezeichnet; wir fordern, dak 5 und 6 in einer KEbene
durch g,, liegen.

1) Bricards Konstruktion des Oktaeder-Mechanismus (octaddre
articulé) zeigt nach Wahl eines Dreiecks A BC noch zwei Freiheits-
grade; sie beginnt auch mit Wahl eines willkiirlichen Punktes in der
Ebene des Dreiecks (Journal de Math. (5) B, (1897) p. 144).
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In diesem Falle liegen
2368 in der Ebene F,gy,

1 4: 6 8 ” ” ” E]M;!
1 2 5 7 » " ” —E1257
3457 , S

Die Spuren von L, und I, auf F,,, gehen daher durch
den Schnittpunkt der beiden Geraden gy und g,,; die Spur
von E,,, auf F,, aber ist die Gerade g,;, also gehen in der
Tat die drei Spuren durch einen Punkt.

Im allgemeinen Fall ist 1234 ein windschiefes Vierseit.
Um dann bei gegebenem 5 die Lagebeschriinkung fiir 6 aus-
findig zu machen, denken wir uns durch 5 die Treffgerade g*
von ¢,, und gy, also die Schnittgerade von E,, und FE;,
und durch 6 die Treffgerade g" von g, und g,,, also die
Schnittgerade von F,, und F,, gelegt. Diese vier Ebenen
sollen durch einen Punkt gehen, also miissen g’ und g¢" ein-
ander treffen. Dies bedeutet aber, daf der Punkt ¢ auf der
Fliche zweiten Grades liegt, dic dic vier Geraden ¢y, §gq, 951> Ju1
und den Punkt 5 enthdlt. (Vgl. die schematische Figur 2.)

Da bei dieser Betrachtung die Punkte (1, 2, 3, 4, 5, 6)
mit (2, 5, 4, 6; 3, 1) und (1, 5, 3, 6; 2, 4) vertauscht werden
konnen (vgl. Fig. 1), so ergibt sich noch der Satz: Liegen die

Tig. 2
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Punkte 5 und 6 beide auf derselben I, die g4, #sg, ¥, und g,,
enthiilt, so liegen auch 1 und 3 auf derselben g, 951, 946+ Jsa
enthaltenden F, und 2 und 4 beide auf derselben g,;, ¢,
Js5s Jg enthaltenden F,.

Im Hinblick auf das in § 3, Nr. 3 zu besprechende Fach-
werk vom Doppelpyramidentypus wollen wir hier bereits dar-
auf aufmerksam machen, dafi durch den Punkt 6 (spiiter P,.2)
zwel dem gefihrlichen Ort angehirige Gerade gehen, ndmlich
die Treffgeraden von g,,, g5, und von g, g,,. (In §3, Nr. 2
begegnen uns dann fiinf mit romischen Ziffern bezeichnete
Gerade durch einen bestimmten Knotenpunkt usw.)

Wiederholt man die hier gegebene Konstruktion genau
fir den Fall, daB 1, 2, 3, 4 in einer Ebene liegen, so kommt
man nur darauf, daB 5 und 6 beide in dieser Ebene E,,,,
liegen. Der zuvor besprochene Spezialfall muf also durch be-
sondere Konstruktion genommen werden, was unschwer ge-
lingt. Man sieht, daB die Ebenen E,,, und E,,, den Punkt 7
(919 < 93,) und die Ebenen E,,,, E,,; den Punkt 8 (g,4<g,,)
enthalten; der Grundforderung entsprechend, dag die vier Ebenen
durch einen Punkt gehen sollen, miissen also die Schnitt-
gerade g,, des ersten und die Schnittgerade g;, des zweiten
Ebenenpaares einander treffen, also in einer Ebene liegen.

Demnach lautet das Ergebnis in vervollstindigter Fassung:
Sind 1, 2, 3, 4 vier getrennte ein Viereck bildende Punkte
und liegt 5 auf keiner der vier Geraden ¢,,, ¢y4 s4s Ga1s SO
ist der gefihrliche Ort fiir 6 die durch die vier Geraden ge-
legte, den Punkt 5 enthaltende F),, wenn die Punkte 1 bis 4
ein windschiefes Viereck bilden. Liegen die vier Punkte aber
in einer Ebene K ,,,, so sind zwei Fille zu unterscheiden:
Liegt 5 in dieser Ebene, so ist 6 gar keiner Beschrinkung
unterworfen; liegt aber 5 nicht in E ,,,, so liegt 6 entweder
ebenfalls in dieser Ebene, oder in der durch 5 und die Schnitt-

punkte 7 von g,,, ¢;, und 8 von g,,, g,, gelegten Ebene Ej, 1).

!) Welche Ausartungen zeigt in diesen Spezialfillen der von
Blaschke a. a. O. in Gestalt eines M&biusschen Doppeltetraeders an-
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§ 3. Wackelige Fachwerke vom Doppelpyramidentypus.

1. Das Oktaeder. Es soll jetzt das Oktaeder analytisch
untersucht werden. Von den zwdlf Gleichungen, auf die die
Forderung unverinderter Stablingen fiihrt:

(@i —y) i — o) + (¥ — y) (0% — Sy)
4 (ei—2x) (02— da) = 0,
wobel fiir ik die Ziffernpaare (1,2)(2,3)(3,4) 4, 1); (1,5)
(2, 5) (3,5) (4, 5); (1,6) (2, 6) (3, 6) (4, 6) einzusetzen sind, lassen
wir die zu (1,2), (5,1) und (5,2) gehodrigen fort; dement-
sprechend setzen wir auch

(5x,=6y,=6z,=0(z= 1,2,5)

Das darf gestehen, denn auf die ,Wackeligkeit® des
Oktaeders hat es keinen EinfluB, wenn man die Ecken des Stab-
dreiecks (12 5) festhilt. Dann bleiben fiir die neun iibrigen
Koordinatenvariationen neun lineare homogene Gleichungen,
deren Determinante wir in leicht verstindlicher Symbolik so
schreiben koénnen:

|75 0 0 |
| T 00
Tog 0 7gg |
Teg 73y 0
D=|0mnr, 0
0 r, O
0 7 74
0 0 rg4
080 7,

Hier sind immer je drei Reihen zusammengefafit, z. B. be-
deutet 7,; die drei hintereinander stehenden Elemente

gegebene reziproke Krifteplan der inneren Spannungen? — Interessanter,
aber schwieriger zu behandeln wiire die Frage: Wie sondert man aus
den wackeligen Achtflachen die Bricardschen Oktaedermechanismen
aus? (Vgl. die vorige FuBnote, sowie Math. Enzyklopidie IV, 3 [Kine-
matik von A. Schoenflies] Nr. 21, S. 242),
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Zo— %y Yo—Ys %%
und jede Null vertritt drei hintereinanderstehende Nullen.
Fihrt man noch die Abkiirzung ein

Ty —%;, Yo— Y. & — 2
DHdpv) = T —Zu Y — Yu & — &
T — 2y Y—Y» “x— & |

so kann man die entwickelte Determinante D einfach schreiben
und erhiilt als analytischen Ausdruck fiir die Forderung der
» Wackeligkeit“ die Gleichung:

D = D (2356) D (1345) D (1246)
— D (2345) D (1456) D (1235) = 0.

Hieraus sind unsere oben (§ 2, Nr. 2) gefundenen Ergeb-
nisse wieder abzulesen: Hilt man die Punkte 1 bis 5 fest, so
beschreibt 6 eine Fliche zweiten Grades. Wihlt man 6 so, dai

D (1246) = D (1236) = 0,

so ist die Gleichung erfillt, also gehort die Gerade g,, dem
angegebenen gefihrlichen Ort I, an; dasselbe liBt sich fiir
Gsss Use und g,, nachweisen. Der Punkt 5 liegt auf der
Fliche wegen

D (2355) = D (1455) = 0.

Liegen 1, 2, 3, 4 in einer Ebene E,4,, so spaltet sich von
der (leichung ein linearer Faktor ab, der gleich Null gesetzt,
die Gleichung dieser Ebene ist, und der andere Faktor gibt,
gleich Null gesetzt, die Gleichung einer Ebene durch 5 und
die Schnittpunkte 7 und 8 der Geradenpaare g5, g5, Und goq, gs;-

Es ist angebracht, noch ein Beispiel anzugeben: Bei der
Koordinatenwahl

-

NN
o Qa o0
S O OC O

e
S o8 O

[
c!bf.:ﬁi-'ﬁ
g8 B
=8

kS °l\)
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erhilt man fiir den gefiihrlichen Ort von P, die Gleichung

%Y (2 (@ —2—y) — 2 (@ — 2y — yy))
+ 2 (@Y — Yp) (@ — @y — Yo — 7)) = 0.

2. Das Dekaeder. In derselben Weise wollen wir ein
Dekaederfachwerk behandeln von folgender Gestalt: Fiinf
Punkte P, (000), P, (aaa), P;(a00), P,(0a0), P,(00a) sind
durch die Stiibe (12) (23) (34) (45) (51) verbunden und jeder
noch mit Py (2,9,2,) und P, (xy 2) durch einen Stab - wir
haben gleich auch Koordinatenwerte beigefiigt, die als Grund-
lagen fiir ein Beispiel dienen sollen.

Fiihrt man bei diesem Fachwerk mit 7 Knotenpunkten
und 8.5 == 15 = 3.7 — 6 Stében die entsprechende Rechnung
durch, so erhiilt man die Fachwerkdeterminante hier als drei-
gliedrige Summe, jedes Glied ist wieder Produkt von drei
Determinanten der Form D (xAuv). Das erste Glied wird z. B.

D(6345) D (7124) D(7623) D(7651).

Man beachte, daB dieser Ausdruck je vom zweiten Grad
in den Koordinaten der Punkte 1 bis 5, dagegen vom dritten
Grad in den Koordinaten der Punkte 6 und 7 ist! Das gilt
auch filr die beiden anderen Glieder, und wir haben hier
deutlich das in §1 bereits mitgeteilte, in § 4, Nr. 2 zu be-
weisende allgemeine Gesetz vor Augen, daf der Grad in den
Koordinaten cines Knotenpunktes gleich ist der Anzahl der von
ihm ausgehenden Stibe, vermindert um zwei FKinheiten.

Wir bedienen uns jetzt der von ReiB beniitzten Sym-
bolik: Zunichst fithren wir homogene Koordinaten ein durch
die Beziehung

TriYitin: 1l = @ypt Tort Takt Lyx,

sodann schreiben wir (x4 uv) fiir die Determinante

Zyg -+ 0 Tap
L1y v v X4o
xl‘n o x-l/t

[ 21, » ¢ Zgy
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Dann ist z. B.
D(6345) = (6345)— 1

k]
Zyg Ty Ty Ly

und wir konnen zufolge des mitgeteilten Aufbaus der Deter-
minante aus allen drei Gliedern der Entwickelung den Faktor

@y Tag Tyy Tyy Tys) ™" (B Typ) 3
abspalten. Die Gleichung D = 0 nimmt damit die iiber-
sichtliche Normalform an:

(6345) (7124)(7623) (7651)
(1) + (6451)(7512) (7634) (7623)
+ (6284) (7123) (7651) (7645) = 0.

Man erhilt also, wenn P, .. P, festgehalten werden, als
pgefihrlichen Ort fir P, eine Fliche dritter Ordnung IFj;
auf ihr muB P, liegen, wenn das Dekaeder ,wackelig® sein
soll. Py ist ein konischer Punkt der Fliche, und zwar er-
hilt man die Gleichung des Beriihrungskegels daselbst, wenn
man jedesmal in der zweiten Klammer 7 (bzw. @, g gy, 747
ersetzt durch 6 (z,; 2y 245 7,5). — Geschrieben in den recht-
winkligen Koordinaten, die als Grundlage bei dem Beispiel

gewihlt wurden, wird die Gleichung der Fj:

(?/_Z) (xo _1/——_1/0.73) (xo + ?/o_zo_a) (x (a—yo—zo)—xo,(a‘y—z))
+(e—2) @y — Y2 (@ + Y + 24— a) (& —a) (y,— 2)
— (@ — @) (y — 2))

(@) @ (2 (4 —2— 1) — 2 (@ — 2y — 9) (0 —) (Yp— )
— (z, —a)(y — &) = 0.

Wir kehren zur allgemeinen Untersuchung zuriick und
heben nochmals hervor, dafi wir die Koordinaten der Punkte
P, bis P, als fest gegeben, nur die von P, als veriinderlich
betrachten. : '

Bei der Aufstellung von (1) wurden die Ecken des Stab-
dreiecks (126) nicht variiert, genau wie oben beim Oktaeder
die Punkte 1, 2, 5. Daraus ergibt sich auch hier eine gewisse
Unsymmetrie der Gleichung. Man miitite aber notwendig zu
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genau derselben Lagebeziehung gelangen, wenn man statt der
Ecken von (126) die von (236), (346), (456) oder (516)
festhalten wiirde.') Hieraus folgt:

Zyklische Vertauschung von 1, 2, 3, 4, 5 kann nur die Form
der Gleichung (1) dndern.

Das ist im folgenden zu beriicksichtigen, wo diese iqui-
valenten Formen der Gleichung des gefihrlichen Ortes I,
fiir P, gelegentlich herangezogen werden miissen.

Die Gleichung (1) stellt, wie schon bemerkt wurde, eine
F, mit Knotenpunkt in P, dar. Die Gleichung ist erfiillt, wenn

(7123) =(7124) =(7512) = 0,
also liegt die Gerade g,, auf der Fj; dasselbe gilt fiir die
Geraden g5, gsy) Gssr o

Auch die weiteren 16 Geraden der F, sind aus der
Gleichungsform abzulesen. Die Gleichung (1) ist erfillt fiir

(7623) = (7645) = 0,

also enthilt die F, die fiinf Ge-
raden I (IL, III, IV, V) durch den
Knotenpunkt P, in denen die
Ebenenpaare einander schneiden,
die P; und je zwei nicht benach-
barte Geraden des Fiinfecks ent-
halten. (Vgl. die schematische
Figur 3.)

Von den zehn bisher ange-
gebenen Geraden der Fliche liegen
je drei in den Ebenen E,, ... E;,.
Je eine weitere Gerade liegt noch in den fiinf Ebenen

E g, Egy, ... By, und wir kénnen die Ebenen E, E, ... E,

123

1) Es ist eine niitzliche Ubung, dies an dem gegebenen Beispiel
zu bestitigen. Allgemein wiire es durch die Untersuchung des analytischen
Zusammenhangs zwischen den verschiedenen Formen von (1) zu bestiitigen
und wegen weiterer Spezialfille, die durch identisches Verschwinden von
Faktoren sich auszeichnen, nachzupriifen.
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unschwer angeben, die durch ihre Schnitte mit E,,, ... diese
finf Geraden %y, hy ... h, bestimmen und iiberdies P; ent-
halten. Der Schnitt von E,,; mit der Fj liegt z. B., wie aus
(1) zu entnehmen ist, teils auf Fg,,, also

(7628) =0,
teils auf der F,

(2) (6345)(7124) (7651) 4+ (6451)(7512)(7634) = 0.
An Stelle der Gleichung der Ebene E,,, oder
(7123) =0
kann man aber auch setzen
(7124) _ (7512)
(4123) (5123)°

Setzt man diese Proportion in (2) ein, so erkennt man,
dat die dritte, auBer g,, und g,, noch in K ,, gelegene, der
F, angehorige Gerade %, zugleich auf der durch P, gehenden
Ebene I, liegt, die durch

(3) (6345)(4128) (7651)+(6451)(5123) (7634) = 0

gegeben ist, und die, nebenbei bemerkt, II enthilt.

Fiinf Gerade der Fj liegen dann noch in den Ebenen (I II),
(1L IID), (I IV), AV V), (V D). ’

Schlieglich fehlt bei dieser Ableitung, die, von P, und
dem Fiinfeck ausgehend, fiinfzehn weitere Gerade der Fy er-
kennen 1idBt, noch die letzte, wieder P, enthaltende Gerade VI.

Sie ist gemeinsame Achse der Ebenen E, ... E, und libt sich
darstellen durch die Proportion:

@ (7612):(7623):(7634):(7645):(7651)
= Aot Apg 2 gy 1 Ay 0 Ay
Hierin ist zu setzen
iy =1(6451)(6512)(5123)(6234),

und die anderen A gehen daraus durch zyklische Vertauschung
hervor.,
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Eine Abziihlung zeigt iibrigens (vgl. die folgende Nummer),

daB die Iy mit Knotenpunkt P; durch die fiinf Geraden g,,
.. gy, die auf ihr liegen sollen, vollstindig bestimmt ist.
Demnach lautet das Ergebnis:

Ein Fachwerk von besonderem Dekaedertypus sei gegeben,
bestehend aus den fiinf Stiben eines windschiefen Fiinfecks
12345 und den zehn Stiben, die die cken mit ziwei weiteren
Punlten 6 und 7 verbinden.

Der  gefilrliche Ort fiir 7 ist dann die It, die 6 zum
Knotenpunkt hat und die fiinf Geraden g, . . . g, enthilt.

Wir diirfen nochmals hervorheben:

Die aus der Iorderung der ,, Wackeligkeit' des Dekaeders
erhaltene Form der Flichengleichung (1) gestattet es, die Eigen-
schaften der Fy einheitlich abzuleiten.

Auf jeden Fall ist hiermit ein Beitrag zu dem von
F. Engel a. a. O. (GraBmann III, 2, Seite 108) aufgestellten
Programm gegeben, wo in diesem Zusammenhang der Name
von M. Reifs leider nicht genannt ist.

Eine Ausartung sei noch erwithnt: Liegen 12345 in
einer Ebene, so zerfillt der gefihrliche Ort in diese Ebene
und den Kegel zweiter Ordnung mit dem Scheitelpunkt 6, der
noch die fiinf Nebenecken des Fiinfecks (12345) enthiilt.
Auf alle Ausartungen kann an dieser Stelle unmdglich ein-
gegangen werden.

3. Verallgemeinerung. Es liegt nunmehr nahe, zu
untersuchen, welche Fliche der gefihrliche Ort fiir den Knoten-
punkt P, 1.5 des Fachwerks vom Typus der n-seitigen Doppel-
pyramide wird. Dieses Fachwerk besteht aus » 4+ 2 Knoten-
punkten und 3#n = 3 (»n 4 2) — 6 Stiiben,

PP, =12 ...n—1)
b2

PP, 4, i=1,2...%)

L Pit

Zu erwarten ist als gefihrlicher Ort eine Fliche I, _»
mit (» — 3)-fachem Knotenpunkt P, 4., also ein sogenanntes
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Homaloid. Diese Fliche wird die n Geraden ggy ¢gg - - - gu1
enthalten, auBierdem wahrscheinlich noch (mindestens)
n(n— 3)

)

<

Gerade durch P, i1, entsprechend den in Nr. 2 angegebenen
Geraden I bis V fiir den Fall » = 5. Die Geraden sind zu
erhalten als Schnitte der Ebenen, die durch den Knotenpunkt
und die Geraden ¢, ...¢g.1 gehent'), die Triger der Seiten
des n-ecks sind. Von den so erhaltenen Schnittgeraden sind
aber alle fortzulassen, die P,4: mit einer der Hcken des
n-ecks verbinden. Verfihrt man so, dann stimmt die Ab-
ziiblung, auBerdem bleibt man in Einklang mit den vollstindig
untersuchten Spezialfillen (n = 4, n = 5).

Eine Fliche n-ter Ordnung hat
fo—1= Z-(n"—i- 6n -4 11)
wesentliche Konstanten, eine I, . also
fo_a—1 =”;2(n2+2n+3).

Ein seiner Lage im Raume nach vorgeschriebener Knoten-

punkt m-ter Ordnung legt

m , m¥ w3

gtae Ty
Konstanten der Fliche fest; in unserm Fall wiire m = n — 3
zu setzen.

Wenn nun die I, _ o aufierdem die » Geraden g,5 ... ¢u1
enthiilt, so enthilt sie zuniichst die Punkte P, ... P,, aulier-
dem aber ist zu verlangen, daB sie von jeder Geraden noch
je m — 3 weitere Punkte enthilt, damit die Geraden vollig
auf der F), _o verlaufen. Dadurch wiren dann weitere

!) Dak die namhaft gemachten Geraden dem gefiihrlichen Ort an-
gehoren, miilite sich auch direkt graphostatisch erkennen lassen.

Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. Jahrg, 1920, 15



214 H. Liebmann

n(n — 2)
Konstanten festgelegt. Da nun
P (n—3y

nn—2)+ 1—7’—_{—3 -+ (n _2'3 + )

=" w4 204 9),

so stimmt diese Abzihlung zu der Vermutung iiber den ge-
fihrlichen Ort.

Aber auch eine dritte Abziihlung steht damit in Einklang.

Bei Ausartung, dann also, wenn das n-seit in einer Ebene
liegt, ist der Zerfall der Fliche in diese Ebene und einen
Kegel (n — S5)-ter Ordnung zu erwarten, dessen Scheitelpunkt
P, 41 ist. Der in einer P, 4, nicht enthaltenden Ebene I7
gelegene Schnitt €, _ dieses Kegels miilte die Schnittpunkte
dieser Ilbene mit den oben genannten S (n‘)— 3 Geraden durch

&

P, 41 enthalten und durch sie bestimmt sein, hiermit ist in
Einklang n(n—3)

9 =cn—3_1-

[Schneiden wir die I, —; mit einer den Knotenpunkt P, 4
nicht enthaltenden Ebene F, so ist diese Schnittkurve durch

Punkte tiberbestimmt. (So sind z. B. die Schnittpunkte der
sechs Kanten des Okfaeders (§ 2, 2) mit einer Ebene auf einer
C, gelegen.) Auker den » Schnittpunkten von I mit g,5. .. gu:
kommen ja noch die Schnittpunkte mit den oben ange-
gebenen 1?(-”;-3) Geraden durch P, 4; hinzu, und in der
Tat ist

m—3) _ (m—1n

n -+ n- 5 5 = Cy 3]
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Diese dreierlei Abzihlungen sprechen dafiir, daf der ge-
fihrliche Ort fiir P, 4o tatsichlich die I, _ o mit (n — 3)-fachem
Knotenpunkt P, 1 ist, die die Geraden g,, . . . gu1 enthilt und
noch die ¢, s genannten Geraden duvch P, .

Fiir diese Klasse von Homaloiden wire dann noch folgende
Reziprozitit zu erweisen, die daraus zu erschlieBen ist, daB in
der Bedingung fiir die , Wackeligkeit* die Punkte P, 4.1, Py 42
ihre Rollen vertauschen kinnen aus rein geometrischen Griinden.

Es sei P,y4y2 ein auf dem durch das n-Eck P, ... P,
und den (» — 3)-fachen Knotenpunkt P, 11 bestimmten gefihr-
lichen Ort F, _, gelegener Punkt, dann liegt umgekehrt P, 41
auf dem durch P,4: und das n-Eck bestimmten gefihrlichen
Ort Iy —a.

Dieser (fiir » = 4 noch triviale) Satz zeigt, wie tber-
haupt jede der vorausgegangenen Betrachtungen, die heuristische
Tragweite der von M§bius, Cremona u. a. geschaffenen Ver-
bindung von Statik und Geometrie, die sich auch in der Flichen-
theorie hewiihrt hat.

§ 4. Die Invarianz der Fachwerkdeterminante.

1. Raumfachwerke mit einem Stabdreieck. Die
folgende Untersuchung befalt sich mit der Feststellung des
Ausnahmefalls bei Fachwerken, die mindestens ein eigentliches,
nicht zu einer Strecke zusammenschrumpfendes Stabdreieck
enthalten, sie gilt also insbesondere fiir Dreiecksflechtwerke.

Ubrigens zeigt die einschligige Literatur, daf wohl nur
Fachwerke behandelt worden sind, bei denen diese Voraus-
setzung zutrifft.

Andersartige Fachwerke lassen sich unschwer angeben.
Man erhiilt z. B. ein Fachwerk ohne Stabdreieck, wenn man
vier Punkte mit sechs weiteren Punkten durch Stibe verbindet;
dann ist k=10, s=4.6 =24 = 3% — 6, ohne daB ein
Stabdreieck auftritt. Von solchen Fillen sehen wir ab.

Durch diese Beschriinkung sollte erreicht werden, daB das
zu untersuchende Fachwerk an Freiheitsgraden der inneren

15*
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Beweglichkeit nicht verliert, wenn man drei Punkten, niimlich
den Ecken des Stabdreiecks feste Koordinaten zuweist, dafiir
aber die drei Bedingungen fortlifit, die die Forderung unver-
dnderter Linge der drei Seiten analytisch wiedergeben. Es
bleiben dann also fiir die 3% — 9 Koordinatenvariationen der
k — 3 tbrigen Punkte genau 3% — 9 = s — 3 lineare homogene
Gleichungen iibrig, deren Determinante zu untersuchen ist.

Gewi ist die Verminderung der Koordinatenvariationen
um neun Stiicke ,im allgemeinen® gestattet, jedoch bleibt die
Frage zu erortern: Gegeben sei ein Raumfachwerk (s = 8 k£ — 6),
das zum mindesten einen Freiheitsgrad der inneren Beweglich-
keit besitzt. Ist es immer (durch Stabvertauschung) mdoglich,
drei Knotenpunkte festzulegen und dafiir drei Bedingungen fort-
zulassen, ohne daB der Freiheitsgrad verloren geht? Aber die
Beantwortung dieser Frage wiirde sich in Spezialuntersuchungen
zersplittern.

Bei ebenen Fachwerken (s = 2% — 3) tritt diese formale
Schwierigkeit iiberhaupt nicht ein, denn sie verlieren keinen
Freiheitsgrad der inneren Beweglichkeit, wenn man beide End-
punkte eines Stabes festhiilt. Dann ist nur noch die Deter-
minante von s—1=—=9%—4

linearen homogenen Gleichungen zwischen 2 (£ — 2) Koordinaten-
variationen zu untersuchen?).

Die Beweisfithrung der Sitze, die in den drei folgenden
Abschnitten fiir Raumfachwerke bewiesen werden, verlduft

1) Als Beispiel fithren wir das bekannte, von Miiller-Breslau
zuerst untersuchte Beispiel des ebenen Fachwerks s =9, L = 6 an, das
aus einem Sechseck mit drei Diagonalen (14), (25), (36) besteht. Lifit
man bei der kinematischen Untersuchung die Bedingung d7,, = 0 fort
und setzt doy = dy; = day = Sy, = 0, so erhiilt man als Determinante
der iibrigen Gleichungen

D =(136)(145) (234)(256) — (134) (156) (236) (245),
wobei (% 2 1) der doppelte Inhalt des Dreiecks mit den Ecken zx, Z, st ist.
D = 0 weist bel Festhaltung von fiinf Punkten dem sechsten als gefiihr-
lichen Ort einen Kegelschnitt zu, und D ist geradezu das ReiBsche
Fliachenprodukt von sechs Punkten (Reifs, a. a. 0., S. 401).
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fiir ebene Fachwerke genau so wie bei rdumlichen und kann
ausgelassen werden.

2. Projektive Transformationen. Wie dies zuvor in
speziellen Beispielen ausgefiihrt worden ist (§ 3, Nr. 1 und 2),
so wollen wir uns jetzt beim allgemeinen Fachwerk (s = 3% — 6)
die Determinante der s — 3 Gleichungen fiir 3% — 9 Koordi-
natenvariationen, die nach Auslassung eines Stabdreiecks iibrig
bleiben, der Liaplaceschen Entwickelung unterworfen denken.

Wir erhalten dann

(D) D = 231T(DxAuv)),

wobel die Faktoren Determinanten sind von der in § 3, Nr. 1
angegebenen Form; jedes Produkt enthilt & — 3 Faktoren.
Der Grad von D in den 3% Koordinaten ist dann 8 % — 9.

Diesen Grad kdnnen wir noch in anderer Weise abzihlen.
Es sei o, [0.] die Anzahl der vom Punkte P, [P,] ausgehenden
Stibe, g, [g.] der Grad von D in den Koordinaten des Punktes
P [P, Dann ist, das wollen wir fiir P, und damit allgemein
fiir £, nachweisen

(2) 9. <o, —2 (k=1,2,...k).

Um dies zu zeigen, bezeichnen wir fiir den Augenblick
die mit P, durch Stébe verbundenen Punkte durch P, ... P,
(m =0, + 1). Wenn nun P, keiner der bei der Variation
festgehaltenen Punkte ist, so gilt folgende Uberlegung, bei
der wir uns wieder der in § 3, Nr. 1 beniitzten Symbolik be-
dienen: Die erste Reihe wird, mit Zusammenfassung der drei

ersten Glieder ’
7 21

T3 »

Ym1
0,

auierdem kommt in der ersten Zeile noch einmal die Folge r,,,
also 2, — @, y, —y, #,— 2, vor, in der zweiten Zeile noch
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einmal »; usw., doch stehen diese Folgen niemals unterein-
ander. Ferner ist jede Determinante

: a1 |
¥i1
[ Tt
vom ersten Grad in den Koordinaten des Punktes P, und
jede Determinante
r1.

| 1‘1' td

7.1)7. |
ebenfalls. Demmach ist jedes einzelne Produkt, das in der Ent-

wickelung (1) als Glied auftritt, in den Koordinaten des Punktes P,
hochstens vom Grade

14+m-—4 =0 —2,
also wird
% Sal — 2.

Wiire P, ein nicht variierter Punkt, so wiirden die 7,
iiberhaupt nicht vorkommen, nur die 7., und zwar in o, — 2
verschiedenen Zeilen, also kommt man hier zu demselben Er-

gebnis g, <o, —2.

Damit ist die Beziehung (2) bewiesen.

Um aus dieser Abzihlung weitere Schliisse zu ziehen,
miissen wir beachten, daf jede Determinante D(xZAuv) in den
Koordinaten der Punkte vom dritten und nicht vom vierten
Grade ist. Demnach muf man, um den Grad eines Gliedes
der Symme D zu erhalten, die durch Addition der Grade g.
erhaltene Summe mit 3 :4 multiplizieren und erhiilt

3 29, =4BE—9) =4k —12.
Ferner ist die iiber alle Knotenpunkte erstreckte Summe
4) 26, =2s=6F—12,

denn in dieser Summe wird jeder Stab zweimal mitgeziihlt,
seinen beiden Endpunkten entsprechend.
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Aus (2) und (4) folgt also
(») 29, <20, —2k=4%k—12,

und hier gilt das erste Gleichheitszeichen nur, wenn in (2)
iiberall das Gleichheitszeichen gilt. Dann zeigt aber der Ver-
gleich von (3) und (5), dak nur diese Moglichkeit besteht, und
damit ist also bewiesen, daB jedes einzelne Glied der Laplace-
schen Entwickelung (1) in den Koordinaten des Punktes P,
(x=1,2,...k) genau vom Grad ¢, — 2 ist, wobei o, die
Anzahl der von diesem Punkte ausgehenden Stibe ist.
Nunmehr konnen wir homogenisieren?), wir setzen wie

oben (§ 3, Nr. 2)
(6) Tt il = 21,0 %00t X3t Taney
und sodann [) durch Multiplikation mit
k 9
7o
1
auf die Normalform bringen
) 2T (%A ur))
mit Verwendung der Abkiirzung

'xl;,, X2, X3x Tix
X1, X Z xZ
(8) (%}»[LL’I’)= 17 427 37 A4l

[x]/l. x?.u, xf{u x4;c
,xl y X2y X3y Tiw

Das Ergebnis ist also:

Durch Einfiihrung homogener Koordinaten (6) kann dic
Fachwerkdeterminante (1) auf die Normalform (7) gebracht werden.

Sie ist homogen vom Grade 3k — 9 in den 4k homogenen
Koordinaten der Knotenpunkie und homogen vom Grade o, — 2
in den homogenen Koordinaten der einzelnen Inotenpunkte P, .

1) Die vorausgehende Strukturuntersuchung, die, statt indirekt durch
Ungleichheiten (2) auch direkt, aber umstéindlichér, durch Rinderungs-
prozesse gefithrt werden kann, war bei der Fachwerkdeterminante
notwendig. Bei der ReiBischen Determinante I ist die Homogenitit
und damit die projektive Invarianz von vorneherein selbstverstiindlich.
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Dabei bedeutet o, die Anzahl der von P, ausgehenden Stibe.
Hieraus folgen unmittelbar zwei weitere Siitze.

1) Die Klasse der Ausnahmefachwerke ist gegeniiber pro-
jektiven Transformationen invariant.

Bei linearen homogenen Substitutionen

;1/:‘»‘ = @1 L1+ Qo Ta. + Qi3 Tan F Qig Ty
(6=12,3,4;2=1,2,...4%)
wird nimlich

(edpr) = al (edpn),

woraus der Satz folgt, daB zuniichst D, in der Form (7) ge-
schrieben, eine Invariante ist, und hierin ist die vorangestellte
Behauptung mit enthalten.

Aufier bekannten Beispielen von ebenen ,wackeligen“ Fach-
werken war es gerade Blaschkes ,wackeliges® Achtflach,
dessen genauere Strukturuntersuchung zu der Vermutung fiihrte,
daB in der ,Wackeligkeit“ eine projektiv invariante Kigen-
schaft vorliegt, die iiber den Rahmen der ,Affingeometrie®
hinausgeht.

Man kann den Satz zu verschiedenen Zwecken beniitzen,
mit seiner Hilfe z. B. aus Fachwerken, die ohne weiteres als
Mechanismen zu erkennen sind (vgl. § 1), wackelige Fach-
werke ableiten.

2) Hdlt man im Fachwerk alle Knotenpunkte bis auf cinen
einzigen P, fest, so ist der gefihrliche Ort fiir diesen Punkt,
d. h. die Fliche, an die P, gebunden ist, wenn das Fachwerk:
bestindig Ausnalmefachwerk bleiben soll, eine Fliche von der
Ord

rdnung g = 0, — 2.

Bei ebenen Fachwerken!) gilt der Satz 1 genau so, in
den Aussagen des zweiten Satzes tritt an Stelle der Fliche
von der Ordnung o, — 2 eine Kurve von der Ordnung o, — 1.

1) Vgl. hierzu das oben in der FuBnote besprochene Beispiel von
Miiller-Breslau.
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3. Projektive MaGbestimmung. Ks sei im Raume
(z, ¥, 2) eine projektive MaBbestimmung eingefiihrt unter Zu-
grundelegung der nicht ausgearteten Fliche zweiten Grades
9 F(@,y,2) = 0f,@ 1,2 + 6@ 1.9 + £, 9, 2)

+ 11 (@, y,2) = 0.
Dabei ist gesetzt
@1 %+ @2y + aise + ai = fi (2,9, 2)
und es ist
Qi = QAki.
Wir fithren noch die Abkiirzungen ein

F(.’E,,, JV’ Z'V) . V’"
(10) DS iteda
) 17/“'=x[¢f1v+y;tf2v+'g/¢f3v+f-(v
== xvfl;c + yva/z + zvf:iy, + f4/4 = Fv;t-

Dann ist bekanntlich in der durch die Fundamentfliiche (9)
gegebenen projektiven MaBbestimmung die (nichteuklidische)
Entfernung 7j, der Punkte P, P, bis auf einen von den
Koordinaten unabhingigen Faktor gleich dem Logarithmus
des Quotienten der beiden Wurzeln der Gleichung

F,+21F,—1*F,, =0.

Setzt man also

Vj?u Fpy—FL, =W,

so wird
vy A+ W) d(Fy—W,y)
Fl? + VV—]? Fl2 Wl2
und fiir
d‘r;g =0

kann man schreiben

FodW,—W,dF,,=0
oder
2 Fu 1',22 de - Fu Fm szz - Fzz sz dFu = 0.
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Diese Gleichung denken wir uns nach den Differentialen
der Koordinaten von [, und P, geordnet, also in der Form

Xz, + Yo dy, + Zyyde, + Xy doy + Yy dy, + 2, da, = 0

geschrieben; hierin ist also

- 7 3L, 3.F,
Xy =2I, Fy 556_,— Iy Iy, 'a'xl'v

3 8l

X, =2F,F,——"2—F, F, 22
21 nte gy ntaz Ty

Um jetzt den (kinematischen!) Ausnahmefall zu erhalten,
haben wir zu fordern, daf aus s — 3 der Gleichungen
dry,, =10
oder
X, dz,+ Y., dy. + Z.,dz, + X, dz, + Y, . dy,

(11) Y Zyde, =0

sich die dz,:dy,:dz, (mit Auslassung der Ecken des fest-
gehaltenen Stabdreiecks) als nicht simtlich zu Null werdende
Differentiale bestimmen lassen.

Ahnlich wie oben erhalten wir (statt (1)) die Determinante

12) D'= XII(D' (x1uv))
wobel noch zu setzen ist
| Xz Yoo Z,s |
(13) D' (e pev) | y,t Y. Zup '
Xiw Yoo Z

Diese Determinanten sind noch umzuformen, um sie mit
den D (%2 uv) zu vergleichen. Dabei schreiben wir der Ein-
fachheit halber 1234 statt der griechischen vier Buchstaben.
Man sieht zuniichst, daB aus den Zeilen von D'(1234) die
Faktoren F,,, F,, und I',, herausgestellt werden konnen. So-
dann ist geeignete Rinderung anzuwenden; sie ergibt
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F, 0 0 0

: oF Lk,

Iy 2, 3.’1:1:2_1’”3‘%
FuDl(1234)=F221'.'33F44. . 2F QEIS_ i ,EFLI

13 1 2z, 13 ax,

. -y L, ol

‘F142ﬁ115x?—1’14'é’;f

Hier multipliziert man die erste Reihe mit
oIy, 8l oI,
ax, ' 3y, 94
und addiert zu den drei folgenden Reihen. Sodann dividiert
man diese Reihen je durch 2 und setzt den Faktor 8 heraus.
Endlich multipliziert man die drei letzten Reihen mit
— %, —Y —&

und addiert zu ersten. Es kommt dann

fu fo fa fu |
fre fae Fs2 Tae
[ fis fas fas Fis
| s for Fos T
= 8 |a| I}y ¥ Fyy Fyy, D(1234).

Jetzt ist der Zusammenhang zwischen D'(12) und D (1)
leicht zu erkennen. Multipliziert man in D die Zeile

D‘(1234) = SF?] FnstRl

By =Ty Yu—Yrs Zu—2 0. .. 02 —2p, Yo—Yyu, H—2. 0. ..

mit F,, F,,, so gehen die Faktoren D (x2u») der Laplace-
schen Entwickelung von I gerade iiber in die D' (x2puv),
wenn man von dem Faktor 8 |a| absieht. Im {ibrigen unter-
scheidet sich dann D’ von .D nur von dem Faktor

2{GaE AR

wobei M die Anzahl der von P, ausgehenden Stibe (also o)
bedeutet, wenn I’, kein festgehaltener Punkt ist; in diesem
Falle aber hat man o, — 2 einzusetzen. Im ganzen ist der
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TFaktor, der I’ von D unterscheidet, unwesentlich; er ist von
Null verschieden, da wir selbstverstindlich die Fundamental-
fliche durch keinen der Knotenpunkte legen.

Es ergibt sich also der Satz:

Fiihrt man im (euklidischen) Rawm (z,y, z) des Iachwerks
eine projektive (nichteuklidische) Mapbestimmung ein — mit Ver-
wendung eciner Fundamentalfliche, die keinen Knotenpunkt des
Fachwerks enthilt — so bleibt dabei der Linematische Charakter
des Fachwerks erhalten.

Es ist also fiir beide MaBbestimmungen, die euklidische
und die nichteuklidische, gleichzeitig ,wackelig® oder nicht.

4, Kinematischer und statischer Ausnahmefall.
Wie schon in § 1 erwihnt worden ist, gilt die bekannte Analogie
zwischen Statik und Kinematik (Zusammensetzung der Kriifte
in einem Punkt und der infinitesimalen Rotationen) auch in
der nichteuklidischen Geometrie. Aber es bedarf doch noch
eines Beweises, daB auch bet projektiver MaBbestimmung
kinematischer und statischer Ausnahmefall sich véllig decken.

Die Grundlagen fiir diesen Beweis sind iibrigens gleichfalls
in der in § 1 angefithrten Arbeit von Lindemann gegeben.

Wenn auf die beiden Endpunkte eines Stabes (u») Kriifte
wirken, so leisten sie bei einer infinitesimalen Ortsiinderung
eine Arbeit
" X, dz, + Y,,dy, + Z,,dz, + X, . dx, + Y., dy,

(14 + Z,pdz,.

Gehen von dem Punkt P, die Stibe rj,...r1,, aus, so
wird von ihnen an P, die Arbeit geleistet
(—Xu X a)dx + (Yn + ... 1 o) A1
+ (—Zn A + Zlni) dZ].
Wenn diese Kriifte Gelenkdriicke sind, die keine #ubere

Resultante haben, so ist die Arbeit fiir jede Verschiebung
gleich Null, also
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Xﬂ+”.+&w=m
(15) Yyt oot Y =0,
Z,+ ...+ Zi,=0.

Wegen (11) und (14) nimmt dann das Prinzip der vir-
tuellen Verrtickungen die Form an:

S( Xy 0+ .o A 20082,

16 B
(16) = X0, (X, 02, + ...+ Z..02),

also ist wegen (15)

ZQ/LI' X,uv == 07
(17) ZQ;u- Xuv =3 0, (S/“: =5 S,,‘,,_)
Z‘Q‘ur Z/tv == 0-

Die Summen sind so zu verstehen: Der Index u ist in
jeder Summe fest und nimmt der Reihe nach die Werte
1,2...% an, und der Index » durchliuft fir ©x =1 der
Reihe nach die Werte 1, 2 ... 0;; entsprechend fiir die
anderen Indices. Man hat also fiir s = 3% — 6 Multiplikatoren
im ganzen 3% Gleichungen. Es muB also jede (3% — 6)-reihige
Determinante der, so diirfen wir sie wohl nennen, stafischen
Matriz des Fachwerks von 3% — 6 Reihen und 3% Zeilen zu
Null werden. Die kinematische Matriz, die man erhilt, wenn
man fordert, daB von den 3% Koordinatenvariationen ent-
sprechend den sechs #uBeren Freiheitsgraden sechs beliebige
willkiirlich gew#hlt werden diirfen, und die iibrigen dann
bestimmt werden konnen, wird nach (11) sich von der stati-
schen Matrix nur dadurch unterscheiden, daf Reihen und
Zeilen vertauscht sind.

Diese Uberlegung, die parallel zu dem bekannten Beweis
des Fopplschen Satzes von der Aquivalenz des statischen und
des kinematischen Ausnahmefalls beim Fachwerk s = 3% — 6
im euklidischen Raum verliuft, zeigt uns also, dap auch in
der nichteullidischen Geometrie der statische mit dem kinema-
tischen Ausnahmefall sich villig deckt.



226 H. Liebmann

Die in Nr. 2 und 3 dieses Paragraphen unvermeidliche
Beschrinkung auf Fachwerke mit einem Stabdreieck ist also
hier nicht mehr nétig.

Um diesem Ergebnis noch eine konkrete Gestalt zu geben,
sei folgendes Beispiel hinzugefiigt:

Liegt im euklidischen Raum irgend ein Ausnahmefach-
werk vor, etwa Blaschkes ,wackeliges Achtflach“ oder unser
.wackeliges Dekaeder®, so erhiilt man daraus ein Ausnahme-
fachwerk im sphirischen Raum S; durch Zentralprojektion.
Man ergiinzt zuniichst den Ry zu einem euklidischen I, durch
Hinzufiigen einer vierten, auf den drei andern (2-, y-, z-Achse)
im Nullpunkte senkrechten wu-Achse. Auf dieser Achse nimmt
man dann den Punkt 2/ (0, 0, 0, @ > 0) als Mittelpunkt einer
dreifach ausgedehnten Kugel S;. Von M aus projiziert man
die Knotenpunkte des Fachwerks zentral auf S; und wiiblt
von den beiden Schnittpunkten eines Projektionsstrahles 2 P,
mit S, immer den Punkt @, aus, dessen vierte Koordinaten u,
kleiner als a ist.

Die @, mit ihren aus Hauptkreisbogen @, @), bestehenden,
den Stiben (u») entsprechenden Verbindungsstiicken bilden
dann im S; ebenfalls ein Ausnahmefachwerk.

Ganz entsprechend verliuft die Konstruktion von zwei-
dimensionalen sphiirischen Ausnahmefachwerken durch Zentral-
projektion ebener Ausnahmefachwerke auf eine Kugel.

Mechanismen in der euklidischen Ebene (s =2k — 3)
bzw. im euklidischen Raume (s==3% — 6) verwandeln sich
dabei selbstverstindlich nur ausnahmsweise wieder in Mecha-
nismen auf der Kugel bzw. im S;; iiberhaupt scheinen der-
artige ,sphirische Fachwerkmechanismen®, die endliche innere
Beweglichkeit besitzen, noch kaum bekannt zu sein.

Die in mancher Hinsicht iiberraschende Feststellung, dak
die erorterten Fragen der Kinematik und Statik des Fachwerks
einen invarianten Charakter gegeniiber der Gruppe aller pro-
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jektiven Transformationen zeigen, hat ihr Gegenstiick in der
Flichentheorie.

Darboux hat gezeigt — und er sagt mit Recht, ,il est
intéressant de voir . . .“ —, daBh man aus den infinitesimalen
Verbiegungen &, #,  einer Fliche I7 die &, %, { aller aus I7
durch projektive Transformationen hervorgehenden Flichen F
gewinnen kann?).

Eine Anwendung hiervon darf zum Schluf noch mitge-
teilt werden. Es ist nachgewiesen worden, dak man die in-
finitesimalen Verbiegungen aller Ordnungen und damit die
allgemeinste analytische Verbiegung einer Fliche rekurrierend
durch Quadraturen bestimmen kann, sobald man die &, 3, {
kennt?). Da nun diese infinitesimalen Verbiegungen (erster
Ordnung) fiir die Kugel auf verschiedenen Wegen und in ver-
schiedener Form bestimmt worden sind®), so ist die Bestim-
mung der analytischen Verbiegungen der Flichen zweiten Grades
somit auf eine Kette rekurrierender Quadraturen zuriickgefiihrt.

1) Théorie des surfaces 1V (1. Aufl. 1896), p. 78. Ein kiirzerer, ein-
heitlicher Beweis dieses Satzes durch Anwendung homogener Koordinaten
wiire im Sinne der Invariantentheorie wiinschenswert.

2) Diese Berichte (1920), S. 21—48. Bedingte Flichenverbiegungen,
inshesondere Gleitverbiegungen.

%) Vel. z. B. S. 36—38 der oben angefiihrten Arbeit.



