Sitzungsberichte

der

mathematisch-physikalischen Klasse

der

Bayerischen Akademie der Wissenschaften

zu Minchen

1919. Heft III
November- und Dezembersitzung

Mitinchen 1919

Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften
in Kommission des G. Franz'schen Verlags (J. Roth)

skie s W

WAL 4,\
ZA
2]



395

Uber unendliche Kettenbriiche mit komplexen
Elementen.

Von Otto Szdsz in Frankfurt a. M.
Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 15. November 1919.

a

[T

-+ -+, wo a eine beliebige Zahl ist, konvergiert be-
1 o ' g

1. Der eingliedrig-periodische Kettenbruch: [6;] =

«l a
17
kanntlich, mit Ausnahme der reellen Werte von «, die < — 1
sind und fiir die er wesentlich divergiert. Die niichsteinfache
Klasse von Kettenbriichen, die eingliedrig-limitdrperio-

i N . a, . . .
dischen?) Kettenbriiche [—1'] , wo lim «, = « eine bhestimmte
1

i -l

Zahl ist — wobei aber die reellen @, die < — 1 sind, von
der Betrachtung ausgeschlossen werden — sind zunichst nur

im weiteren Sinne konvergent; sie konvergieren auch
schlechthin, abgesehen von gewissen Ausnahmefillen. Herr

Perron?) hat weiter erkannt, daB es dazu geniigt, wenn nur
1) Nach der Bezeichnungz von A. Pringsheim: Diese Berichte,
Jahrg. 1910, Abh. 6, S. 36.
3 0. Perron, Die Lehre von den Kettznbriichen, Leipzig 1913,

§ 58, Satz 40. — Herr Perron behandelt dort Kettenbriiche von der
. a?" * . . .
etwas allgemeineren Form ; , wo die a, bzw. b in der Nithe zweler
i
el

Zablen a bzw. & liegen. Die im Text vorgenommene Beschrinkung auf
4T

2

die Forn [ : ist keine wesentliche, da ja jene allgemeinere Form durch
1

iquivalente Transformation stetsin die speziellere fibergefithrt werden kann.

Sitzungsb. d. math.-phys. KL Jahrg. 1919, 27
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von einem » an alle @, in einer gewissen Niihe von a liegen

(ohne daB lim @, = a sein miilite); solche Kettenbriiche mag
V=t O

man nach dem Vorgange von Herrn Pringsheim als nahezu

eingliedrig-periodisch bezeichnen. Ist diese Bedingung

schon von » = 2 an erfiillt, so ist der Kettenbruch stets

schlechthin (und dann unbedingt) konvergent; man kann auch

»

k2
sagen, ein derartiger Kettenbruch [ thege inder Umgebung

1
des Kettenbruches l{i] .

Das Perronsche Resultat besagt, dati der Kettenbruch

ol

a, . . I . -

Il-’-] konvergiert, wenn die @, in einem gewissen Kreise um
1

den Punkt a liegen. Herr von Pidoll hat dasselbe in seiner
Inaugural-Dissertation!) aufs neue bewiesen und neuerdings
hat Herr Pringsheim?) eine vereinfachte Fassung und Her-
leitung des betreffenden Satzes angegeben. Inzwischen hatte
ich das Perronsche Problem dahin verallgemeinert, dafy ich

Kettenbriiche [(;’] betrachtete, die in der Umgebung eines
h

@©
. Cx ' po .
andern Kettenbruches [-—1~] (also mit von » abhiingigen Teil-
L

zihlern ¢, an Stelle der oben mit @ bezeichneten festen Zahl)
liegen®). Die hierbei angestellten Uberlegungen haben mich
dazu gefiihrt, auch dem auf Kettenbriiche der zuvor erwihnten
spezielleren Form beziiglichen Perronschen Resultat eine er-
heblich verbesserte Fassung zu geben. Dieselbe liefert als
Konvergenzbedingung eine formal iiberraschend einfache ,Um-

1) Beitriize zur Lehre von der Koiivergenz unendlicher Kettenbriiche,
Miinchen 1912; insbesondere § 3.

2) Diese Berichte, Jabre. 1918, S. 656—92; insbesondere § 2.

3) Journ. f. Mut’h. 147 (1917), S. 132—-160. — Mathematikal ¢s
Természettudominyi Ertesits, Budapest, Bd. 35 (1917), p. 503 —543. -

Ich benutze daselbst, wie Herr Perron, die allgemeinere Form [b_]
v
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gebung“ la —a, <7, welche nicht nur alle bisher gefundenen
umfait oder iberragt, sondern auch den speziellen Vorzug
besitzt, nicht, wie jene, gleichzeitig mit a gegen Null abzu-
nehmen, und auch fir @ = 0 Geltung behilt'); doch erfordert
die vollstindige Einordnung dieses Falles in das Hauptresultat
die Heranziehung des bekannten Konvergenzkriteriums|a, <12).
Zugleich erkennt man, daf der auf diese Weise fiir o = 0

zum Vorschein kommende Umgebungsradius a, == 1 wirklich

mit diesem Werte sein Maximum erreicht, da ja der periodische

=
Kettenbruch [ - ‘vl ' a] (a > 0) bereits divergiert. Aus dem-

1) Nur die Pidollsche Fassung kann leicht dahin ergiinzt werden,
daB sie auch fiir @ = 0 eine Umgebung liefert.

2) Vgl. Pringsheim, Diese Berichte, Bd. 28, 1898, S. 295—324,
insbesondere S. 322. Daselbst gibt Herr Pringsheim unter anderem
die Konvergenzbedingung

4 L4, a4, <1 (>3,

wobel er spitter (Diese Berichte, Bd. 35, 1905, S. 339—380, insbesondere
S. 869 —372) auch den Fall a, =} beriicksichtigt. Es ist erwihnens-
wert, dafi das Konvergenzkriterium «, =1 (» = 2) schon J.Slechinsky
(Mémoires de la section mathématique de la société des naturalistes de
la Nouvelle-Russie, Odessa, Bd. X, 1839, S. 201—255) gefunden bat.
Soweit ich aus den Formeln der in russischer Sprache geschriebenen
Arbeit ersehen konnte, geht Slechinsky, ebenso wie Herr Pringsheim,
von dem Konvergenzkriterium

b= a, 41, v=122738, ...

@
fir den Kettenbruch lZ"]l aus, und sein Beweis fiir dieses Kriterium
,.
scheint dem Pringsheimschen ganz analog zu sein. Ubrigens kann
das Kriterium a, =1 (»> 2} schon einer viel ilteren Arbeit von
J. Worpitzky [Untersuchungen iiber die Entwickelung der monodromen
und monogenen Funktionen durch Kettenbriiche. Friedrichs-Gymnasinm
und Realsehule, Jahresbericht (S. 3—39), Berlin 1865; inshesondere § 22,
entnommen werden. — Ohne Hinzuziehung dieses Kriteriums erhalte
ich allenfalls noch alle inneren Punkte des Kreises mit dem Radius {,

i . 0 . :
d. h. die Konvergenz-Umgebung a, = e 0 <o<1. Vgl hierzu

die Fubnote auf S, 403,
i
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selben Grunde ist dann offenbar fiir alle Stellen der Strecke
0>a>—1 die grotite Umgebung 'a, —al <1} + al).

2. Das Resultat, das sich im folgenden ergeben wird,
kann so zusammengefait werden:

Die Teilzihler des Kettenbruches C{'] seien be-
4 1

liebige komplexe Zahlen, die Null inbegriffen; a sei
eine beliebige Zahl mit Ausschluz der reellen nega-
tiven, die < — } sind. Die Wurzeln #, 2’ der Gleichung

(1) V—y—a=H—2)(y—2z)=10

sind dann ungleichen absoluten Betrages, und es sei

2) o >lat, —=uq
Ist dann
(3) a—a, <( o —j c )h, po= 2 3,

4 - &
. a]”. .
so i1st der Ketteubruch ll im allgemeinen konver-
b

gent, und nur in gewissen Ausnahmefillen aulier-
wesentlich divergent. Die Konvergenz besteht aus-
nahmslos, wenn aullerdem ¢ <} ist: sie besteht auch

1}y Tiir den Grenzfall @ = — ] lifit sich noch eine Konvergenz-
M |
Umgebung des periodischen Kettenbruches l i ! l bestimmen, wenn man

den Begriff ,Umgebung® allcemeiner fafit, so daf der Kreis, in dem
a  liegen soll, einen von » abhiincicen Radius r, hat. Natirlich mufs
14 o Lo Bty ¥

nach obigem lim r, = 0 sein. Eine solche Umgebung habe ich in
L -]

meinen auf S. 396, 'ufin. 3 zitierten Arbeiten (S. 147—148 bzw. 8. 527—528)
bestimmt. Bei dieser Gelerenheit sei ein sinnstirender Schreibfehler he-

richtigt: auf S. 148 baw. 528 soll es Mgy 1 ostatt a ) — heilzen.

=

In den oben zitierten Arbeiten von Herrn Perron, Pidoll unil
von mir spielt die von Herrn Pringsheim (s. die anf S, 393, Fufin. 1
zitierte Arbeit) zur Behandlung des limitiirperiodischen Kettenbruelies
angewandte Methode eine wichtigze Rolle; ihr Kernpunlkt besteht in einer
gewissen Auflosung der dreizliedricen Rekorsionsformel l),,+1 =D, -+
a4, 4y D, _ . Das Nithere wird aus Nr. 2 ersichtlich.
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ohne diese Einschrinkung jedenfalls in dem engeren
Bereich

<,(.:' — ) ]3—— z (l_— q ]
24 2 (1—lg )P ’

Inshesondere ist in jedem Fall

('.}) n— a, y = 2, 3, e

al |

(5) a—a, <<53 _: i )ﬁ(l—‘q). r=2,3,...

ein Konvergenzbereich. Die Konvergenz ist bei be-
liebiger Veriinderlichkeit der a, gleichmifiig im Be-
reich (3) fir ¢ <}, und im Bereich (4) bezw. (5) fiir
irgcend ein a; die Konvergenz ist auch unbedingt.

Fiir den Beweis bemerke man zuniichst, dai wegen (1)
und (2)
(6) st =1 si=—uqa 2 <z

ist, und daB dann der eingliedrig-periodische Kettenbruch

0
¥

Bs sei nun z eine zuniichst beliebige Zahl, und die
Zahlen z,, £, z,. #}, ... seien nach und nach aus den Glei-
chungen berechnet

konvergiert und den Wert — z* hat.

(7 o+ a=1, zpa=—d041, r=1,2,3, ...

diese Bestimmung ist eindeutig, wenn kein z, verschwindet.
Es sei ferner «, eine positive Zahl, die der Bedingung

(®) a, < 7z — 2

geniigt, und man setze

€)) a, = a,( ¢ — 12 —a,)
Nun fithre ich die Bedingungen ein:

(10) a—a, | <ay, v=2,3...

und

(11) a—2 <

ich zeige zuniichst, dafi dann
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(12) —a <a, und : ), »y=1,23,...
ist. Fiir » =1 folgt dies sofort, denn es ist nach (6), (7) und (11)
s—z =|a—27 <a;
sodann ergibt sich hieraus mit Riicksicht auf die Ungl. (8)
& =ln—ets> 8 — 2—2 >lsl—a > >0,

Angenommen nun (12) gelte bereits fiir v =n (1> 1),
so ist 2,41 eindeutig bestimmt und ich beweise die Giiltigkeit
von (12) fiir » = n -+ 1. Man erhillt nimlich aus (7)

«, *—]
fepr=1— g =14

"/"
und dann wird mit Riicksicht auf (6)
= - — ] . ol Ay 41 ind t Ana .
..—.:,,+1-—1—_ — G = — 3 = = == = S
~n ~-n

fiigen wir hier im Zihler -2’ 4 « (= 0) hinzu, so folgt
,
f— g = [ —2)ta—ang].

Da nun nach Voraussetzung :— " <a, ist, so erhilt
man mit Hilfe von (10)

b tats € 1y (0 B )
ferner ist
(13) o= zn—i+t 2 2z —lea—5 2 —ay,
und nach (9)

somit wird
SchlieBlich erhilt man

Zog1| 2l — gyqr— o 2 —u, 2> 0;
somit gilt (12) und auch (13) allgemein.
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Nun schiitze ich den Quotienten z’— ab; es ist nach (6)

und (7) ?
a_ 4+ i — ~1 _ 7 + (1—2) 2.:(1 —&) & 4 '3'_'_:"*"
Zy Z 2y < Z £Zy i 2,

also mit Berticksichtigung von (12) und (13)

e ~d

& F2 o
14 2 - .
(14) =12 T (7 —a)
Setzt man daher voraus, daB
(15) po R e gy <1
i1st, so wird sicherlich die Reihe
(16) 3|2t
y=21 ~g )

konvergent. Nun folgt aus (7)

[(I,T’__ [ a, —g :;Jm’

= 'K § i ’

11 2, 4 &40 1

und vermoge einer bekannten Kulerschen Formel erhdlt man?)

i
) -

I (1+ TR ) s — o

A P
: 4: o (H— 1 \
! Iy R ——
21 EH- M filr 210
A0 ‘+ - '—A)
‘ ! + -

(=2, 3,...).

Im Falle :{ = 0 folgt hieraus nach (16) ohne weiteres

el

die Konvergenz des Kettenbruches [al,.]’ withrend im Falle

L
:130 noch im allgemeinen Konvergenz auftritt, abgesehen
von dem Ausnahmefalle

1) Vgl meine auf S. 396, Fufiu, 3 zitierten Arbeiten; daselbst ist
nur vorausgesetzt: ¢ -0 (v = 1), withrend 2] auch Null sein darf.
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i; ::l 5 .'.774.',. T ‘1;
pi==i]

g
in diesem Falle ist der Kettenbruch aulierwesentlich divergent.
Ich setze zuniichst
i1 = 0;
die Bedingung (11) geht dann in
2 < a

iber. 'Wiihlt man speziell

so heifit dies

oder
(17) MK

Zugleich wird

und die Bedingung (10) lautet nun

(18) a— a, <( =i B ) W=

Aus der Bedingung (15) wird schlieBilich

_ i 1
+ Sllal - any <
oder
Ll-f_- qﬂ, < 1 - C{ )
das heifst
1< 2 4 .

Dies gilt in der Tat (nach (6)) mit der einzigen Aus-
nahme, daB © und z' dieselbe Amplitude haben. In letzterem
Falle sind aber wegen (6) - und =’ reell und >0, also a reell
und < 0; somit ist a

-4 <a<0.
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Eine leichte Rechnung ergibt nun

1+ Vidde |, 1—V1+4a
. = - 2 f 2= -?) B

<

P
g — &

4= ", =3 V1+4q,
und aus (10) wird
a—a, <i(l+44a), »r=2,8 ...
Dann ist aber
a, <a +1+a=1%, r=23,...,

und hieraus folgt in bekannter Weise die Konvergenz des

©L

Kettenbruches [a{] )
1

Zusammenfassend haben wir gezeigt, daf der Kettenbruch
"alr][ konvergiert (und dann offenbar unbedingt), wenn (17) und
(18) gilt. Es ist auch leicht zu sehen, dat die Konvergenz
gleichmiliig gilt, wenn die a, im Bereich (18) beliebig variieren.

Wiihle ich 210, so kann die Bedingung (11) stets er-
fillt werden (man braucht ja nur zf = :* oder hinreichend
nahe an ' zu setzen), also unter der alleinigen Voraussetzung

(18) 1st der Kettenbruch

g 1®
a,|”. .
l'J im allgemeinen konvergent und
s

nur in Ausnahmefillen auBerwesentlich divergent.

1) Will man dieses bekannte Kriterium (vgl. Fubn. 2 anf S. 397)
| i
. . zl—z PR
nicht heranziehen, so setze man a; = = {1 — V) (P > 0); man

-

crkennt leicht, da dann die Bedingung (15) stets erfiillt ist und erhiilt

2
) (1 — 9% (4 > 0).

o
2 — |2

fir 4 <! den Umgebungsradins a, = ( S
102
4
Fir hinreichend kleine « liefert das Kriterium «, = i auch eine
Konvergenz-Umgebnng, niimlich diese:

Speziell fiir « = 0 wird «y -

a— <1 — qa =23, ...

'

Mun sieht leicht ein, daf dieser Bereich stets in (18} enthalten 1st.
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Um hier mit Sicherheit auf Konvergenz im engeren Sinne
schlieffen zu konnen, ist eine weitere Abschiitzung nitig.
Offenbar ist

T =L )
) E 8 (7 —a)
wobel fiir 2 = 1 sicher das < Zeichen gilt, wenn z; — woriiber
wir ja im Rahmen der Bedingung (11) verfiigen konnen —
hinreichend nahe an . gewihlt ist.
Somit wird

N2 2\ E a, opEy
(19) E’,...:,._—(;) <( PR ( .:'—ul))- g

setzt man zur Abkiirzung

" o i
< !

S s R
y=1 «‘-'l e By ot
so folgt aus (19), (falls (15) gilt)
(20) s T < = - : .
I —q [ —|q — ay I—q
) (s —a)
Nun ist
1 Y 1 q
1 vy = —_— e —— .
t 1—q+s 1—-q>1+q‘ S
und daher 1 -+ s >0, wenn nur
q = 1

l—g " 14y
ist: hierzu geniigt aber nach (20):

P8 —ay) I 1

: » - < .
(s —a)(l-—gql) - ua 1—¢q 1419

Dies mit (10) und (15) zusammen zieht also stets die

1w

nach sich.
1

Konvergenz des Kettenbruches l'a],.
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Man kann somit «, durch die Gleichung bestimmen
(s —a)(1— g =2:(7 —a)(1—Ig)—2aq,
woraus sich
(2= (2
R G

Shab e

ergibt. Man bestiitigt leicht, daB dann die Bedingung (15)
erfiillt ist, denn diese lautet nach einer einfacheren Umformung

r4<~ ("—v
—r:—i

l

und es ist i der Tat

24 -—('2 — ')

denn die rechte Seite i1st hier >

=

Aus (9) wird jetzt schlieBlich
IR 2 P2 = (L1l
e PR R
Es ist bemerkenswert, daf wir hier einen fiir alle Werte
von a giltigen Umgebungsradius erhalten, der auch fiir « =0

oo
einen brauchbaren Wert <112= {;) liefert.

Fir ¢ < L haben wir in (18) einen besseren Konvergenz-
bereich. und tur g >} liBt sich @, durch einen einfacheren.
allerdings zugleich kleineren Wert ersetzen. Schreibt man
nimlich «, in der Gestalt

1o

¢|{l — g
2= 2 2

—{(l1— q )

und benutzt wan die Beziehung
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] = ‘:f"“ <l+gq.

~ <

so ergibt sich zuniichst mit bekannten Hilfsmitteln der Dif-
ferentialrechnung leicht

15

e (l—ql) < 2ot igl af

[‘2— (1_q>] Grlgee

und dieser Bruch ist fiir 1> g/ > 1 stets >4. Somit ist
fiir lgq > 1

« —a, <<; . )'(1—_(1), p=2,3, ...

ein Konvergenzbereich; wegen (18) gilt dies auch fiir ¢ <.
Auch hier ist, wie leicht zu sehen, die Konvergenz gleich-
miiiig bei beliebiger Veriinderlichkeit der a, im Konvergenz-
bereich. Aus der Form der Ungleichungen folgt auch un-
mittelbar, da die Konvergenz eine unbedingte ist.
Somit ist der eingangs formulierte Satz in vollem Um-
fange bewiesen.

Berichtigung
zu meiner Arbeit: Uber nichtnegative trigonometrische Polynome,
diese Berichte, Jahrg, 1917.

S. 809, Formel (2), statt s =1, 2, .. .  les: v =1, 2, . ..
S. 813, die Formel in Z. 10 ist mit der Nr. (9) zu versehen.

S. 320, letzte Formel, statt 2ol lles el
' ’ r— +1



