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Zur Theorie der Kanalflächen. 
Von A. Voss. 

Vorgelegt in der Sitzung am 15. November 1919. 

Eine Kanalfliiche hängt im allgemeinen von drei will- 
kürlichen Funktionen, den Radien Ti und T der Krümmung 
und Windung der Kurve C, welche die Mittelpunkte P ihrer 
erzeugenden Kugeln mit dem Radius r durchlaufen. It, T und r 

können dabei als Funktionen der Bogenlänge u der Kurve C 

angesehen werden. Im folgenden soll nun die Vorstellung fest- 
gehalten werden, daß die Fläche dadurch deformiert 
wird, daß T beliebig geändert wird, während R und 
r als Funktionen von u ungeändert bleiben. Bei allen 
diesen „Deformationen“ der Kanal-, im speziellen bei kon- 
stantem r Röhrenflächen, bleiben die Hauptkrümmungshalb- 
messer derselben in entsprechenden Punkten ungeändert, wie 
im folgenden außer einigen andern Sätzen gezeigt werden soll. 

§ I. 

Die Gleichung der Kanal- und Röhrenflächen. 

Unter einer Kanalfläche versteht man das Umhüllungs- 
gebilde der Kugeln vom Radius r, deren Mittelpunkte eine 
Kurve G im Raume durchlaufen; dem speziellen Faller — konst 
entsprechen die Röhrenflächen. Die Koordinaten des Punk- 
tes P von C seien x, y, z, die eines zugehörigen Punktes Q 

der Umhüllungsfläche seien X, Y, Z. Dann hat man zur 
Bestimmung von X, Z die beiden Gleichungen 
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( (X - *)* + ( Y - y)» + (Z - .r)» = »•* 

) (-V - ;r) « + ( Z - y) /î + (Z - s) y = -r r‘ 

in denen a, />’, y die Richtungscosinus der Tangente von G im 
Punkte 1‘ bedeuten; r“ ist die Ableitung von r nach u. Zur 
Auflösung von 1) führen wir die Richtungscosinus der Haupt- 
und Biuormale von G im Punkte /', nämlich 

i, >h C; '•» 

ein, so daß der Punkt Q in Bezug auf das charakteristische 
Triüder von G die relativen Koordinaten A, B, G erhält. 
Dann ist 

I X - x = A u + Ils + G/. 

2) \Y-y = Aß + Jiq + G,, 

\ Z-: = A y -f- BÇ + Cr 

wobei zwischen den Ableitungen der Richtungscosinus des 
Triëders die Frenetschen Formeln 

nebst den durch Vertauschung der «, ç, /. mit den ß, »/, // ; 
y, y entspringenden gelten. Nach 2) erhält man aus 1) 

-f B%
 + G'1 = >•* 

A = — rr‘ 
so daß 

3) B = s cos v, G = E sin v 

wird, falls 

4) c = + r Vl — r‘% 

gesetzt wird. Dabei ist jetzt v der Winkel, den die Projek- 
tionen von 1

J
 Q auf die Normalebene der Kurve C im Punkte J‘ 

mit der Hauptnormalen von C bildet. Setzt man noch 

5) eu — r r‘ 

so ist 
( X — x = — a a» -)- s (I cos v -j- /. sin v) 

6) ! Y — y = — ß cu -j- ! (>] cos v -j- // sin v) 

I Z — * — — y tu -(- £ (£ cos v v sin v) 
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und zugleich sind die Richtungscosinus -, II, Z der Geraden PQ, 

oder der Normale der Kanalfläche im Punkte Q durch 

gegeben. 
Die von den Punkten Q auf der Fläche bei konstantem u 

gebildete Kurve ist nach 1) der Kreis vom Radius e, dessen 
Mittelpunkt im Abstande co auf der (positiven) Tangente von 
C in P liegt und dessen Ebene auf dieser Tangente senkrecht 
steht. Er ist eine Krümmungslinie der Kanalfläche; die 
Richtungscosinus von PO gegen die Axen des Triëders sind 

O i o O 

-—r\ ]/I —>•'* cos», l/l—r'2sin». 

Die Fundamentalgrössen erster Ordnung der Fläche e, f, y. 

Nach diesen unmittelbar evidenten Bemerkungen bestimmen 
wir die Fundamentalgrößen erster Ordnung der Kanalfläche. 
Nach § I, 6 hat man 

Xc = t (— £ sin v cos v) 

wobei unter dem angefügten Index u, v jedesmal die Ableitung 
nach u verstanden werden soll. Aus 1) folgt: 

E — —- a r‘ -J- V1 — r‘ * (| cos v -\- l sin v) 

7) II — — ßr‘ -f- V1 — 
r

‘
l (v cos» + n sin v) 

Z — — y f‘ + VI — r'
2
(C cos» + >' sin») 

§ II. 

1) 
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Die Werte von f und y sind dadurch ausgezeichnet, daß 
in ihnen Ableitungen nach u von e überhaupt nicht auftreten. 
Aber dasselbe gilt auch für e, das nach einigen Umformungen 
die übersichtliche Gestalt 

annimmt. Setzt man noch 

3) 
1 — o)„ r cos v 

1 1 -r'2 H (“ 

sin v 

11 

so erhält man 

1) 

c = l 
n -f- (/l 

f = * V 
y ----- t

l 

und somit für das Quadrat des Längenelementes der Fläche ds'
1 

und den Winkel d der Kurven u = const, v = const, 

5) ((s'
1
 = {I

n -f- Q
1
) d a 2 2 t Q du du -\- r2 dv

1 

— l
n

 du
2
 -f- (Q du -j- edv)

1 

cos 0 
t l 

Aus 5) folgt: 
Yjn + (£i 

Die zweite Schar der Krümmungslinien der Fläche 
ist durch die Gleichung 

Q du s dv = 0 
bestimmt. 

Aber auch die Kurven u, v selbst haben eine Eigenschaft, 
die von Interesse ist. Da nämlich nach 4) 

6) ey — f2
 = f2P2 

ist, und P nach 3) von T unabhängig ist, ergibt sich der Satz: 
Durch die Kurven u — const, v = const werden 

alle deformierten Flächen in flächentreuer Weise auf- 
einander ab gebildet1). 

*) In besonderen Fällen, wie z. B. bei der Köhrenfläche der gewöhn- 
lichen Schraubenlinie, die für T — a> in einen geschlossenen Ring über- 
geht, wird die äquivalente Abbildung sich unendlich oft wiederholen. 
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Endlich ist auch tg 0 = 
P 

Q' 

Für den Fall P — 0 wird ey— fz = 0. In der allge- 
meinen Flächentheorie pflegt man anzunehmen, daß bei Vor- 
aussetzung reeller Koordinaten werte, die auch hier allein in 
Betracht gezogen werden sollen, ey —fl von Null verschieden 
sei, so daß die aus der Matrix 

14 IJu "H ! * 

:! yv I 
gebildeten Funktional-Determinanten nach u, v nicht gleich- 
zeitig verschwinden, also auch eine unmittelbar bestimmte 
Tangentenebene vorhanden ist. Eine solche ist aber auch 
hier vorhanden, nämlich die Normalebene im Punkte Q. Die 
von diesen Punkten Q gebildete Kurve auf der Kanal- 
fläche ist die — allerdings nicht notwendig reelle — Rück- 
kehr kurve der Kanal fläche. Fügt man nämlich den Glei- 
chungen 1) des § I noch die weitere durch Differentiation der 
zweiten Gleichung daselbst entstehende 

(V - x) f + ( r - y) y + {Z - z) ; = (1 - OJu) lt 

hinzu, so ergibt sich nach § I, 6 

f cos V 1 — li)„ 

II Kl - r‘* 
oder P = 0. 

Der Ausdruck ey — f2 ist übrigens auch dann Null, wenn 
* = 0, oder, da r als von Null verschieden angenommen werden 
muß, wenn r = ± (u -f- c) gewählt ist. Setzt man r = u -(- c, 

(x> = ii -}- c1 so wird 

X = x — a (y + c), Y = y — ß(u + c), A = — y (u + c) 

also ergibt sich gar keine Fläche, sondern nur eine Kurve P. 

deren Punkte Q auf der Tangente von C dem Punkte P zu- 
geordnet sind, und das analoge Resultat folgt für r = ct — u. 

Dabei wird dann (es mag nur r = u -f- c gesetzt werden) 
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v _ _ I (M 4 c) 
R 

also die Bogenlänge S der Kurve F bestimmt durch 

d S u 4 c 

du = R 

Demnach ist 

7) 

dX _ __ i(u 4- e) 

dS \n 4 c 

RI) 

I u 4 c 

wo ö = ± 1 ist. Endlich erhält man auf demselben Wege 
auch den dritten Differentialquotienten von X nach S. 

Es folgt daher für den Krümmungshalbmesser Ri die 
Gleichung 

1 _ (R* + Tl
) u 4 c * 

7?r IP T* IR 

und zur Berechnung der Torsion T' hat man die Formel 

X' V X' 

I = -- m -v" ) • z" 
I X"' Y“‘ Z"‘ 

in der die Ableitungen der Koordinaten nach S durch Striche 
bezeichnet sind. Für die rechts stehende Determinante aber 
ergibt sich 

IP 
IP 

u 4 c 2 

f , >i , C 

,l , fi  !' Y I 
R ~r T ’ Ri 1" R ' 

a RJ /. T‘ fl R‘ it T‘ 

I P + T 
2 ’ IP + Tl

‘ ’ 

T 

y IV 

K
l 

V T ; 

T
2
 i 

oder nach Multiplikation mit der Determinante des Frieders, 
welche gleich 4 1 ist, 

1 _ R'T — T'R 

7\ ~ IP 4 T» 
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Das liefert den Satz: Die Kurven /'werden dann und 
nur dann ebene Kurven, wenn die Kurve C eine all- 
gemeine Schraubenlinie ist. 

Über den oben erwähnten Fall, wo ey— f2 = 0, seien 
hier noch einige Andeutungen gegeben. Die Darstellung der 
Fläche durch die Parameter u, v versagt dann zunächst, da, 
wenn die Tangentenebene der Fläche in der Nähe eines Punktes, 
wo die Differentialquotienten der Koordinaten nach v denen 
nach u proportional sind, gegen diesen Punkt konvergiert, sich 
im allgemeinen keine bestimmte Grenzlage für beliebige Kon- 
vergenz von n und v gegen Null bildet. Es wird sich daher 
empfehlen, wieder zu den x, y, z zurückzugehen. Dabei wird 
es genügen, den Fall, wo nur die beiden ersten Glieder einer 
analytischen Entwicklung nach u, v angesetzt sind, oder 

x - ui -j- /er, -p u]a\ -j- nt rxn\ + v\a\ 

!) = ui 4* ^ 
r
i + u

\b[ 4" Mj b\ -f- v\b\ 

•" = », + /-•>’, + nic\ + «, r, c\ -f- v\c\ 

oder, wenn w, -f- k r, = u gesetzt wird, 

x — u -f- ax u
2 -)- bi u v -f- Cj i 2 

8) // = u -(- ci-, u
L + b2 u r -ff c2 v

1 

z — il -f- «3 ii“ -j- b2 u v -f- c3 v
3 

vorauszusetzen. Wenn die Determinante der n. h. c nicht Null 
ist, ergibt sich für 

Pi,P2, p3 mit 2 (pb) = 0, 2(pc) — 0 
<h - <l-i, !Is - - (/Ic) = 0, 2(qa) = 0 
V r.,, rA . 2(ra) = 0, 2(rb) = 0 

falls man 

x
Pi f yP+ zPi = 

x
- * Qi + y + ~ (7s = F. .rr, -f- j/r, -f z rs = Z 

setzt X = H 2p -p à u
2 

Y — n 2q -p b ii v 

/ = H 2' r 4" d r3 

wo <3 die Determinante (a h c) bedeutet, und die p. q. r direkt 
den Unterdeterminanten aus den a, b, c gleichgesetzt werden. 
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Wird noch 

-O) = A, ~ (?) = A. -(>•) = 

gesetzt, so hat man, um die Gleichung zwischen X, Y, Z, welche 
nach den x, y, z wegen <5 + 0 auflösbar sind, zu erhalten, 
nur noch w, v zu eliminieren. Dabei ergibt sich eine Gleichung 
vierten Grades, deren niedrigste (quadratische) Glieder sich auf 

(Zty + Asx)
2 

zusammenziehen. Die Fläche hat also für u = 0, v — 0 
einen konischen Punkt von der Beschaffenheit eines 
Uniplanarpunktes, und hieraus wird man einen Schlub 
ziehen können auf den Fall, wo längs einer Kurve die Be- 
dingung ey — f* = 0 erfüllt ist. 

Das Resultat gilt aber nur dann, wenn AI — yl,A3"f-0 
ist. Ist dieser Ausdruck Null, so ergibt sich ein triplunarer 
Punkt, bei dem zwei Ebenen zusammenfallen. Ein ganz spe- 
zielles Beispiel dafür zeigt der Fall 

x = M + u- a 

y — wb 

z = v
2
c 

Hier hat die entsprechende Fläche die Gleichung 

?'*_ = (x* _y' V 
« c b

2
 \(i c b

2
J 

welche einen singulären Punkt desselben Charakters im An- 
fang besitzt. Wenn dagegen die Determinante <5 = (abc) in 
den Gleichungen 8) Null ist, folgt aus denselben 

+ .'/? + er = u(p + q -f- r). 

Istp -}- q -f- r = 0, so ist die Fläche eine Ebene. Andern- 
falls ist 

u = 
xp

 + + 
rz 

P + i + r 

und durch Elimination von v aus zweien der Gleichungen er- 
gibt sich eine Fläche, die wieder einen uniplanaren Knoten- 
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punkt hat. Trotzdem würde es unrichtig sein, wenn man die 
Gleichung eg — p = 0 als einem Uniplanarpunkte äquivalent 
ansehen wollte. Schon das Beispiel 

x = ffj ul -j- IJ1 U V -p c, v'
1 

y = «j Ul -p l).2 MB T c2 v"
1 

z = a3 ul
 -f- ^3 u v -p c, w* 

liefert, wenn die Determinante d + 0 ist, einen konischen 
Punkt. 

§ HI- 

Die Fundamentalgrössen zweiter Ordnung E, F, G. 

Die Ermittelung von E, F, G aus den Gleichungen 
7/   y — v 7?  v r v CI   v — y 

J-J — *—> — , J. — — AWj, Ur — 

würde die Bestimmung der zweiten Differentialquotienten von 
X nach u, bei der die Differentialquotienten von B und T 

auftreten, erfordern, die sich im Resultat wieder herausheben. 
Man vermeidet dies, wenn man von den Gleichungen 

— E= X„, — F = — X, = — X„. 
— 6f = X„ 

ausgeht. Aus § 1, 7 hat man, wenn zur Abkürzung 

+ V1 — r'2 = 8 
gesetzt wird 

1) + ,s^) 

r‘ sin y r‘r“ 
-It + S-T-~c„v - 

cost’, . r r 
T - * + sin y 

X = (S (— £ .sin y -p / cos y) 
und aus £ II, 1 

X„ == a ^1 — co„ 

2) 

cos y . „, co . , sin t 
+ s ( — R + F« cos v -f- F Y 

. . . cos v 
+ >-1 sin v — F r 

X„ = e (— £ sin y -p A cos y). 
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Aus diesen Gleichungen folgt sofort 

G = F S 

3) 
F = 

sin v 

A T ) 5 = QS 

Etwas weitläufiger ist die Bestimmung von — K. Zunächst 
erhält man durch Zusammenziehung und Aufhebung verschie- 
dener Glieder 

— E = r“ + S 
, cos V 

11 
I 

cos r 

11 

r‘o) . cos v Ssin r E S r‘ r'r
1 

+ rs + '• ns '~
t0>
 if T + r* H -

f
" s 

oder, wenn man F„ durch seinen aus § I, 4 folgenden Wert 

'1 O) 

F,, = r 
S 

ersetzt, und die Glieder mit (1 — co„) vereinigt 

, r'r“ cos. , 
„ , + +r 

a — >•- 

r —,V s + u 
. ,,sm-ü 
+ +’ 7- 

— 2 r - 

ns 
S sin r 

IS 

T 11 

also endlich 

*-*i*+T COS V 

Ii 

1 — co, 

S 

, ( , sin?; S\- 

+ T Ti  r)- 
also nach der in 5; II, 3 eingeführten Bezeichnung nach 2), 
3) und 4) 

•r>) 

r“ 

Ji 

F= QS 

G = rS
2
. 

Hieraus folgt nun 
(

 r" 

E = _ ( r" + cos v\ „ , 1 
11 ) 

r + Q* 
r 

6) Ed — F
2
 = S+“”17V.S': 

V cos 
11 ) 
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Da nach $ TI, II eg —f
2 = .,3/'2, so hat man für das 

Krümmungsmaß K die von T unabhängige Gleichung 

7) 
r" cos?;\ 

»S + 11 ) 
Daher folgt: 

Bei allen Deformationen der Kanalflächen behält 
das Krümmungsmaß in den Punkten gleicher Werte 
von t(, v denselben Wert. Aber diese Flächen sind gleich- 
wohl nicht aufeinander abwickelbar, wie ein Blick auf 
das in § .11 angegebene Längenelementsquadrat in Bezug auf 
die Kurven u, v zeigt. 

Aber noch mehr: Da der eine Hauptkrümmungsradius gt 

immer den Wert r hat, muß nach 7) der andere den Wert 

haben. Alle deformierten Flächen haben also in ent- 
sprechenden Stellen die nämlichen Hauptkrümmungs- 
halbmesser; man kann sie als im unendlich kleinen kon- 
gruent bezeichnen. 

Die Gesamtheit der deformierten Flächen ist von der will- 
kürlich zu wählenden Funktion T von u abhängig, durch die 
die Kurve C selbst vermöge einer Riccatischen Gleichung 
bestimmt, und damit jedes einzelne Individuum der Gesamtheit 
erhalten wird. 

Aus der allgemeinen Formel für den Krümmungshalb- 
messer eines Normalschnittes 

1 Edir + 2Fdudv -j- Geh;2 

n edid -j- 2f du de -j- g dv
2 

ergibt sich für den Krümmungsradius längs der Kurve i( = const 
<J O O 

1 _ G _ r S* __ 1 

"i H .'/ 
r 

wie es sein muß, während für den Krümmungsradius für die 
Kurve v = const der Wert 

2'J Sitzungsb. <1. math.-phys. KI. Jahrg. 1019. 
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' 's +T 
o- 

1 

0-2 + VJ 

folgt, der für V — 0, d. li. für die Funkte der Rückkehrkurve 

wieder in ^ übergeht, was übrigens selbstverständlich ist, da 

die beiden Kurven u, v liier überall zusammenfallen. 

§ IV. 

Kurvensysteme auf den Kanal- und Röhrenflächen. 

Die Differentialgleichungen der wichtigsten Kurvensysteme 
sind auf den Kanalflächen im allgemeinen nicht einfach. Audi 
für die Röhrenflächen ergeben sich keine unmittelbar zu über- 
sehenden Resultate; nur für die Röhrenflächen der gewöhn- 
lichen Schraubenlinie kommt die Lösung auf verhältnismäßig 
einfache Quadraturen hinaus. Wir begnügen uns mit den fol- 
genden Andeutungen : 

1. Die zweite Schar der Krümmungslinien. Sie ist 
nach § II, 5 gegeben durch die Differentialgleichung 

sin Vf. , , . 
m ... — \än-\- Uv E = 0. 

Il T 

Dies ist eine Riccatische Gleichung für v. die lur 

tg die Form 
di 

d C , n 
ze. , -f- 2 

du li T 
= 0 

annimmt. So erhält die Variabele 'Q in der Normalebene von 
C im Punkte V eine unmittelbar ersichtliche geometrische 
Bedeutung, welche zugleich zeigt, wie aus drei Krümmungs- 
linien durch eine ganz einfache Doppelverhältniskonstruktion 
jede vierte abgeleitet wird1). Die Riccatischs Gleichung ist 

') .Man betrachte den am Ende des § I angegebenen erzeugenden 
Kreis der Kanal fl liehe vom Radius r, dessen Radien bei der Projektion 
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für den Fall der Rührenflächen durch Quadratur lösbar, 
und liefert 

lu 
T + const 

wodurch die Kriimuiungslinien der Fläche mit der 
Konstruktion der Evoluten der Kurve C in unmittel- 
bare Beziehung gesetzt sind. 

2. Konforme Abbildung der Kanalflächen. Zur 
Ausführung derselben hat man die Gleichung 

r cos v 

R 
+ 1 

a) sin v 

R 
— ) du + ie.dv = 0 

d. h. wieder eine Hieratische Gleichung zu lösen, welche 
durch die soeben benutzte Substitution die Form 

dt 
'11 

n H 

r 

R 
+ 21 

o) c, 

R 

+ 0 

annimmt. Damit sind zugleich die Minimalkurven und die 
isothermen Kurvensysteme der Kanalflächen wenigstens 
definiert. Für den Fall der Röhrenflächen der gewöhnlichen 
Schraubenlinie ist wieder nur eine Quadratur auszuführen. 

3. Die Rückkehrkurven der Kan alflächen sind nach 
§ II gegeben durch die Gleichung 

1 — m„ cos v 
— r =0. 

auf die Normalebene von C in P mit der Ilauptnonnale von C den 
Winkel v machen. Der der Hauptnormale parallele Durchmesser der- 
selben begegnet diesem Kreise in den Punkten A und B; dann bildet 

AQ mit diesem Durchmesser den Winkel -, demnach wird A Tt 'Ç gleich 

dein Abschnitt, der durch A() auf der Tangente des Kreises in B ge- 
bildet wird; um das Doppelverhältnis dieser Abschnitte aber handelt 
es sich. 
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Audi diese ist von T unabhängig. Bei allen Defor- 
mationen behält also die Rückkehrkurve dieselbe 
relative Lage gegen das Tricder der Kurve C; ihre 
Koordinaten X,, Y,, Zx aber werden von T abhängig. Das 
Bogenelement z. B. wird 

ds ----- 
Sill v 

I 

R 
' ! <IV

 1 - h , « » 1 (I u 

wobei als Funktion von u aus 1) zu entnehmen ist. Für 
du 

den Fall der Böhren fläche hat man insbesondere (r ----- c, 

<o — 0, I- = c) 

S = c 
du . (II 
,,, 4- arcsin I 
I \ < 

const 

wobei das Integral wieder auf die Evolute von C hinweist. 

Die Richtung der Rückkehrkurve füllt in jedem ihrer 
Punkte Qj mit der Tangente des erzeugenden Kreises zusam- 
men, wie man übrigens auch leicht aus den allgemeinen For- 
meln des § II bestätigt. So hat man z. B. 

d-X, 

du T 
( — t sin v -j- /. cos /;). 

4. Die Haupttangenten-Kurven der Kanalflächen. 
Die Rückkehrkurven sind selbst singuläre Haupttangenten- 
Kurven. Die allgemeine Gleichung der letzteren erhält nach 
§ IH die Form: 

. r cos?; 
“* S + R 

COS V 

II 
du

2 T 

1 
du ( o> 4 SyJ-

W -- ^, ) -p f dv) = 0 

die freilich nur für den Fall der Röhrenfläche der gewöhn- 
lichen Schraubenlinie auf eine einfache Quadratur führt. 

5. Die geodätischen Kurven der Flächen. Für den 
Fall der Röhrenflächen erhält das Längelementsquadrat nach 
g II vermöge der Substitution 
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die Form 
l
n
du- + dv'

2 

so daü, wie übrigens geometrisch schon erhellen würde, die 
erzeugenden Kreise selbst geodätische Linien der Fläche sind. 

Für die allgemeine Ermittelung der geodätischen 
Kurven wird man den folgenden Satz anzuwenden haben: Jeder 
Lösung der Gleichung 

2) •!('/)= 1 

in der J (y>) den ersten Differentialparameter von ff in Bezug 
auf die Form 

ils
3 = cdu

2 -f- 2 f du dv -j- qdv
2 

bedeutet, entspricht eine Schar paralleler Kurven der betref- 
fenden Fläche, deren orthogonale i’rajektorien geodätische Kurven 
derselben sind, und einer eine willkürliche Konstante (die 
nicht nur additiv vorkommt) enthaltenden entspricht nach 
.Jacobi eine geodätische Kurve, deren Gleichung dann ohne 
neue Integration erhalten wird. 

Die Gleichung 2) wird im vorliegenden Falle 

( 7« r <L>2) 4- 2/i° 
t V . 

Sie kann, wenn It, T, r Konstanten sind, d. h. für die 
Üöhrenflächen der gewöhnlichen Schraubenlinie durch den eine 
willkürliche Konstante c\ enthaltenden Ansatz 

7 = D » + ' 0) + S 

durch Quadratur gelüst werden. Denn für S — 1, <o = 0, 
>: — y = c erhält man 
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d I/’ 

Sv 
1 - e- 

COS V 

n 
wo 

COS V 

Setzt man noch cosv = so ist I/J gegeben durch das 
elliptische Integral 

von dessen Auswertung hier wohl abzusehen ist. Damit sind 
aber alle geodätischen Kurven dieser allerdings sehr speziellen 
Röhrenfläche ermittelt. 


