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Uber orthogonale Kurvensysteme in der Ebene.
Von Max Lagally.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 1. Mirz 1919.

1. Orthogonale Kurvensysteme in der Ebene werden im
allgemeinen in der Weise eingefithrt, daf die eine Kurven-
schar als gegeben betrachtet und die andere, die der Ortho-
gonal-Trajektorien, durch die Forderung der Orthogonalitit
bestimmt wird. Unter den Klassen von Orthogonal-Systemen,
bei denen beide Kurvenscharen von vornherein als gleich-
berechtigt auftreten, ist die der Isothermen-Systeme bei weitem
die wichtigste.

Die folgende Untersuchung stellt sich auf den Standpunké
der gleichzeitigen Einfilhrung der beiden Kurvenscharen. Es
wird ein Weg angegeben, auf dem es gelingt, unendlich viele
Klassen von orthogonalen Kurvensystemen aufzustellen; zu-
gleich ergibt sich die Moglichkeit einer systematischen Auf-
zihlung, indem jede dieser Klassen durch zwel ganze Zahlen,
die ,Rangzahlen® der Klasse, gekennzeichnet ist.

Bezogen auf zwei beliebige Systeme von Kurven # und v
stellen sich die rechtwinkligen Punktkoordinaten in der Ebene

durch @ =x(,v): y=y@,7v)

dar. Das Linienelement der Ebene ist

ds* = Edu* + 2Fdudv+ Gdv?

) ® . dwax  3yady ax\?, [ay\?
B =2 Y3, g — (2F) 4 (29,
( ) *—<8u) = ou av+8u v’ ¢ <Sv)+<av)’

die Orthogonalitiits-Bedingung ist ' = 0.
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Man kann stets eine lineare partielle Differentialgleichung
2. Ordnung (Laplacesche Gleichung) einer Funktion 9 (u,v)
3 39
suzs T G U) +b( Vg, =10
aufstellen, welche z, ¥ und 1 zu partikulﬁren Integralen hat.
Durch Multiplikation der beiden Gleichungen fiir ¢ = z und

& =y mit z bzw. y und Addition ergibt sich nach verein-
fachender Zusammenfassung

a*(@* + 9% (x> +./)
Ju v

+ g (4 9) + o0 o

Wenn also F' = 0 ist, und nur in diesem Fall, ist 2* 4 #*
ein 4. partikulires Integral der Laplaceschen Gleichung.

Zwischen den 4 Integralen
$y=ux; F,=y; dy=1; J =2+ y
besteht die quadratische Beziehung
9+ 9 = 9, 9,.
Diese idndert ihre Form nicht bei Einfiihrung homogener
Koordinaten T, = 0% Ty=0Y; Ty=0;

und des entsprechenden 4. Integrals z, = ¢ (2* +4- y*), welche
einer allgemeineren Laplaceschen Gleichung

auﬁ—*_ (, U) +b(’) -}-c(u,v)o_o

geniigen. Bel Einfithrung ,tetrazyklischer® Koordinaten

1—a*— 14 a4 2
8, =ex; Oy=0y; =¢ 5 - 0= —do—y =

nimmt die quadratische Beziehung folgende Normalform an
Y02 = 0.
1

Die tetrazyklischen Koordinaten der Punkte der
Ebene, bezogen auf ein Orthogonalsystem von Para-
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meterkurven, sind 4 partikulire Integrale einer La-
placeschen Gleichung.

2. In einer Abhandlung ,Beitrag zur Laplaceschen Cas-
caden-Methode“, die in den Mathematischen Annalen erscheint,
habe ich mich allgemein mit Systemen von % Integralen einer
Laplaceschen Gleichung beschiftigt, welche einer quadratischen
Nebenbedingung geniigen. Die Ergebnisse dieser Arbeit, die
unter der besonderen Annahme » = 4 fiir die folgende Unter-
suchung grundlegend sind, seien in Kiirze angefiihrt:

Aus einer Laplaceschen Gleichung

E—éua + a(u, v)a —}—b(uv) +c(u,v)z=

kénnen durch Anwendung der Laplaceschen Transformation
nach « und nach »

9z 9z
l=8—1;-"—az; »—‘—i—bzl=kz

9z 9z
z_,:a—u+b/5‘; "’_l‘*‘a'—-l—‘kz

zwei neue Laplacesche Gleichungen K, = 0 in 2z, und E_; =0
in z_; abgeleitet werden, deren Integration mit der Integration
von £ = 0 dquivalent ist. Dabei bedeuten 4 und % die ,In-
varianten“ der Ausgangsgleichung:

3a 3b
—sd—}‘al)—“c, k—’a?;—*“ab—c.

Die Laplacesche Transformation ist entweder nach beiden
Seiten hin unbegrenzt fortsetzbar, oder sie bricht bei der p.
bzw. — ¢. Transformierten ab.

In diesem Fall lifit sich das allgemeine Integral der
letzten Transformierten E, bzw. E_, auf die Form bringen:

H=U@+ § B )y @) dv; 2_y=V () + § au,v) @) du,
wo U(u), ¢ @), V{@), () willkiirliche Funktionen von

bzw. v allein bedeuten, a (#,v) und f(u,v) dagegen bestimmte
Funktionen von # und v. Ein unwesentlicher Faktor, der allen
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partikuldren Integralen gemeinsam ist, ist weggelassen. Die
Ausgangsgleichung heit dann ,vom Rang p 4 1 hinsichtlich
% bhzw. ¢ -+ 1 hinsichtlich »*.

Besteht zwischen % Integralen von I = 0 eine quadra-
tische Bedingung

Zpr &y =0,

so geniigen die n Integrale 2z, von I; = 0, welche durch
i-malige Transformation aus #, hervorgehen, und die ent-
sprechenden # Integrale z_;, von L_; = 0 fiir beliebiges ¢
folgendem Gleichungssystem

E 2z 0 i 22 iy 0 i’ 3'51,1' 0 i 82‘,;,. 3.’5’_,",.

VY i L ey =— v e —~ = 9 2 ;. = Y

T T du = oou T Y T du 2w
2, 3 i, 2. a'gi, v, ’—;, 32’1’,1/ az—i,v
2_," Z,,, A = O 2_,1’ ey = O Ly -
] v T v T o0 U

welches seinerseits fiir das Bestehen der quadratischen Be-
dingung notwendig und hinreichend ist.

Um zu Integralen zu gelangen, die in geschlossener Form
angebbar sind, ist vorausgesetzt, daB & = 0 hinsichtlich «
von endlichem Rang p + 1 ist. Dann ergibt sich als not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Moglichkeit des
Bestehens einer quadratischen Beziehung zwischen einer An-
zahl # von linear unabhingigen partikuldren Integralen, dak
ste auch hinsichtlich v von endlichem Rang q + 1 ist.

Wiihlt man die Bezeichnungen so, dah
g=>p
ist, so ist # an die Bedingung gekniipft:
n>q—p+ 2

Das allgemeine Integral von 1Y = 0 kann in folgende
Form gebracht werden:

=0
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vg ... U»yy' . .. Ve

2,z ... 2Py .. Y9
&= |zyxs ... x(l’)/?ya R
; . Coe
. » (
Lo L+ xn‘: Ym ym c .. ?/nl{ |
Dabei bedeutet U eine willkiirliche Funktion von u allein,
V von v allein; ,, , . . ., Z» sind bestimmte Funktionen von
w allein, ¥, ¥, . . ., Yu von v allein. Aublerdem ist
m=p-+4+q-+1.

Darch Transformation der quadratischen Bedingung in sich
lilit sich eine Normierung der Integrale erreichen, derart, daf3
ein Teil von ihnen nur eine willkiirliche Funktion U, der Rest
nur eine willkiirliche Funktion V enthiilt; also

mmemoonwf (00 00 B, R

] 3 ) () i (p) ()
i" x,xl...xl‘y,‘/,. .Yt +L T, % ... @ fz/le/l. qu
i 5 9 N . 5

|

o . (q) I

. (@ |
"v"l x})l . x"l JI" I/nl L I?l I x"l xm s xlll JI" _/lll S 7/'?)
Dabei 1st s+t = n.

s und ¢ selbst geniigen den Bedingungen

s2p—g+2 t>q—p+2,

aus denen sich noch #» >4 ergibt. Der im folgenden in geo-
metrischen Anwendungen behandelte Fall n» = 4 ist also der
einfachste, bei welchem die allgemeine Theorie noch zur Gel-
tung kommt.

Es handelt sich jetzt um die Aufsuchung von geeigneten
n partikuliren Integralen. Die s Funktionen U, (#) und die
m Funktionen z, (#) miissen das System von p + 1 Gleichungen

U B el =0 x=0,1..., )

erfiillen; ein analoges System die ¢ Funktionen V, (v) und
m Funktionen y, (v)

t m
SV B =0 @=0,1.., g
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Kin derartiges Gleichungssystem, das vereinfacht in der
Form

X e
Sv A =0; (x=0,1...k%)

1

geschrieben sein mdge, ldBt sich durch schrittweise Reduktion
auflssen. Wenn o einen Proportionalititsfaktor bedeutet, so
geniigen N Funktionen B,, die mit 4, durch die Gleichungen
A, = ¢ B, verbunden sind, denselben Gleichungen wie die 4,:

AY
SPBY=0; (x=0,1...%
1

Durch geeignete Wahl von ¢ liBt sich erreichen, daB
i N2 N=2
B =5 (145 8) B=1(1-35)
1 1

wird; dadurch wird die erste Gleichung formal zur Identitit,
und in allen folgenden verringert sich die Zahl der Summan-
den um 2; das Gleichungssystem reduziert sich also auf ein
System, das eine Gleichung weniger als das Ausgangssystem
und in jeder Gleichung 2 Summanden weniger enthilt:

N2 oo
v B =0; (x=1,2...k).
1

Hat man diese Reduktion so oft durchgefiibrt, dag nur
mehr eine Gleichung iibrig bleibt, so erfordert die Bestimmung
der Grofen A, nur Quadraturen.

3. Im Fall n = 4 ergeben die allgemeinen Beziehungen
zwischen », p, ¢, s, ¢:

4>q—p+2 ¢—p<2; q¢>p
s=p—q+2; t=qg—-p+2
Demnach zerfallen die ebenen Orthogonalsysteme in drei
verschiedene Typen, je nachdem ¢ —p den Wert 0, 1 oder 2
hat. Fiihrt man noch die ,Rangzahlen“
rn=p+1; r,=q+41

ein, so sind die drei Typen durch folgende Zahlen charak-
terisierb:
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L g=p; rn=p+1lir,=p+1;s=2; t=2
ILg=p4+1;rn,=p+1l;r=p+2;s=1;{=3
L g=p+2;r,=p+1;r,=p+3;s=0; t=4.

Legt man also der Zahl p alle ganzzahligen positiven
Werte (einschlieBlich 0) bei, so ergibt eine Aufzihlung
aller ebenen Orthogonalsysteme drei nebeneinander
herlaufende Reihen. Die drei Typen werden im folgenden
allgemein untersucht und die Krgebnisse zur Aufzihlung der
einfachsten Fille und zur Kennzeichnung ihrer geometrischen
Eigenschaften verwendet.

4. Die tetrazyklischen Koordinaten sollen in rein
geometrischer Weise durch stereographische Projektion der
Kugel eingefiihrt werden; der Ubergang zu einer Reihe rium-
licher Betrachtungen, die bei der folgenden Untersuchung ebener
Orthogonal-Systeme nicht zu umgehen sind, vollzieht sich dann
in natdrlichster Weise.

Projiziert man einen Punkt (X, Y, Z) der Einheitskugel
X* 4+ Y* 4 Z* =1 aus dem Siidpol (0, 0, — 1) stereographisch
in die Aquatorebene (Z = 0), so sind die Koordinaten des
Bildpunkts (z, ) ‘

x

X ¥
“1xZ2 YT142z
oder in homogener Form (a ist, wie im folgenden p, und o,
ein Proportionalitits-Faktor)
ar=X; ay=Y;, a=14 2
Hiezu tritt zufolge der Gleichung der Einheitskugel die
4. Gleichung a@ L) =1—Z

Unter Verzicht auf die Realitit der Darstellung bringt
man durch die Substitution

Oy =00 X B, =00 Y; 0y=10,2; 0, =—0,i
die Gleichung der Einheitskugel auf die Normalform (3)
4
21’ 0,2 = 0;
1

Sitzunugsh. d. math.-phys. KL Jalrg. 1919, Rl
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durch Auflésung der homogenen Formeln fiir die stereogra- .
phische Projektion ergeben sich die ,tetrazyklischen Punkt-
koordinaten“ der Ebene (2):

2y 2 a
0, =ox; 0, =oy; 93=9£- % v 04=—9i-1j~x2—ty
(03+i04=9)-

Bei dieser Einfiithrung kann man die tetrazykli-
schen Koordinaten 6, (» = 1, 2, 3, 4) nach Wahl als
Punktkoordinaten auf der Kugel oder in der Ebene
auffassen; die Riickkehr zu den rechtwinkligen Koordinaten
vollzieht sich fiir die Kugelpunkte und fiir die Punkte ihres
ebenen stereographischen Bildes mittels der Formeln:

X——z.ol; Y=.62; Z=.03
if, i6, i,
0, ‘“10_3 + i64>

r= =t y= 2 |2 = L
o, -0, Y T 0,100, +y b, b,

Ein Kreis auf der Kugel wird als Schnitt der Kugelfliiche
mit einer Ebene in tetrazyklischen Koordinaten durch eine

lineare Gleichung gegeben; ebenso also auch ein Kreis in der
Ebene: 4
> v, 0, = 0.
1
Bei Einfithrung rechtwinkliger Koordinaten in der Ebene
ergibt sich
29 2¢ Py — i
Pyt ey — - Ty S T )
Y P+ 1P, <P3+W4/ sty
Bezeichnet man die Mittelpunktskoordinaten des Kreises
in der Ebene mit a, b, die Potenz des Anfangspunktes mit 7',
so ergibt sich die geometrische Bedeutung der ,tetrazyklischen
Kreiskoordinaten® ¢,, @,, ¢4, ®,:

1 =17 14 77
o
(9 + iy = 0)

(plzga: (p2=gb; (/?3 = G
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o ist ein Proportionalitiits-Faktor; der Kreisradius') R ergibt

sich aus R
>y = o R.
1
Eine lineare Gleichung zwischen den ¢,
4
Ev Cy (pr — O
1

sagt aus, daB die Ebene (¢) durch einen Punkt (¢) hindurch-
geht. Alle so definierten Kreise liegen also in den Ebenen
eines Biindels mit dem Triiger (¢); sie schneiden den Kreis, in
dem die Polarebene von (¢) die Kugel trifft, als ,Grundkreis®
senkrecht. In der Ebene stellt eine lineare Gleichung
zwischen tetrazyklischen Kreiskoordinaten somit die
Gleichung eines Kreisnetzes dar.

Fin besonderes Kreisnetz ¢, - i, = 0 bilden alle Ge-
raden der Ebene.

Zwei lineare Gleichungen zwischen den ¢, bestimmen die
Kreise eines Biischels.

5. Der Laplaceschen Transformation legt Darboux?) fol-
gende geometrische Deutung unter: 6, (v =1, 2, 3, 4) (ohne
quadratische Beziehung) seien die homogenen Punktkoordinaten
einer Fliche I, auf der die Kurven # und v der Laplaceschen
Gleichung zufolge ein konjugiertes System bilden. Legt man
in den Punkten von I" die Tangenten an die Kurven u, so
entsteht eine Strahlenkongruenz, deren erste Brennfliiche 7 ist;
die Koordinaten 8, (v = 1, 2, 3, 4) der zweiten Brennfliche I",
gehen durch die Laplacesche Transformation

30,
01,, == 30 + a0,,

aus denen der ersten hervor. F' wird lings jeder Kurve v
von den Kbenen einer abwickelbaren Fliche berithrt, deren

1) Die darch Einfithrung des imaginiiren Radius als 5. Koordinate
entstehenden ,pentazyklischen Kreiskoordinaten® kommen hier nicht in
Betracht.

%) Darboux, Tecons sar la théorie générale des surfaces, 1I. Bd,
S. 16 u. f.

9*
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Riickkehrkante die entsprechende Kurve v auf I, bildet; ebenso
bestimmen die Tangenten einer Kurve » von F' eine abwiclkel-
bare Fliche, deren Riickkehrkante eben diese Kurve w ist und
deren Ebenen F, lings der entsprechenden Kurve u beriihren.

In gleicher Weise kann man F zur ersten Brennfliche
einer Kongruenz machen, die von den Tangenten der Kurven v
von F' gebildet ist. Die Koordinaten der 2. Brennfliche wer-
den dann durch die Laplacesche Transformation

38,
S + 06, erhalten.

0—],1' =

Beide Transformationen lassen sich fortsetzen, indem man
wieder I, bzw. I'_, zur ersten Brennfliche einer Strahlenkon-
gruenz macht, die auf F, bzw. F_, fihrt usf. Ist die zu I”
gehorige Laplacesche Gleichung vom Range i + 1 hinsichtlich
einer der beiden Veriinderlichen, bricht also die Reihe der
Transformierten nach ¢ Operationen ab, so artet die mit Iy als
erster Brennfliche konstruierte Kongruenz in der Weise aus,
daB ihre 2. Brennfliiche eine (im allgemeinen doppelt gekriimmte)
Kurve wird.

Der Satz, dak eine Laplacesche Gleichung, welche vier
durch eine quadratische Beziehung verbundene Integrale be-
sitzt und welche hinsichtlich der einen Veriinderlichen von end-
lichem Rang 7, ist, auch hinsichtlich der anderen Verinder-
lichen von endlichem Rang r, ist, wobel #», —r, | <2 ist, hat
also folgenden geometrischen Sinn. Die beiden Kurven-
scharen eines Orthogonalsystems auf der Kugel dienen
als Ausgang zweier Reihen von Strahlen-Kongruenzen,
deren 1. Brennfliche in beiden Fillen die Kugel ist.
Wenn die eine Reihe nach einer endlichen Anzahl von
r, Operationen auf eine in eine Kurve ausgeartete
letzte Brennfliche fithrt, so gilt das gleiche fiir die
2. Reihe nach einer endlichen Anzahl von », Opera-
tionen, wobei '», — | <2 ist (vgl. Fig. 5. 140).

6. Es sei jetzt P;(2:1, 22, #i 3, #i,4) ein Punkt einer Brenn-
fliche F;, die nach i Operationen aus der Kugel hervorgeht,
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ebenso P_;(#-;1, #-i2, &wia, #—i41) der entsprechende Punkt
einer Brennfliche I"_;, die ebenfalls nach i Operationen, aber
unter Verwendung der anderen Kurvenschar, aus der Kugel

4
erhalten wird. Wegen »»z;, 2_;, = 0 liegt P_, in der Polar-
1

ebene von P; und umgekehrt. Die Ebenen-Koordinaten &, &,,
&, &, der Tangentialebene von F; in P; sind durch die drei
(tleichungen bestimmt:

4 4 3 e
-y Y \ “t,7
L"' Stv fiyy = 0 ) Z“' '51' A =0 H L" 51/ = 0.
1 1 U : 1 oV
Wegen
4 . 4 4
— . 0%, — 0%,
Ll’ iy E iy = Oa L" 2 iy = 0; Lv - F—iy = 0
1 1 du 1 ov
1st El . 52 : 53 : E-l = Ao Foq el i3l i g,

Die Ebenenkoordinaten von F; sind also den Punkt-
koordinaten von F_; proportional und umgekehrt.

Die Flichen F; und I'_; liegen in Bezug auf die
Ausgangskugel polar. I'_; wird von den Polarebenen der
Punkte von I, umhiillt; die Punkte von F'_; sind die Pole
der Tangentialebenen von ZF7}.

Sowohl F; als F_; werden durch #;, und z_;, in
doppelter Weise, in Punkt- und Ebenen-Koordinaten,
dargestellt. Diese Dualitit gilt ohne Zwang, so lange I
und F_; * Punkte und o? Tangentialebenen besitzen; fir
die Endglieder der Reihen von Brennflichen, bei denen ein
Ausarten in eine Kurve oder abwickelbare Fliche eintritt, sind
besondere Betrachtungen notig.

Die gleiche Polarreziprozitit gilt fiir zwei Strahlenkon-
gruenzen, welche I; und Fi41 bzw. F_; und F'_;_; zu Brenn-
flichen haben. Insbesondere sind die beiden Strahlensysteme,
welche die Kugel selbst zur ersten Brennfliche haben, zur
Kugel polar; entsprechende Strahlen sind aufeinander senk-
rechte Tangenten der Kugel.

Auf Grund dieser allgemeinen geometrischen Uberlegungen
werden nun die oben aufgestellten 3 Typen gesondert behandelt.
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7. L. Typus. g=1p; s=2; =2
Die tetrazyklischen Koordinaten der Kugelpunkte sind

‘UU, ..U 00...0
(

{
N
3 o w) 2
g, = T /, Ny | (r= 1,2)
- . |
‘/E"l x"l ¢ . x"l ‘/'" ‘/”l . o ‘/sl[:] !
00 ... 0 V.V, ... VP
| 4 (¢2] ‘ (p)
po= Byl
o B Y YD |

Dabei ist m = 2p + 1.

p Laplacesche Transformationen im positiven Sinne er-
geben die homogenen Punktkoordinaten von I}, zugleich
homogene Ebenenkoordinaten von F_,:

\U,00 ...0 0 ViV .. Ve |
()p ‘xl f’/xyl "'yg-p “UA(/) 9 ‘xl Y ./1 . ﬁp),
’x Y Y o o Y2 L Yo Y+ Jfﬁ n

Ebenso ergeben p Transformationen im negativen Sinn die
homogenen Punktkoordinaten von JF_,, zugleich homogene
Ebenenkoordinaten von Fj:

| ‘ 2 !
U U, U0 00 ... 0 V.,
(211) ‘ (2 p)
2 xl... [/ 29 7 R /3 B
O py="" b= I =V d@.
| |
(2 p) ‘ 2 p}
xm xm e xnlp ,_I/Hl ;.T,,. wm xmp Jnl |

Zwischen den so bestimmten Koordinaten bestehen fol-
gende Gleichungen:

0‘,,1([2—01,'2U1=0; ()—P:3V4—(,~I’,4V3=0'
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Hieraus folgt in Punktkoordinaten (z, y, 2):
2, Uy—y, U, =05 2_,V,—V,=0
und in Ebenenkoordinaten (&, %, {)
E Uy—n_ U =0, ,V,—V,=0.

Daraus ergeben sich folgende geometrische Eigenschaften
fiir die transformierten Flidchen F}, und F_,:

Auf F, liegen die Kurven «# in Ebenen, die ein
Biischel mit der z Achse als Achse bilden; lidngs der
konjugierten Kurven v wird F, von Kegeln beriihrt,
deren Spitzen die # Achse erfiillen.

I_, wird lings der Kurven u von Zylindern be-
rithrt, die zur z 4y bene parallel sind; die konjugierten
Kurven » liegen in zur 2y Kbene parallelen Ebenen.

Eine weitere Laplacesche Transformation ergibt

Vo Ve . . yEesD

Bpprr = 0; O,401., = I?./l ?/1 .. .' . {y§2zj+1? @
Y Y - - 122,"+1)j
‘uu, L Ut
0_p—],v — la:l ry ... x§2P+” —_ (Pv(u)§ 0-—p—l,n = 0.
| T Ty .. 2RPTD

Fyyy und F_,_; arten also, wie auch die geometrische
Betrachtung der Strahlensysteme, welche F, und F_, zur
ersten Brennfliche haben, unmittelbar ersehen liBt, in die
# Achse bzw. die oo ferne Gerade der « y Ebene aus. Es mag
darauf hingewiesen werden, daf die besondere Lage dieser
beiden Geraden eine Folge der gewihlten Normierung der
tetrazyklischen Koordinaten ist; ohne diese wiirden sich zwei
beliebige, zur Ausgangskugel polare Gerade ergeben.

I, v und F_,4, sind die ersten Brennflichen in den
Strahlensystemen, welche ), und J'_, zu zweiten Brennflichen
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haben. Die Tangenten einer Kurve v von ), beriibren auf
I,y die Kurven « in den Punkten der entsprechenden Kurve v.
Die Tangentialebenen von I, in den Punkten einer Kurve v
sind also Schmiegungsebenen der Kurven u auf F,_,
in den Punkten einer Kurve . Diese Schmiegungsebenen
bilden folglich den Tangentialkegel, der F, lings der
Kurve » beriihrt, und dessen Spitze auf der Geraden
Fyiq liegt. Der duale Satz sagt aus, dak die Punkte der
Riickkehrkanten der F,_, lings der Kurven v beriihrenden
abwickelbaren Flichen, welche den Punkten einer Kurve u auf
I, entsprechen, die entsprechende Kurve « auf I, erfiillen;
sie liegen also in einer Ebene des Biischels, welches die Ge-
rade ¥, 1 zum Triger hat. — Die gleichen Sitze gelten, mit
Vertauschung von « und v, fiir I, 4.

8. IL Typus. g=p+1;s5=1;¢=3.

|UU’ U0 0 ... 0
6 |:c X, ... (P) yl J1 SR y(p-l-l)
1

Loy Ton o o o B Y Y o - yf,f’“’

00 ... 0 v, v, ...yt

(p) (p+1

0y=zx.... y,J,...yl (= 2, 3, 4).

T T+ o o B Yo Y . . . YT +”‘

Dabei ist m = 2 p - 2.
Wie bei I erhiilt man die homogenen Punktkoordinaten
von F},, zugleich homogene Ebenenkoordinaten von F_,:

Uoo0 ... 0 | LoV, V, .. yeetD
| : @p+1) i g :
i T Y Y Jx” —UAg); By, =% Y O gty

| % y,,.vln...yf,;’”r”( L Y Yo - . YPED

Ebenso die homogenen Punktkoordinaten von F_,, zu-
gleich homogene Ebenenkoordinaten von Fj:
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v LUBPO 0 50 0... 07V, V'i

l al ( p)
SC .’E 5 .’L‘ CE |
()—p,l— 1 ./1 ./1 3_[“’.__ ./ y
L e - x‘,,.” " Y Y | T s . o 227 Y Y

Bezeichnet man mit v, die adjungierten Funktionen der V,,
setzt also

4 4 /
2:1’ viVA =0v Z;"Ua Vv=01
2 2

so 1st auch

4
Ev Uy 0_1,,,, == 0
2

Diese Gleichung sagt in Punktkoordinaten aus: Auf I,
liegen die Kurven v in Ebenen, die einen Zylinder mit
zur z Achse parallelen Mantellinien bilden. In Ebenen-
koordinaten: Fj, wird lings der Kurven » von Kegeln
beriihrt, deren Spitzen auf einer Kurve der Ebene
=0 liegen.

Eine weitere Transformation ergiht:

. 2p+2) |
lV,V,....V,(,"‘*')

. OI‘H‘] —0: 0 1 = yl y; 56 G y£2p+2)l 2%‘(0)
Ym e;,, e g/f:f”“"?)
Uuvo...ygérty g |
b, = £ z ... girtD J1| P
!xm Bl x,‘ff”“) Y |

Iy ist die von den Kegelspitzen gebildete Kurve der
Ebene z = 0:
z=0; y:6:1V—1 = Ye iy Y.

17_,_y ist der zur z Achse parallele Zylinder; seine Mantel-
linien sind:

yia:lV/ —1=V,:V,:V,.
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Die Schmiegungsebenen der Kurvenw in den Punk-
ten einer Kurve » von F), gehen durch zwei konsekutive
Punkte der Kurve Fj4;, bilden also ein Biischel, dessen
Triger eine Tangente von Fjy, ist.

Dualer Satz: die Punkte der Riickkehrkanten der F_,
lings der Kurven u berithrenden abwickelbaren Flichen, welche
den Punkten einer Kurve v von I, entsprechen, liegen auf
einer Geraden, nimlich einer Mantellinie v des Zylinders I, _1.

Die Ebenen, welche I, lings einer Kurve v beriihren.
sind die Schmiegungsebenen der Kurven w auf F,_,
in den Punkten einer Kurve v. Diese gehen also durch
einen festen Punkt, nimlich durch die Spitze des Kegels,
welcher F), lings der Kurve » beriihrt.

Dual: die Punkte der Riickkehrkanten der I7_,, lings
der Kurven « berithrenden abwickelbaren Flichen, welche den
Punkten einer Kurve v von F_, 1 entsprechen, liegen in einer
Ebene, die den Zylinder I'_,_; beriihrt.

9. TII. Typus. ¢g=p+2;s5s=0; {t =4.
Die tetrazyklischen Koordinaten der Kugelpunkte sind:

00 ...0FV7V...ver"
Y (r / (p+42)
8, =T T OU MW = 1,2, 8, 4),
‘ ) ’ ( 2) |
|xm Ty o v s xf:{, ym !/m e e ynf—*-

Dabei ist m = 2 p - 8.

Wie bei I. und II. ergeben p Transformationen nach
beiden Seiten:

. 2p 4-2 R
oV, vV,.. vertd 00... 0 V,V,V.
‘ 2p+2) ‘ ( Fal
B P P SR ) .8 % 2 ... yx:‘/l‘/l
- ’ —py
‘ 2 2) - ‘
‘I x"l ym 1/"1 LI Jnlﬁ+ | "‘LIN x"l = x"l Jnl 1/"1 /Illl

Dabei sind 8,,, die homogenen Punktkoordinaten von F,
und Ebenenkoordinaten von F_,; 6_,, die Punktkoordinaten
von F_, und Ebenenkoordinaten von 1.
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Bezeichnet man wieder mit v, die adjungierten Funktionen
der V., definiert also v, (v = 1, 2, 3, 4) durch die 3 Gleichungen:
4

4 4
vV, =0; Xro,V,=0; 2o, V.=0,
1 1

1

aus denen durch Differentiation folgende zwei erhalten werden:

4 4

ooV, =0; oV, =0,
1 1
so ist auch

4
Dy, O =0,
1

also: Auf I_, liegen die Kurven » in Ebenen; diese um-
hiillen eine abwickelbare Fliche; I, wird liings der Kurvenw
von Kegeln beriihrt, die Spitzen erfiillen eine Raumkurve.

Eine weitere Transformation ergibt:

v, V. .. . yert® 00 ... 0 V.V,
| ‘ (2p+3) ' | ‘ @pt+D ‘
1 PN x, X R

oh+l.x' = \Jl " - =y (v); # Pty =" ! ! Yl
| ’ 2 p4-3) l . 2p+41) ‘
Yo Yon - - Y2 (T T+ oo 2T

Jetzt 1st

4

4
~ —
L" v, 0~p-—],1’ == 0; L" ?),', B—p—],r == 0'
1 1

Also ist in Punktkoordinaten I'_,_, die von den Geraden
gebildete Regelfliche, in denen die Ebenen der Kurven v von
F_, von den o benachbarten geschnitten werden, d. h. F_,_,
ist die von den Ebenen der Kurven » von F., um-
hiillte abwickelbare Regelfliche.

Dual: F,1, ist die von den Spitzen der I, in den
Kuarven v beriithrenden Kegel gebildete Raumkurve.

Ihre Punktkoordinaten gibt 6,4 ,:
x, Tt .’63 : :lf,‘4 =yt We iy iy,

Das sind zugleich die Ebenenkoordinaten von I, .
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Unter Verwendung des Punktes als Raumelement lit
F_, 1 noch eine Transformation zu:

0 0 ... 0 V|
: ep+2 |
x., ¥ ... X 1,
bopore= | P T T =A@,
P R e

F_,_, ist die Riickkehrkante der abwickelbaren
Fliche F_,_,; ihre Punktkoordinaten sind:

Tk xgimy =V, :V,: V1 V.

Die Schmiegungsebenen der Kurven u von F), lings
einer Kurve v enthalten je eine Mantellinie zweier konseku-
tiver Kegel; sie bilden also ein Biischel, dessen Triger
durch zwei konsekutive Kegelspitzen geht, mithin eine Tan-
gente von Fjpy, ist.

- du
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Dual: die Punkte der Riickkehrkanten der F._, lings der
Kurven % beriihrenden abwickelbaren Flichen, welche den Punk-
ten einer Kurve v von I'_, entsprechen, erfiillen eine Gerade,
niimlich eine Erzeugende v der abwickelbaren Fliche I_,_1.

Die Schmiegungsebenen der Kurven u von Fj, .
lings einer Kurve v sind die Tangentialebenen von I, lings
einer Kurve », bilden also einen Kegel; die Spitzen der
Kegel v erfiillen die Raumkurve F) 1.

Dual: die Punkte der Riickkehrkanten der F_ .4, lédngs
der Kurven # beriithrenden abwickelbaren Flichen, welche den
Punkten einer Kurve v von F_,4; entsprechen, erfiillen die
ebene Kurve » von F_,; die Ebenen bilden die abwickelbare
Fliche F_,_1.

Es ist bemerkenswert, daf die Typen I. und IL. geome-
trisch als Spezialfille von III. erscheinen, wihrend sie das
analytisch nicht sind.

10. Der Aufstellung der einfachsten Orthogonalsysteme
der Kugel, welche den 3 Typen angehoren, seien einige geo-
metrisch evidente Sitze tiber Kurvensysteme auf. der
Kugel vorausgeschickt:

A) Wenn die Schmiegungsebenen der Kurven u
der Kugel in den Schnittpunkten mit einer Kurve v
einen Kegel bilden, so schneiden die Schmiegungskreise
der Kurven u den Beriihrkreis des Rotationskegels, der von
gleicher Spitze aus berithrend an die Kugel gelegt werden
kann, senkrecht, gehdren also einem Kreisnetz an.

B) Dual: Wenn die Punkte der Riickkehrkanten der die
Kugel lings der Kurven « beriihrenden abwickelbaren Flichen,
welche den Schnittpunkten mit einer Kurve v entsprechen, in |
einer Ebene I liegen, so gehen die Ebenen der Schmiegungs-
kreise der ICurven u# durch den Pol dieser Ebene, bilden also
einen Kegel; die Schmiegungskreise gehoren folglich einem
Netz an, dessen Grundkreis der Schnittkreis der Kugel mit
der Polarebene der Kegelspitze, also der Ebene I/ ist.
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C) Wenn die Schmiegungsebenen der Kurven # der Kugel
in den Schnittpunkten mit einer Kurve v ein Biischel bilden,
so bilden die Schmiegungskreise ein Kreisbiischel durch die
beiden Punkte, in denen der Triiger des Ebenenbiischels die
Kugel trifft.

D) Dual: Wenn die Punkte der Riickkehrkanten der die
Kugel lings der Kurven u beriihrenden abwickelbaren Flichen,
welche den Schnittpunkten mit einer Kurve v entsprechen, auf
einer Geraden g liegen, so gehen die Schmiegungsebenen der
Kurven « durch die konjugierte Gerade 4. Die Schmiegungs-
kreise bilden also ein Biischel durch die beiden Punkte, in
denen /i die Kugel trifft; die Nullkreise des Biischels sind die
Schnittpunkte von g mit der Kugel.

11. Es folgt nun eine Besprechung der einfachsten Ortho-
gonalsysteme; von jedem Typus werden die beiden ersten der
zugehrigen Reihe behandelt. Charakterisiert man ein Kurven-
system durch Zusammenstellung der beiden Rangzahlen {r,, 7,},
so bezieht sich die Aufzihlung auf folgende Fille:

L {1,1} und {2,2}; IL {1,2} und {2,3};
IIE {1,3} und {2,4}.
1. Typus; {1,1}; p=1¢ = 0.
Die tetrazyklischen Koordinaten sind
. Z‘UIO" " U0 i o 0 Vsi. P 0 V*".
' EX A S A2 : z Y, Xy

Die Flichen F, und F_, sind mit der Kugel F| iden-
tisch; es ergeben sich die bekannten Eigenschaften der ortho-
gonalen Kreisbiischel. Die Kurven « sind eben, also
Kreise, und liegen in den Ebenen ecines Biischels mit der
Z Achse als Triger; lings dieser Kreise v wird die Kugel von
Kreiszylindern beriihrt, deren Mantellinien der X ¥ Ebene
parallel sind. Lings der Kurven », die Kreise in Ebenen
parallel zur X Y Ebene sind, wird die Kugel von Kegeln beriihrt,
deren Spitzen die Z Achse erfiillen. Hine projektive Transfor-

5 = = —
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mation des Raumes, welche die Kugel in sich iiberfiihrt, gibt
die allgemeinsten orthogonalen Kreisbiischel; auf den Grenz-
fall der beriihrenden Biischel sei nicht niher eingegangen.

I. Typus; {2,2}; p=¢q=1.

Die tetrazyklischen Koordinaten sind

Uyo Ua 00 io 0 Vi Vasl
Ly 21 Yy Y [Zy Zv Yy N
Oy,0 = . L gy = . ..
Ly Lz Yy Yoo (Zy T2 Yy Y2
Ty T3 Ys Ys Xy T3 Y3 Ys

Die Flichen Ij,_; und I_,4; sind mit der Kugel F|
identisch. Die Schmiegungsebenen der Kurven # in den Punk-
ten einer Kurve » bilden einen Kegel, dessen Spitze auf der
Z Achse liegt. Die Schmiegungskreise der Kurven « in
den Punkten einer Kurve » gehoren also einem Netz
an, dessen Grundkreis in einer Parallelebene zur
X Y Ebene liegt. Ebenso gehoren die Schmiegungs-
kreise der Kurven v in den Punkten einer Kurve u
einem Netz an, dessen Grundkreis ein griGter Kreis
ist, der von einer durch die ZAchse gehenden Ebene
auf der Kugel ausgeschnitten wird.

Durch eine projektive Transformation des Raumes, welche
die Kugel in sich iiberfithrt, ergibt sich ein etwas allgemeineres
Orthogonalsystem: die Grundkreise der beiden Scharen von
Kreisnetzen bilden allgemeine orthogonale Kreisbitschel.

II. Typus; {1,2}; p=0; ¢ = 1.

Die tetrazyklischen Koordinaten sind

U oo 0oV,
bo='w yymi =z gy (=234
N Zy Yp Y2 Zy Ya Y2

Die Flichen ¥, und F_, sind mit der Kugel F, identisch.
Die Kurven v sind Kreise. Ihre Ebenen bilden einen
Zylinder mit zur X Achse parallelen Mantellinien; die Spitzen
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der Kegel, welche die Kugel in den Kreisen v beriihren, bilden
eine Kurve in der YZEbene. Unter den Kurven u be-
findet sich ein Kreis, niimlich der in der Y Z Ebene liegende
Hauptkreis; er ist (bei der projektiven Umformung) Grund-
kreis eines Netzes, dem die Kreise v angehoren. Die
Schmiegungskreise der Kurven » in den Punkten eines
Kreises v bilden ein Biischel, dem der Grundkreis des
Netzes angehort.

I Typus; {2,3}; p=1; q=2.
Die tetrazyklischen Koordinaten sind

Uuv 000 00 VY.V
A B P N

Die Flichen F,_, und F_,; sind mit der Kugel Fj
identisch.

Die Schmiegungskreise der Kurven u lings einer
Kurve v gehéren einem Netz an, dessen Grundkreis in
einer auf der ¥ Z Ebene senkrechten Ebene liegt. Die Grund-
kreise dieser Netze v gehoren also selbst einem Netz
an, dessen Grundkreis der in der Y ZEbene liegende Haupt-
kreis ist.

III. Typus; {1,3}; p=10; ¢ = 2.

Die tetrazyklischen Koordinaten sind

o0V

b 5201

Ly Yo Y2 Y2
ENAN

Die Flichen Fj, und F_, sind mit der Kugel identisch.

Die Kurven v sind Kreise, deren Ebenen an keine
Bedingung gekniipft sind. Die Schmiegungskreise der

=1, 2 3, 4)
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Kurven # in den Punkten eines Kreises v bilden ein
Biischel, das dadurch bestimmt ist, dat es aufier dem Kreis »
auch noch seinen benachbarten senkrecht schneidet.

IIl. Typus; {2,4}; p=1; ¢ = 3.
Die tetrazyklischen Koordinaten sind
LERaaa
o= Ty o Y Y e Y (=1, 2, 3, 4).
Z, @5 Y5 Y5 Y Ys |

Die Flichen F,_; und I'_ 4, sind mit der Kugel F|
identisch.

Die Schmiegungskreise der Kurven » in den Punk-
ten einer Kurve » gehioren einem Netz an.

12. Bei der stereographischen Projektion der Kugel in die
Ebene bleiben Kreise, Biischel, Netze erhalten; die Schmiegungs-
kreise gehen in Kriimmungskreise iiber. — Die Aufzihlung
soll in der Weise erfolgen, dafi die drei Typen ineinander ein-
gereiht werden. Die Rangzahlen », werden der GréBe nach
geordnet, ebenso die zu jedem r, moglichen Rangzahlen 7,;
also in folgender Reihenfolge:

{1,1}; {1,2}; {1, 3}; {2,2}; {2,3}; {2, 4}; . ..

Dann ergeben sich fiir die aufgezihlten Klassen
von Orthogonalsystemen folgende Kigenschaften:

{1, 1}: Die Kurven v bilden ein Kreisbiischel, die Kurven u
das dazu orthogonale Kreishiischel.

{1, 2}: Die Kurven » sind Kreise, die einem Netz ange-
horen; die Kriimmungskreise der Kurven # in den Punkten
eines Kreises v bilden ein Biischel, dem der Grundkreis des
Netzes angehort.

{1,3}: Die Kurven v sind Kreise; die Kriimmungskreise
der Kurven » in den Punkten eines Kreises v bilden ein Biischel.

{2, 2}: Die Kritmmungskreise der Kurven « in den Punkten
einer Kurve v gehoren einem Netz an, ebenso die Kriimmungs-

Sitzungsb. d. math.-phys. Kl. Jahrg. 1919. 10
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kreise der Kurven » in den Punkten einer Kurve u; die Grund-
kreise der beiden Scharen von Kreisnetzen bilden orthogonale
Kreisbiischel.

{2,3}: Die Kriimmungskreise der Kurven u lings einer
Kurve v gehéren einem Netz an; die Grundkreise dieser Netze
gehoren selbst einem Netz an.

{2, 4}: Die Krimmungskreise der Kurven » in den Punkten
einer Kurve v gehdren einem Netz an.

Die Isothermensysteme treten bei dieser Aufzihlung nicht
als eine geschlossene Klasse auf, sondern verteilen sich auf
simtliche Klassen des I. Typus. Mit Ausnahme der Klasse {1, 1},
die nur ein einziges und zwar isothermes Orthogonalsystem
enthiilt, gehort jedoch zu jeder Klasse des I. Typus neben Iso-
thermensystemen eine tiberwiegende Anzahl von nicht isother-
men Orthogonalsystemen.



