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Formeln fiir die Gelindeaufnahme aus der Luft.
Von F. v. Dalwigk in Marburg i. H.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 8. Februar 1919.

1. Sollen zwel oder mehrere aus der Luft gemachte photo-
grammetrische Aufnahmen eines und desselben Gelindestiickes
gemeinsam bearbeitet werden, so galt es bisher anscheinend als
wesentlich, zunichst fiir jedes Bild den Aufnahmeort O, die
Neigung der optischen Achse und die Verkantung zu bestimmen.
Ich habe Ostern 1918 ein anderes Verfahren fiir vollstindig
graphische und fiir teils graphische, teils rechnende Arbeit ent-
worfen und bald darauf erprobt.

Bet jeder Aufnahme miissen drei Gelindepunkte, die Fest-
punkte, der Lage nach genau bekannt sein, und ihnen miissen
auf dem Bild deutlich erkennbare Punkte entsprechen. Das
Bilddreieck bestimmt durch seine Lage in bezug auf den zweiten
Hauptpunkt des Objektivs die Bildpyramide, und in deren ab-
gewickelten Mantel werden die Seiten des im Kartenmafistab
verkleinerten Festpunktdreiecks eingepaBit. Wenn der Auf-
nahmepunkt O dem gefihrlichen Ort!') nicht nahe liegt, so
wird man bei dieser Einpassung unter den verschiedenen mog-
lichen Lisungen ziemlich leicht die richtige auswihlen kénnen.
Zugleich wird dann bei sorgfiltiger Arbeit in geniigend groBem
MaBstab ein guter Genauigkeitsgrad erreicht.

Die Pyramide, welche den Aufnahmepunkt O zur Spitze
und das Festpunktdreieck zur Basis hat, nenne ich die Fest-

1) Vgl. Das Riickwiirtseinschneiden im Raum, von S. Finsterwalder
und W. Scheufele. Sitzungsber. der math.-phys. Klasse der K. B. Akad.
der Wiss,, 23. Bd., 1903, S. 591.

8*



116 I, v. Dalwig‘k

punktpyramide. Ihre von O ausgehenden Kanten r,, 7, 7,
sind durch die geschilderte Konstruktion gefunden. Sie spielen
in 3 eine wichtige Rolle und lassen sich — falls ihr graphi-
scher Genauigkeitsgrad nicht ausreicht — mit wenig Zeitauf-
wand und Mithe durch Rechnung verbessern, worauf ich jetzt
nicht eingehe. An die Einpassung der Seiten des Festpunkt-
dreiecks sehlieft sich eine Konstruktion an, welche die riium-
liche Lage von O liefert. Das ist der ,Riickwirtseinschnitt®.
Auch hier lit sich das Ergebnis der Konstruktion durch Rech-
nung auf verschiedene Arten genauer gestalten; ich komme
spiter darauf zuriick.

Auf die Bestimmung der Neigung und der Verkantung
verzichte ich vollstiindig. Ich iibertrage statt dessen die Bild-
punkte perspektivisch in die Ebene des Festpunktdreiecks und
bilde von dieser Figur den Grundrifi. So ist wenigstens der
Gedankengang; tatsichlich wird nur die Grundriffigur herge-
stellt, nicht die wahre Gestalt der Figur in der Festpunktebene.

2. Der Aufstellung der Transformations-Formeln mag fol-
gende Uberlegung vorangehen. Die Bildebene ist perspek-
tivisch der Festpunktebene zugeordnet; die Festpunktebene wird
durch Orthogonalprojektion auf die Kartenebene, die Grundrifi-
ebene, bezogen. Dadurch besteht zwischen der Bildebene und
der GrundriBebene eine Kollineation (nach bekanntem Satz
sogar eine Zentralkollineation, worauf es jetzt aber nicht an-
kommt). In der Kartenebene benutzt man rechtwinklige Koor-
dinaten z, y. Dadurch sind die Festpunktebene und das Gelinde
auf ein riumliches rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen.

Man kann mittelst der Koordinaten der Festpunkte P,
P,, P, den allgemeinen Punkt R der Festpunktsebene € bary-
zentrisch so darstellen:

g T T A%y F Ay
42,4+

y = Y+ A Y+ A Y,
' Al g

_ At Az, + 157
AR A,
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Die ersten beiden Formeln fiir sich genommen geben In
der x,y-Ebene den Grundri R’ von R. Die besprochene
kollineare Zuordnung von R’ zum Punkt @ (£, #) der Bild-
ebene liefert Ausdriicke von der Form '

a, &+ bnH¢ = a,& + by + ¢,
at +by+c¢’ ak+by+e’
Beide Darstellungsweisen fiir die Koordinaten von ' geben
zusammengenommen

h@y @y + Aywy = p(a & 4 by + )
Yy Yy + Ayy = p(ay & by - ¢y)
Ay Ay =p(aé + by + o).

Man kann auch u als 1 nehmen, weil es auf einen ge-
meinsamen Faktor der 4, 1,, 1, nicht ankommt. Die Auf-
lésung der linearen Gleichungen fiir 1,, 4,, 4; gibt einen von
0 verschiedenen und konstanten Nenner, gleich dem doppelten
Inhalt des Grundrifidreiecks P; Ps P;, die Zihler sind lineare
Funktionen von &, %. Damit ist gefunden

by =A, &+ By + C,
Ay = A6+ By + C,
by = Ak + Byy + .

Die baryzentrischen Koordinaten 2, 45, 4, sind ganze lineare

Funktionen der Koordinaten &, % des Bildpunktes @.

3. Die wirkliche Bestimmung der 1,, 4,, 4, erfolgt aus
den Figuren 1 bis 5. Ein Punkt ¢ des Bilddreiecks liefert
durch die Ecktransversalen die Punkte V,, ¥,, V, auf den
Seiten. Ihnen entsprechen nach der riumlichen perspektivi-
schen Zuordnung die Stellen U,, U,, U; auf den Seiten des
Festpunktdreiecks. Die Ecktransversalen geben den Punkt R,
welcher im Raum dem Bildpunkt @ perspektivisch entspricht;
alles ist darstellend-geometrisch sehr einfach zu iibersehen.
@ ist in der Bildebene im Innern des Bilddreiecks angenom-
men, die Lage aufierhalb bietet nichts neues. Die doppelten
Flécheninhalte der Dreiecke @ Q, @y, @ @5 @,, € ¢, @, sind
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X El EERY
Jy= &1, J2=!§s7731|7 J8=‘§11],1l
Symg 1 ;517711l & me 1|

Fiir einen innern Punkt @ sind die drei Groken positiv,

Anmerkung: In Fig. 2 ist statt B () zu lesen, in Fig. 3 statt P R.
In Fig. 4 ist r mit o, in Fig. 5 o mit » zu vertauschen.

Das Teilungsverhiiltnis @, V,: V, @, = v1:91 ist gleich
dem negativen Verhiltnis der von ¢, und ¢, auf @, @ ge-
fillten Lote und damit auch gleich 4Jy:J, (nicht J,:Jy).

So hat man vito] =g,
viivh =1 J,
vgivy = Jy: ;.
Im Festpunktdreieck treten auf den Seiten entsprechende
Teilungsverhiltnisse w;:u1, us:u’, us:ui auf. Aus projektiv-
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geometrischen Griinden miissen sie bis auf konstante Faktoren
gleich vi :of, v3 vz, v3: 03 sein.

In den beiden Dreiecken @ @, V, und Q @, V, der Figur 4
wendet man den Sinussatz so an, daB v, v] und OV, vor-
kommen. Die Verbindung der Formeln ergibt :

v sin @' sin&"

v,  sing' sing’
Entsprechend folgt aus den Dreiecken O P, U, und O P, U,
H |
(Fig. 5)

u) sin @' sin B
ul sing* sind’

Man erhilt

" vy sine’ sind* U v

=
&

W = T Ty oder Y
%) vy sineg'' sin’ Uy v 7,

=
e

Damit ist das Formelsystem gefunden:

, .
wy U rg30, Jy 70,
P u S ° .
i Ui Ty 04 Jy 7504
wy vy 105 oy Ty 0
) I Jy 750,
ug vy ry0, _ Jy 1yo
s vy 70 J, o rio,

Im Festpunktdreieck wurden schon die baryzentrischen
Koordinaten 2,, 2,, 4, eingefithrt. R hat im Raum die Koor-

dinaten , 5
A&y 4 A&y - Ay

bt dy g
y = At Ao Yy T MY
Lol iy
L RN
Ay A Ay + A

U, z. B. hat die Koordinaten

x=712£2,+)”3x3 ) _%:’/;_i&:;i’/s ,.=}‘2’52+}”szs

7 4 ’ < )
7y + 2, Ty + Ay Byt
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und deshalb ist 4, : 4, das bisher mit % : uz bezeichnete Teilungs-
verhiltnis.
So entstehen die Formeln

o

3

2'2

LTa€s
¥3 0y
0
T30y

Il

G

«

A
1
4

I

S NS S

A

Sie werden erfiillt durch

1

. rs

Qs

Auf einen gemeinsamen Faktor, der etwa noch hinzugefiigt
werden kann, kommt es nicht an. Entsprechend zu 2. sind
Ay, 44, 45 wirklich ganze lineare Funktionen von &, 7.

4. Zwei Aufnahmen werden nun betrachtet. Ein allge-
meiner Gelindepunkt sei P; thm entspreche im ersten Bild @i,
im zweiten Qr. @ liefert bei der perspektivischen Abbildung
auf die Ebene §; des ersten Festpunktdreiecks den Punkt I,
Qu gibt ebenso auf €y den Punkt Rp. Die Grundrisse von
Br und Ry sind RBr und Rz. Die Punkte werden nach den
berechneten Koordinaten (8) in einen Plan grofien Mafstabs
eingetragen, in ein Quadratnetz, wie der Geodit Punkte ,kar-
tiert*. Ebenso werden die Grundrisse O7 und Op der beiden
Aufnahmepunkte O; und Oy eingetragen, vorliufig mégen sie
als zugiingliche Punkte gelten.

Im Raum trifft der Strahl O; P die erste Festpunktsebene €,
in Ry, und der Strahl O;P trifft €y in Ry. Man kennt nun
in der Zeichnung die Grundrisse O; Ry und O Ry beider
Strahlen und findet P’ als den Schunittpunkt dieser Linien.
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Es handelt sich noch um die Héhe von P. Man kennt
im Raum R; und 0;, damit auch das Gefillle der Geraden
O; B; fiir die Lingeneinheit im Grundrif. Hieraus ergibt sich
mittelst der Strecke R;P; die relative Hohe von P iiber Ry,
die iibrigens auch negativ sein kann. Entsprechend findet man
den Héhenunterschied von P und Ry und hat damit eine Probe.

Durch Verwendung von mehr als zwei Aufnahmen er-
hilt man P’ als Schnittpunkt von mehr als zwei Geraden,
durch graphischen Ausgleich. Ebenso hat man weitere Hohen-
propen. — Wenn Or und Ojf iiber die Zeichnungsfliche hin-
ausfallen, so stort dies nicht wesentlich, denn die Richtungen
R; Or und Ry O erhilt man leicht aus Rechnung.

Ein besonderer Vorteil des Verfahrens liegt darin, daB
man die Aufnahmepunkte O; und Oy nicht sehr genau nétig
hat. Das beruht darauf, daB eine miBige Unsicherheit von
Or und Oy die Richtungen der Geraden R;O; und Rj O nur
unbedeutend beeinflubt; der Schnittpunkt P’ wird deshalb wegen
seiner Néhe an R; und Rj; nicht stérend beeintrichtigt. Eben-
sowenig leidet die Hohenbestimmung des P unter der Un-
sicherheit der Grundrisse und der Hohen von O; und Oy. . Bs
lassen sich fiir alles leicht Fehlerabschitzungen bilden, zur
praktischen Erprobung — wenigstens durch Bearbeitung einer
groBeren Reihe von Aufnahmen — bot sich noch keine Gelegenheit.



