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Uber die Interferenzfihigkeit von Spektrallinien
vom Standpunkt der Quantentheorie.
Von Paul 8. Epstein.

Vorgelegt von A. Sommerfeld in der Sitzung am 11. Januar 1919.

§ 1. Die Emission von Spektrallinien erfolgt nach den
Vorstellungen von N. Bohr withrend des Uberspringens eines
Elektrons aus einer ,statischen“ Bahn in eine andere. Die
Wellenlinge bestimmt sich dabei aus den Energien der An-
fangs- und Endbahn nach der sogenannten Frequenzbedingung,
und der rein phinomenologische Charakter dieser Bedingung
bei ginzlichem Fehlen eines Kinblickes in das Verhalten des
Elektrons wihrend des Uberganges bildete den schwiichsten
Punkt der ganzen Bohrschen Theorie. Xrst in jingster Zeit
sind unabhingig von N. Bohr?) selbst und von Rubinowicz?)
Versuche gemacht worden, tiefer in den Mechanismus dieses
Vorganges einzudringen, und die sich aus ihren Ansitzen er-
gebenden Folgerungen haben bereits zu einer bemerkenswerten
Ubereinstimmung mit der Erfahrung gefiihrt?®), welche zu einem
weiteren Ausbau dieser Theorie ermutigt.

Dabei sind es zwei Gesichtspunkte, an welche man an-
kniipfen” kann: Wihrend Bohr im wesentlichen von der A qui-
valenz von Elektrodynamik und Quantentheorie im

1) N. Bohr, Kgl. Danske Nidesk. Selsk. Skrifter. Naturvidensk.
Afd., 8. Raekke, IV, 1. Eine Darstellung findet sich auch in meiner in
FuBinote 3) erwihnten Arbeit.

%) A. Rubinowicz, Phys. Zs. 19, p. 445, 465, 1918,

8) Vgl. auch P. S. Epstein, Ann. d. Phys.
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Gebiete groBier Wellenlingen ausgeht, riickt Rubino-
wicz die Giltigkeit der Energie- und Impulsstitte in den Vorder-
grund, wobei er annimmt, daBl die gesamte KEnergie in
Form einer einzigen Wellenlinge emittiert werde.
Im folgenden soll gezeigt werden, dak man durch gleichzeitige
Anwendung dieser beiden Gesichtspunkte zu einer noch etwas
weiter gehenden Hypothese gedringt wird, welche priizise Aus-
sagen iiber die Interferenzfihigkeit von Spektrallinien gestattet.
Die so gezogenen Folgerungen sind im Gebiete der Rontgen-
wellen experimentell priifbar, wodurch sich eine Mitteilung
derselben rechtfertigt.

§ 2. Die Mechanismen der Lichtémission durch Elektronen
weisen, von den Standpunkten der klassischen Elektrodynamik
und der Quantentheorie betrachtet, die folgenden Hauptunter-
schiede auf: In der Elektrodynamik erfolgt die Energieabgabe
an den Ather kontinuierlich unter gleichzeitiger stetiger Ver-
inderung der Bahn. Dagegen findet in der Quantentheorie die
Bewegung im allgemeinen in stationiiren Bahnen ohne Energie-
verlust statt, und die Emission ist ein Ausnahmevorgang von
begrenzter Dauer beim Ubergang aus einer stationiiren Bahn
in eine andere. Im iibrigen sollen nach Bohr und besonders
nach Rubinowicz die Gesetze der Elektrizititslehre fir diesen
zeitlich begrenzten Vorgang der Lichtaussendung in weitgehen-
dem MaBe giltig bleiben. Ferner verlangt Bohr, daB beide
Betrachtungsweisen fiir sehr groie Wellenlingen zu den gleichen
Resultaten in Bezug auf Schwingungszahl, Polarisation und
relative Intensitit der emittierten Spektrallinien fithren. Die
einfachste Hypothese iiber die quantentheoretische KEmission,
die wir machen konnen, um eine solche Ubereinstimmung zu
erreichen, besteht darin, dat im Grenzfall groier Wellen-
lingen mit dem Anfang dieses Vorganges die Elektro-
dynamik in ihre Rechte eingesetzt wird') und die
Bewegung des Elektrons so lange unter Energieaus-
strahlung nach den Regeln derselben verliuft, bis die

1) Uber gewisse Binschriinkungen vgl. § 4.
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Energiestufe der nichsten stationdren Bahn erreicht
ist. Darin besteht unserc iiber Bohr und Rubinowicz hin-
ausgehende Hypothese, auf welche sich unsere weiteren Fol-
gerungen griinden.

Die Anfangs- und Endbahn eines Elektrons seien durch
die Quantenzahlen m,, m,, my bzw. n,, n,, n, gekennzeichnet.
Den Grenzfall langer Wellen haben wir dann, wenn die Dif-
ferenzen m, — n,, M, — n,, mg—n, im Verhiltnis zu den
Quantenzahlen selbst klein sind. D. h. die Anfangs- und die
Endbahn sind praktisch identisch, und der geschilderte Vor-
gang stellt sich so dar, daf das Elektron in dieser Bahn zu-
nichst ohne Energieverlust umliduft. Zu einem gewissen Zeit-
punkt ¢, moge die Emission einsetzen; das Elektron bleibt
praktisch immer noch in derselben Bahn, strahlt aber in einer
in den nichsten Paragraphen niher erdrterten Weise mit der
Schwingungszahl », bis es zur Zeit #, die Energie

(1) A (my, my, my) — A (0, 0y, ng) = hv

verloren hat. -Von da ab hért die Energieabgabe wiedef auf.
Fiir diesen Grenzfall lifit sich demnach die Emissionsdauer
ohne Schwierigkeiten berechnen. Die unter diesen Voraus-
setzungen gewonnenen Formeln wollen wir auf den TFall kiir-
zerer Wellenléingen iibertragen; eine Extrapolation, welche sich
bei verwandten Fragen in den Hinden von Bohr bestens be-
wihrt hat.

§ 3. Wir gehen daran, die eben angedeutete Berechnung
fitr ein wasserstoffiihnliches Atom durchzufithren. Dabei werden
wir relativistische Massenveriinderlichkeit und Mithewegung des
Kerns vernachlissigen, also nur die gewdhnliche Keplerellipse
betrachten, welche ein Elektron um ein festes Coulombsches
Zentrum (von der Ladung + xe) beschreibt.

Als begrifflich und rechnerisch einfachsten Fall wollen
wir die Kreishewegung und Bohrsche Ubergiinge zwischen
benachbarten Kreisen ins Auge fassen. Die cartesischen Koor-
dinaten des Elektrons in der Bahnebene stellen sich, wenn a
den Bahnradius und ¢ das Azimut bedeutet, einfach so dar:
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@ Z = acosp = acos Q(t —1¢),
B Yy = asinp = asin 2 —1,).

Bedeutet p (=nh[27) den ¢ zugeordneten Winkelimpuls,
¢ und p Ladung und Masse eines Elektrons, so sind bekannt-
lich Energie und Radius gleich
et 2

. _ P
(3) ng 9 a ‘/LH 623

und daher die Umlaufsfrequenz (mittlere Bewegung)

- 34 et et
(4) (p=Q=§=flp—3—,also
zer\ L
®) o= ()"

Das Quadrat der Beschleunigung wird
j2=i"‘+g'/.2=a’_@4,
was zu einem Energiegewinn durch Strahlung vom Betrage?)
dd _~ 2¢ ., = 2aar ¢
it =~ T3 T T3
pro Zeiteinheit fithrt. Der gesamte Verlust withrend der Dauer
der Ausstrahlung f, — ¢, ist daher
_2é&a

Al_—AQ_S ~E;:T—(t2_—t1)'

Andererseits ist diese Energiedifferenz nach der Frequenz-
bedingung (1) 3
A — A4, =hy = — Q.

2n

Durch Vergleich dieser beiden Beziehungen folgt unter
Beriicksichtigung von (4) und (5)

3 ket NS 3 h\® & nd
©  h—t=ygys (o) = o o) e

1) Vgl. M. Abraham, Theorie der Elektrizitiit, 11, p. 66, Leipzig 1905.



{fber die Interferenzfiihiglkeit von Spektrallinien. 71

Damit haben wir die Dauer des Emissionsaktes ermittelt.
Ist die Periode der Schwingung 7 = 27/£, so entspricht die-
selbe einem Wellenzug von der Anzahl der Wellenlingen

ty—t, 3 he \Pw?
™ %__T - n(Zne" Al
dessen Gesamtlinge durch den Ausdruck

h\® ¢ nb
(7 a) l=c(t,— t)—2<aﬂ> e

dargestellt wird. Schlietlich berechnet sich die wahre Linien-
breite (Halbweite) zu

i Sntet

(7h) A;»_S)E— Sctu .

Im TInteresse einer bequemen Extrapolation auf kurze

Wellenliingen wollen wir noch angeben, wie sich diese Grofien

durch die Wellenlinge 4 = 27¢/2 ausdriicken. Hs bedeute

k eine Konstante mit dem numerischen Wert

nt).

’ 3h (2mc" p*\L 0
(8) k= 167 < F’_> = 2,27 - 109,
dann ist
(9) i=Fa =t ma="n
#t #3 k

§ 4. Etwas komplizierter, aber um so interessanter ge-
stalten sich die analogen Betrachtungen im allgemeinen Fall
einer durch die Quantenzahlen #, »' und die Winkelkoordi-
naten w, w' gekennzeichneten elliptischen Bewegung. Ohne
die Rechnungen auszufithren, wollen wir die Ausdriicke?) an-
geben, welche an Stelle von (2) fiir die kartesischen Koordi-
naten des Elektrons treten:

(10) :f} ];g%%;‘ i{x 1Y 0;(e) cos(w+iw')—2e cos(w—w ’)}

1) Genauer: A2 = 0,89 2/9N; auf so groBie Genauigkeit kommt es
uns indessen nicht an.

%) Die Rechnung verliuft analog der bei P. S. Epstein (Ann. d.
Phys., 58, 1. ¢.) fir den Fall des Starkeffektes durchgefiihrten.
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Dabei ist zur Abkirzung gesetzt
»'

5 £ ) [Ji(e) — Jiq2(a)],
wo & die Exzentrizitit (I/1 — &2 = n/n 4~ »') und J;(¢) die
i-te Besselsche Zylinderfunktion des Argumentes ¢ bedeutet.
In der Tat reduziert sich diese Formel im Falle der Kreis-
bewegung (n' = 0, ¢ = 0, w = ¢) auf den Ausdruck (2).

Wir erinnern daran, daB die Winkelkoordinaten lineare
Funktionen der Zeit sind

w=0¢4 0, w = L02t+

(1) 0i(e) = Ji(e) —

wobel die Beziehungen gelten
32 a4 St uxntet

Y .Q == .Q‘ = = — == S —
(12) ap ap' B+ n)s
wenn ,

T8 A= R nh ., w'h

2p+ oy P T e T T o,

Daher sind die Frequenzen der Partialschwingungen von
(10) gleich

(14) (R4 i) =+1+)2= Q.

Andererseits ergeben sich aus der Frequenzbedingung (1)
im Grenzfall langer Wellen?) die Frenquenzen

(m—mn) 2+ (m' —n') Q.

Aus seinem Prinzip, dak in diesem Bereich Elektrodynamik
und Quantentheorie zu gleichen Resultaten fiihren, wiirde Bohr
folgern, dafi nur solche Uberginge moglich sind, bei welchen
m—un==x1, m'—n'==+i=0,1,2,3....%. Die Zahl ¢
bedeutet dann die gesamte Quantendifferenz

(15) Q== (m 4+ m") — (n 4 n").

) Vgl. N. Bohr, L. ¢. oder P. S. Epstein, 1. c.

2) DaB in der Reihe (10) die azimutale Xoordinate 2 nur mit dem
Faktor 1 vorkommt, was aut m — n = £ 1 fiihrt, liegt in der Natur der
Sache und folgt aus der Symmetrie des Problems. Es bietet aunch in
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Wenn Bohr verlangt, daf Intensitit und Polarisation des
bei irgend einem Quanteniibergang emittierten Lichtes mit den
Werten iibereinstimmt, welche man elektrodynamisch aus dem
entsprechenden Gliede der Fourierschen Reihe (10) berechnet,
so gehen wir, gestiitzt auf die Annahme von Rubinowicz,
dafi nur eine einzige Wellenlinge emittiert wird, und gemif
den in §§1, 2 entwickelten Grundsiitzen noch einen Schritt
weiter und fordern, dak sich auch die Emissionsdauer elektro-
dynamisch berechnen lifit. Dies fihrt zu der folgenden Vor-
stellung vom Strahlungsvorgang: So lange das Elektron, ohne
zu strahlen, in einer elliptischen Bahn kreist, enthilt das System
die Partialschwingungen der Reihe (10) gewissermafen in la-
tenter Form. Diese latenten Schwingungen haben aber nicht
nur einen mathematischen Sinn, sondern auch eine physika-
lische Existenz insofern, als jede von ihnen unabhingig von
den andern zum Strahlen gebracht werden kann. Die Energie-
abgabe vollzieht sich dann nach den Regeln der Elektrodyna-
mik, bis die nichste resp. Energiestufe erreicht ist, um dann
wieder aufzuhoren.

Eine der Hauptschwierigkeiten fiir das Verstindnis des
Bohrschen Modells, auf welche besonders nachdriicklich von
J. Stark?) hingewiesen wurde, bestand darin, dafi die emit-
tierte Wellenliinge durch die Endbahn bestimmt wird; das

dieser Hinsicht keinen Vorteil, anzunehmen, daf molekulare Ursachen eine
Richtung auszeichnen, und in riumlichen Polarkoordinaten zu quanteln.
In den Sommerfeldschen Feinstrukturformeln treten dann bekanntlich
an Stelle von m und n die Summen zweler Quantenzahlen i, 4 my
bzw. ny -4 ny aut. Die entsprechende Rechnung zeigt, dafi als azimutale
Quantendifferenz sowohl m; — 1, = 0 (axiale Schwingung) als auch my — 7y
= 1 1 (radiale Schwingung) auftreten kann, jedoch ist stets (my = my)
— (g +my) = 1 1. — Dagegen folgt aus den Beobachtungen, besonders
aus denjenigen an der K-Serie der Rontgenstrahlen, mit Sicherheit, daf
es auch Uberginge gibt, welche der Differenz m — n = 0 entsprechen.
Nach einer brieflichen Mitteilung von Herrn Bohr gelingt es, diese
Schwierigkeit durch Beriicksichtigung von molekularen elektrischen Fel-
dern zu tberwinden.
1) J. Stark, Ann. d. Phys,, 54, p. 113, 1918.
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Elektron schien bereits die Xndbahn vor ihrer Erreichung zu
kennen und die Strahlungsabgabe entsprechend einzurichten.
Auf Grund der eben dargelegten Auffassung kann man diesen
Sachverhalt mit einem Vorstellungsinhalt verbinden: Die Wellen-
lingen, welche zur Emission gelangen konnen, sind bereits im
System in Form der latenten Partialschwingungen priistabiliert.
Je nachdem welche Partialschwingung angeregt wird, wird das
System zwangliufig auf die eine oder die andere der miglichen
Endbahnen gefithrt. Wir brauchen wohl kaum zu wiederholen,
dall nur im Grenzfall langer Wellen die emittierte Frequenz
vollstindig mib derjenigen der entsprechenden latenten Schwin-
gung iibereiustimmt.

Kine der in § 3 durchgefiihrten vollstindig analoge Rech-
nung fithrt zu den folgenden Ausdriicken fiir die charakteri-
stischen Grofen

A L

AN L
w8 of QP 3 ol QP

I =
(16)

AZ‘:%SZ%,-’Q*’,

welche sich nur um den Faktor of @* (bzw. den reziproken
Wert) von den entsprechenden im Falle der Kreishewegung (9)
unterscheiden. Falls die Exzentrizitit ¢ in der Anfangs- und
Endbahn verschieden ist, wird man dem Ubergang zwischen
beiden einen mittleren Wert von e zuschreiben miissen. BEs
bleibt bis zu einem gewissen Grade willkiirlich, welche Art
der Mittelung man wihlt; auf Grund unserer bei der Berech-
nung von Intensititen gewonnenen Erfahrung?!) wollen wir ein-
fach das arithmetische Mittel der Werte of fiir den Anfangs-
und den Endzustand benutzen.

Z. B. wollen wir of @® fir den Ubergang vom m = 2,
m' = 2 zu n = 1, »' = 1, welcher uns noch in § 7 beschif-
tigen wird, berechnen. In diesem Falle ist i = 1, ¢ = 2 und

1) P. S. Epstein, L c.
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fiir Anfangs- und Eundbahn iibereinstimmend & = 0,87, so daB
die Unsicherheit der Mittelung wegfillt. Daher:

Qo = 8[2J,(0,87) + 1 J,(0,87)]> = 0,72.

Als zweites Beispiel betrachten wir den Ubergang von
m,==2,m' =1 zu n=1,n"=1. Die Exzentrizititen werden
bzw. 0,75 und 0,87, was mit ¢ =10, ¢ =1 auf die beiden
Werte von o; fithrt:

1) O = [2 Jo (0775) + %‘Jz (0s75)] = 0,73,
2) 0= [14,(087) + 17, (0,87)] = 0,64

Daraus ergibt sich als Mittelwert der Ausdriicke @*cf die
Zahl 0,47.

§ 5. Die in den §3 3, 4 bestimmten Grofen ! und 41
wollen wir als wahre Kohérenzlinge und wahre Linien-
breite bezeichnen; sie kimen nur dann in reiner Form zur
Geltung, wenn sich alle an der Strahlung beteiligten Atome
in Ruhe befinden. Unter den tatsichlichen Verhiltnissen tiber-
lagert sich 1hnen jedoch bekanntlich ein sekundirer von dem
regellosen Bewegungszustande der Atome nach dem Doppler-
schen Prinzip herrithrender Effekt, der zu einer Verkiirzung
der Kohirenzlinge und entsprechender Verbreiterung der Halb-
weite fithrt. Und zwar wiirde selbst ein monochromatischer,
unendlich langer Wellenzug durch diese Ursache bis zur soge-
nannten thermokinetischen Kohiirenzlinge

(17) I, =1,22.1082 |/ J;[

verkiirzt werden (wo MM das betreffende Atom- bzw. Molekular-
gewicht und 7' die absolute Temperarur des leuchtenden Me-
diums bedeutet), wiithrend die thermokinetische Halbweite der
Linie durch

. T
17° A4 = 0,52 '“.l/»—
a7 : 0521074 |/ <
gegeben ist.
Im Gebiete sichtbarer Wellen tiberwiegt 4;4 in solchem
Malie itber die wahre Linienbreite 42, daf die letztere vernach-
Sitzungsb. d. math,-phys. K1. Jahrg, 1919, 6
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lissigt werden kann, so daB I; und 4;4 die effektiv beob-
achtbaren Werte darstellen. In der Tat haben Fabry und
Buisson?) die Kohirenzlingen an Linien von Helium, Argon
und Krypton sowohl bei Zimmertemperatur als bei Kiihlung
durch flissige Luft interferometrisch untersucht und eine sehr
gute Ubereinstimmung mit den nach Formel (17) berechneten
Werten von /; gefunden. Nun sieht man aber beim Vergleich
der Ausdriicke (17) und (9), dat bel festgehaltenen M und T
(derselbe Stoff bet derselben Temperatur) ! mit der Wellen-
linge viel schneller abnimmt als I;, und die Rechnung zeigt,
daff im Bereiche der Schumannwellen beide Lingen bereits die
gleiche GroGenordnung aufweisen. Z. B. gestalten sich fiir
die Grundlinien (und die den Kreishahnen entsprechenden Kom-
ponenten) des Wasserstoffs die Verhiltnisse wie folgt:

Ritz-Paschen-Serie 2 =18571, [=1370cm, ;=226 cm
Balmer- » 6563, 242 8,0 ,
Ritz-Lyman- 1216, 14,6 1,5 ,

(wobei [; fiir die Temperatur 7'=100° abs. berechnet ist).
Im extremen Ultraviolett ist also das Verhialtnis 7:7; auf rund
10 gesunken, und dabei liegen bei Wasserstoff wegen seines
niedrigen Atomgewichts die Verhiiltnisse noch besonders un-
glinstig. Auf Grund eines eingehenden Studiums der spektralen
Besonderheiten der Edelgase scheint es dem Verfasser wahr-
scheinlich, daf die Atome dieser Elemente in strahlendem Zu-
stande insofern eine gewisse Wasserstoffihnlichkeit besitzen, als
ihr duBerster Elektronenring durch ein einziges Elektron ge-
bildet wird. Faft man also in erster ganz grober Anniherung
den Kern mit den iibrigen Elektronen zu einem einwertigen
Kern zusammen, so kann man unsere Theorie auch auf die
Grundlinien der entsprechenden Serien der Edelgase anwenden.
Fir Helium hat ja Lyman?) im Schumannbereich und bei
noch kiirzeren, zwischen 900 und 600 A liegenden Wellen-
lingen zahlreiche Linien gefunden, dagegen sind Argon und

1) Ch. Fabry et Ch. Buisson, C. R. 154, p. 1224, 1912.
2) Th. Lyman, Proc. American Nat. Acad. 1, p. 868. 1915,
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Krypton in dieser Richtung noch nicht untersucht. Allein auch
fiir das schwere Krypton wire die thermokinetische Kohirenz-
linge in diesem Gebiete nur etwa 16,5 cm, also kaum linger
als die wahre, so dat das extreme Ultraviolett fiir eine Priifung
unserer Theorie nicht in Betracht kommt.

§ 6. Bevor wir uns der Diskussion der Verhiltnisse im
Bereich der Rontgenwellen zuwenden, wollen wir noch einige
Worte dariiber sagen, wie sich unsere Theorie zu den direkten
Messungen der Emissionsdauer in der Balmerserie, wie sie von
J. Stark') ausgefithrt wurden, verhilt. Unter Voraussetzung
eines exponentiellen Abfalls der Intensititen withrend der Strah-
lung findet Stark, daB die Zeit, wihrend welcher die Inten-
sitdt auf 1/e sinkt, mit der Ordnungszahl der Linie zunimmt.
Bei den Linien H, und Hp lifit sich fiir diese Dauer nur eine
obere Grenze angeben, fiir H, und H;s sind ihre ungefihren
Werte 2-107" bzw. 4. 107" sec. Diese Zahlen bezeichnet Stark
als scheinbare Leuchtdauer, weil sie ,in dem Falle, dag
der maximale Wert der Intensitit einer Serienlinie nicht un-
mittelbar nach dem erregenden Stof, sondern erst merkliche
Zeit spiter sich einstellt“, diese bis zur Erreichung des Maximal-
wertes verfliekende Zeit mit enthilt. Vom Standpunkte der
Quantentheorie wiirden wir sagen: die von Stark beobachteten
Leuchtzeiten umfassen die ganze Periode vom Moment, in
welchem die Vorbedingung des Strahlens dadurch geschaffen
war, daBl das Elektron in eine dufiere Bahn befordert wurde,
bis zum Ende des Strahlungsvorgangs; sie setzen sich also aus
den Zeiten des Umlaufens in der Anfangsbahn und des eigent-
lichen Leuchtens zusammen. Da es jedoch allen unseren An-
schauungen widerspricht, daf sich ein Elektron in einer weiteren
Bahn linger ungestort bewegen sollte als in einer engeren, so
mitssen wir die Verlingerung der Leuchtzeit mit der Serien-
nummer der Linie auf Rechnung der wahren Leuchtdauer setzen.

Es ist nun interessant, daf unsere Theorie qualitativ zu
demselben Resultat fiihrt, wie man aus der folgenden Tabelle

1) J. Stark, Ann. d. Phys., 49, p. 731, 1916.
6*
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ersieht, in der die nach (16) berechneten Leuchtzeiten ¢, — ¢,
= [J¢ fiir die verschiedenen in der Reihe (10) enthaltenen
Komponenten der ersten Linien der Balmerserie zusammen-
gestellt sind.

07 = @0 | s ) =0 | 0y =) g o
m = =1 m=

e —————— _TM__v‘_ ‘ =

m tg — ty m tg— 1y m' —t to — &4
Hqel 0] 081-107% | 2 1,47.1077 | 1 ‘ 1 77 10-° 1,59 - 10—#
Hg|l 1] 163 , 3 | 0,41 2 ‘ 0,68 1L,29
Hyl 2| 081-107" | 4| 1,60 , 3 | 3,07 0,58 - 1077
Hs] 3| 1,19-10°% | 5 1,76-10°% | 4 1 5,28 - 1()' 9,08 ,

| l

Fur die Bestimmung des Mittelwertes wurde jede Kom-
ponente mit einem ihrer Intensitit (o) proportionalen Gewicht
in Rechnung gesetzt. Man erkennt, dat die theoretischen Kr-
gebnisse sowohl in ihrem Gange von Linie zu Linie als auch
in der Grotenordnung der Absolutwerte mit den erwiihnten
Messungsresultaten iibereinstimmen. Eine weitergehende Uber-
einstimmung diirfen wir auch gar nicht erwarten: Kinerseits
konnen die theoretischen Werte wegen der Extrapolation auf
kurze Wellenlingen und der Unsicherheit des Mittelungsver-
fahrens bei Berechnung der Koeffizienten o;(e) keine grokie
Zuverlissigkeit beanspruchen. Andererseits stellen die Stark-
schen Zahlen gar nicht die eigentliche Leuchtdauer dar; denn
abgesehen davon, daB sie die Umlaufszeit in der duBleren Bahn
mit enthalten, sind sie unter der Voraussetzung exponentiellen
Abklingens der Intensititen ermittelt, welche fiir unsere Theorie
gar nicht zutrifit, und sollen nur iiber die Zeit des Abfalls der
Lichtstirke um 1]e orientieren. Aus diesem Grunde sind wir
geneigt, die Ubereinstimmung der berechneten und gemessenen
Werte fiir eine genligende zu halten und in ihr eine Besti-
tigung unserer Theorie zu erblicken.

§ 7. Eine schiirfere Priifung unserer Theorie scheinen die
Verhiiltnisse im Bereiche der Réntgen-Strahlen zuzulassen.
Entsprechend den in § 5 iiber die Abhingigkeit der Kohirenz-
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linge und Linienhalbweite von der Wellenlinge gemachten
Bemerkungen dominiert hier die wahre Linienbreite in solchem
Malie iiber die thermokinetische, daf man von dem letzteren
Effekt ganz absehen kann. Es fragt sich nur, inwiefern diese
Erscheinungen hier iiberhaupt der Beobachtung zuginglich
sind. Offenbar kann man nicht daran denken, Kohiirenzlingen
von Rintgen-Strahlen auf interferometrischem Wege zu messen;
wir werden aber gleich sehen, daB es wohl moglich ist, die
Erscheinung durch Messung von Linienbreiten zu erfassen.

Nach Gleichung (7 b) ist die Halbweite der zu Kreisbahnen
gehorigen Linien von der Ordnungszahl » unabhiingig und nur
der Quantenzahl proportional. Mit Hilfe der fiir die Extra-
polation geeigneteren Formeln (9) berechnet sie sich fiir die

entsprechenden Linien (in Sommerfeldscher Bezeichnung a,
in Siegbahnscher a,) der K-, L- und M-Serien zu

K, 4% = 0,001 A
L 0,002 A
I, 0,003 4

Die entsprechende Kohiirenzlinge ist jedoch von der Wellen-
kinge abhiingig. In der L-Serie und fiir schwere Elemente
hat z. B. 1 die Grofenordnung 1,5 A, was | =241 =
1,1-107° cm ergibt.

Um die Abmessungen, welche den angegebenen Breiten
im Rontgen-Spektrogramm entsprechen, zu ermitteln, miissen
wir auf die Entstehung der Interferenzen am Kristall eingehen.
Bei monochromatischem Licht ist die Réntgen-Optik des Kri-
stalls von seiner Regelmiilligkeit abhingig, da ein Kristall nur
auf kleinen Strecken homogen ist. Die angegebene Kohirenz-
linge entspricht fiir Steinsalz (d = 2,814-107° cm) etwa 400
fiir Gips (d = 7,621-107° ¢cm) nur 150 Gitterkonstanten. Wir
wollen annehmen, dafi diese relativ regelmifigen Kristalle anf
bedeutend lingeren Strecken homogen sind als diese. D. h.
wir stellen sie uns als Gemisch von vollstindig regelmifigen
Kristillchen vor, deren Dimensionen (D) die Kohiirenzlinge der
K- und L-Linien um ein mehrfaches iibertreffen. In welchem
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Mate diese Vorstellung zutrifft, werden wir spiiter sehen; da-
gegen scheint es uns zweifelhaft, ob dies fiir die M-Serie richtig
ist, in der die Wellenlingen auch bei ziemlich schweren Ele-
menten bis zu 10 A (entsprechend I == 8-107* ¢em) betragen.
Denken wir uns nun das einfallende Licht (nach Fourier)
spektral zerlegt und betrachten das Beugungsbild, welches der
Kristall von einem monochromatischen Bestandteil desselben
erzeugt, so erhilt dasselbe durch die Begrenzung der Xristill-
chen eine endliche Breite von der Grifenordnung 4*/ D, welche
jedoch nach dem eben Gesagten schmal ist im Verhiltnis zur
wahren Linienbreite 41 (== A*/l). Wir werden also im Spektro-
gramm im wesentlichen die wahre Verteilung der spektralen
Intensititen und die wahre Linienbreite erhalten. Diesen Sach-
verhalt wollen wir ausdriicken, wenn wir sagen, daf die
Rontgen-Linien unter den gemachten Voraussetzungen voll-
stindig aufgeldst werden.

Aus der Vollstindigkeit der Auflsung ergeben sich wich-
tige praktische Konsequenzen: Nach obigem hat eine Linie
bei Anwendung beliebiger Kristalle fiir die Herstellung der
Spektrogramme in der Skala der Wellenlingen gemessen stets
die gleiche Breite, ndmlich die wahre Halbweite 41. Hieraus
folgt, daB auch das Verhiiltnis der Breite einer Linie zum Ab-
stand bis zu einer benachbarten Linie in allen Spektrogrammen
konstant ist. D. h. wenn zwei Linien {ibereinander greifen,
konnen wir sie durch keinerlet Kunstgriffe trennen, welche
Gitterkonstanten, Reflexionswinkel oder spektrale Ordnungen
wir auch verwenden mogen. Jedes neue Spektrogramm wird
nur eine Wiederholung des ersten in verdindertem MafBstabe
sein. Dabei sehen wir allerdings vom geometrisch-optischen
Einflug der Spaltbreite, Eindringungstiefe etc. ab und setzen
voraus, daf diese Bedingungen geeignet gewiihlt sind. Das
Bedenken, daf die Verhiltnisse durch die Wirmebewegung im
Kristall getriibt werden konnten, erledigt sich durch das Haupt-
resultat der Debyeschen, den Temperatureinflug beriicksich-
tigenden Theorie: Die ungeordnete Bewegung der Kristallatome
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beeinfluft nicht die Lage und Schirfe der Interferenzen, son-
dern setzt nur deren Intensitiit herab?).

Die Breite im Spektrophotogramm, welche A1 in der
Skala der Wellenlingen entspricht, ergibt sich ohne weiteres
aus der Braggschen Beziehung

(18) 2dsing, = k2,
wo % die Ordnung des Spektrums, @i den von der Kristall-
fliche aus gemessenen sogenannten ,Glanzwinkel® in der k-ten
Ordnung und d die Gitterkonstante bedeutet. Durch Differen-
tiation erhilt man fiir die Winkelhalbweite

kA4
2dcospy’
falls der Kristall fest steht; ist dagegen der Spalt fest und der
Kristall beweglich, wie dies gewthnlich der Fall ist, so muf
die Winkelbreite verdoppelt werden:

kA
d cos g

A(pk=

A(p;‘=

Bezeichnen wir schlieflich mit » die Entfernung vom Kri-
stall zur photographischen Platte, so wird die Linienbreite auf
der letzteren
(19) 8= r Aoy 2TAL

d cos @x

Fiir d = 2,814-107% cm (Steinsalz), » = 16 cm (der An-
ordnung¥von Sieghbahn und Friman?) entsprechend), & =1
und kleine Glanzwinkel (cos g = 1) ergeben sich fiir ¢ die
numerischen Werte 0,057 mm fiir K., 0,11 mm fiir L., 0,17 mm
fir M,. In Wirklichkeit sind jedoch die Winkel ¢ auch in
der ersten Ordnung nicht sehr klein und fiir leichtere Elemente
sogar ziemlich grof; z. B. hat L, fiir Silber 1 = 4,146 A,
p, = 47° 27', 30, was einer Halbweite von 0,16 mm ent-
spricht. Durch geeignete Wahl von % und d kann man giin-
stige Bedingungen fiir eine Priiffung der Beziehung (19) erreichen.

) Vgl. M. v. Laue, Enzykl. der Math. Wiss,, V, 24, p. 478.
2) M. Siegbabn und E. Friman, Ann. d. Phys,, 49, p. 611, 1916,
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Eine qualitative Bestitigung unserer Theorie bildet nach
einer privaten Mitteilung von Herrn M. Siegbahn der Um-
stand, dall man einen Dublettabstand experimentell am besten
aus einer Aufnahme in erster Ordnung bestimmen kann. ¥ir
eine direkte quantitative Priifung ist nach Meinung dieses For-
schers die Linie Lg (oder in Siegbahnscher Bezeichnung Lg,)
am besten geeignet. Wir wollen deshalb angeben, wie grofs
die Halbweite dieser Linie nach unserer Theorie wird. Die
Endbahn entspricht hier nach Sommerfeld den Quantenzahlen
n=1, n' =1, soll die Linie in unserer Reihe (10) enthalten
sein, so miissen wir (da m -+ m' =3 sein soll) m = 2, m' =1
setzen. Ks ist dies als das zum Schlusse des § 4 betrachtete
Beispiel, welches §°af = 0,47 ergab: Die Linienbreite von Lg
verhilt sich zu derjenigen von L, wie 0,47 254 : 4,5, Dagegen
bezieht sich die auf derselben Seite berechnete Zahl @*o} = 0,72
auf die Linie Ls (bei Siegbahn L,).

Spektrale Intensititskurven fiir Rontgen-Linien sind bis jetzt
nur von Stenstrom?) fiir die M-Serie verdffentlicht worden.
In den Elementen von Ur bis W scheinen zwei Linien, die
nach Siegbahn mit a und f bezeichnet werden, eine fiir die
verschiedenen Stoffe leidlich analoge Struktur zu besitzen.
Stenstrom gibt an, dafi diese Linien mit fallender Ordnungs-
zahl % des Elementes immer breiter und diffuser werden. Es
geht jedoch aus seinen Protokollen hervor, daf in derselben
Reihenfolge auch die Glanzwinkel ¢, anwachsen, unter denen
diese Linien an Steinsalz reflektiert werden. Daher entsteht
die Frage, ob das scheinbare Diffuswerden nicht einfach eine
Folge wachsender Dispersion ist, entsprechend dem Faktor
1/cos ¢, in unserer Formel (19). Soweit die Genauigkeit der
von Stenstrom mitgeteilten Kurven einen Riickschluf ge-
stattet, bestitigt sich dies durchaus: Die Breite der Linien a
und § steht in einem konstanten Verhiltnis zu ithrem Abstand,
und da letzterer einen nahezu konstanten Wellenlingenwert
hat, so ist auch die in der Skala der Wellenlingen gemessene

1) W. Stenstrom, Ann. d. Phys., 57, p. 347, 1918.
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Linienbreite von der Ordnungszahl & unabhiingig, wie es For-
mel (19) fordert. Bei den leichteren Elementen wird die Be-
urteilung der Linienbreite schwieriger, weil die Komponenten,
aus denen die komplexen Linien ¢ und f zusammengesetzt sind,
hier bereits merklich auseinander riicken; indessen hat man auch
hier den Eindruck, daf die Breite der einzelnen Komponenten
dem Abstande a f proportional liuft. Der Umstand, dag die
Linien bei kleineren » aufgeldst werden, widerspricht unserer
Theorie in keiner Weise, denn er ist in den Eigenschaften des
Rontgen-Lichtes selbst und nicht in der Art der Beugung am
Kristall begriindet. Die Komponenten riicken mit fallender Ord-
nungszahl auseinander, trotzdem ihre Breite konstantes Wellen-
lingenmaB hat, weil ihr in Wellenliingen gemessener Abstand von
Element zu Element als Funktion der Ordnungszahl variiert.
Nach Angabe von Stenstrdm ist niimlich die Entfernung a o fiir
Th0,015 4, Jr 0,022 4, Ta 0,029 4, Ad 0,032 A. Aus der
Ubereinstimmung mit Formel (19) diirfen wir indessen keine
Schliisse zu Gunsten unserer Theorie ziehen: Alle Aufnahmen
sind ndmlich bei Stenstrém am selben Kristall und in der-
selben (ersten) Spektralordnung gemacht. Und unter diesen
Umstinden fithrt die Voraussetzung, daf die Koh#renzlinge
grofier ist als die Dimensionen der homogenen Kristiillchen und
da deren kiirzeste Abmessungen (D) senkrecht zur Oberfliche
des Gesamtkristalls orientiert waren, zu derselben Formel (19),
nur daff unter A2 eine durch die Kristillchen gegebene Linien-
breite (2*/D) zu verstehen ist. Da bel Erzeugung der Ober-
fliche durch Spalten oder Schleifen die Normale gentigend
ausgezeichnet wird, halten wir dies sogar fiir wahrscheinlicher
und haben die Stenstromschen Messungen nur deshalb be-
sprochen, weil man aus ihnen Riickschliisse auf eine méglichst
zweckmiifiige Versuchsanordnung zur Priffung unserer Theorie
in der K- und L-Serie ziehen kann. *Aus der Aufnahme an
Aldebaranium (Linie f,) konnen wir nidmlich den Absolutwert
der Halbweite zu etwa 1,7 mm ermitteln, was in Wellenlingen
0,030 A entspricht. Dies ist zehn Mal so viel als der theore-
tisch fiir die wahre Halbweite zu erwartende Wert und konnte



90 P. 8. Epstein, Uber d. Interferenafihigkeit v. Spektrallinien.

zum Teil auf unvollstindiger Auflgsung und komplexer Struktur
der Linie, zum Teil auf dem eben erwiihnten Einfluf der In-
homogenititen beruhen. Wir wollen den ungiinstigsten Fall
annehmen, daB die Verbreiterung ginzlich auf Rechnung der
Kristéllchen zu setzen ist, dann erhalten wir fiir die kleinste
Dimension derselben D = 13/0,030 = 2,1-10. Das ist nur
doppelt so viel als der oben fiir 2 = 1,5 4 berechnete Wert
der Kohirenzlinge in der L-Serie. Man wird daher gut tun,
fiir die Priifung an Steinsalzkristallen nur Wellenlingen von
1 A und weniger zu benutzen, fiir welche man ein Verhiltnis D/2
grofer als 4,5 findet.

Indem wir alles iiber das Verhiiltnis der einschligigen
Experimentaluntersuchungen zu unserer Theorie gesagte zu-
sammenfassen, kinnen wir feststellen, daf deren bisherige Er-
gebnisse in allen Punkten zwanglos mit unserer Theorie zu
vereinbaren sind. Dagegen konnen nur speziell zu diesem
Zwecke unternommene Messungen endgiltig iiber die Brauch-
barkeit derselben entscheiden. Solche experimentellen Prii-
fungen scheinen uns um so wiinschenswerter, als die beriihrten
Probleme, auch abgesehen von unseren speziellen Vorstellungen,
ein grofies Interesse besitzen.

Miinchen, Januar 1919.



