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Uber die Oszillationstheoreme der konjugierten
Punkte heim Problem von Lagrange.

Von Johann Radon in Erlangen.
Vorgetragen in der Sitzung am 5. Nov., 1927.

Beim einfachsten Problem der Variationsrechnung gelten
iiber die Lage der ,konjugierten Punkte eine Reihe von Aus-
sagen, die in den Sturm’schen Sitzen iiber die Losungen einer
linearen Differentialgleichung 2. Ordnung wurzelnd, als Oszillations-
theoreme bezeichnet werden konnen. Die Ubertragung dieser
Siitze auf das allgemeine Problem von Lagrange begegnet ernst-
lichen Schwierigkeiten. Zum erheblichen Teil sind diese zuerst
von G. v. Escherich iiberwunden worden. In Bolzas ,,Vor-
lesungen {iber Variationsrechnung“!) werden die Oszillationstheo-
reme auf dem Umweg iiber die Theorie der zweiten Variation
hergeleitet und der Mangel eines direkten Beweises betont. Das
trifft nun freilich meiner Meinung nach nicht ganz das rechte:
wenn man den Beweisgang von G. v. Escherich?) genauer ver-
folgt, so sieht man, dass er ginzlich ohne Zusammenhang mit
der Theorie der 2. Variation dargestellt werden kann. Nur sind
seine Kntwicklungen wenig durchsichtig, was iibrigens unvermeid-
lich scheint, wenn man von den Lagrange-Eulerschen Gleich-
ungen ausgeht, und verwenden, was ebenfalls unvermeidlich scheint,
Hilfsmittel, die gleichzeitig auch zur Transformation der 2. Va-
riation dienen. So kann leicht der Eindruck entstehen, die Theorie

der 2, Variation sei fiir die Beweismethoden von v. Escherich

wesentlich.

1) Teipzig und Berlin 1909, § 76 2.
%) Wiener Berichte Bd, 107 u. 108. Inshesondere Bd. 108, S. 1269—1340.
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[m folgenden suche ich diese Dinge in einer moglichst durch-
sichtigen Form darzustellen; dazu verhilft zweierlei: einmal gehe
ich von Hamiltons kanonischer Form der Gleichungen der Va-
riationsrechnnng aus und dann mache ich reichlichen Gebrauch
vom Matrizenkalkiil. Der erste Umstand bringt von vornherein
eine groie formale Symmetrie und Ubersichtlichkeit in das ganze
Gebiet herein, der zweite gestaltet moglichste Kiiyrze der Schreib-
weise. Als charakteristische Beispiele mdchte ich auf meine
Formel (7) verweisen. die dem Wesen nach dasselbe Ist, wie
die ,Fundamentalformel® von v. Esclherich?) und auf Formel
(8), die auch formal sofort als direkte Verallgemeinerung ~des
folgenden Sachverhaltes erscheint:

Sind ey, w, zwel in bestimmter Weise normierte Losungen
der linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung:

d 1 da\
( ) —q () u=o

de \pr) dx

d <u,_, _p(z)
dz " TS

1

so gilt:

Als wesentlicher sachlicher Fortschritt meiner Betrachtung
iiber G. v. Escherichs Resultate hinaus ist Satz 3 anzuoschen,
den G. v. Kscherich in seinen ersten Abhandlungen®) bewicsen
zu haben glaubte, wie er aber spiter selbst bemerkt hat®), wit
Unrecht. Durch diesen Satz wird erst die volle Abrundung er-
reicht und der Beweis der Sitze 4 —6 ermiglicht.

Was die Darstellungsform angeht, schien es mir am besten,
zuniichst von jeder Beziehung zur Variationsrechnung abzusehen
und meine Siitze rein als Oszillationstheoreme iiber ein gewisses System
von linearen homogenen Differentialgleichungen zu formulieren
und zu beweisen. Am Schlusse der Arbeit wird dann die Briicke
zur Variationsrechnung geschlagen.

1. Ich stelle zuerst kurz die im folgenden verwendeten Be-
zeichnungen und Regeln der Matrizenrechnung zusammen. Es
werden auftreten:

1) Vgl. Bolza, Vorlesungen, S. 630.
2} Wiener Berichte, Bd, 107, S, 1410.
9 Ibhenda, Bd 103, S, 1269 .
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a) einreihige Matrizen aus n Zahlen; Bezeichnung:

[
L Py
.
a= | 2| p= 62 usw.

On ﬂu

b) m-reihige quadratische Matrizen; Bezeichnung:

11« - . Ay 10...0
A = , = 01...0 (die Einheitsmatrix).
M . . Oy 00 .. 1

¢) 2mn-rethige quadratische Matrizen; wir zerlegen sie immer
in 4 Teilfelder, in deren jedem eine Matrix vom Typus 0)
steht, z. B. bedeutet:

0 TS P 1 S SR {5 P
AMY Ao A tha o o fae
Py o1l . . Oa 011 . . Oy
Onl o« Uan 9nt « « Opn

Die Transponierte einer Matrix A wird mit A" hezeichnet;
das Zeichen " wird also im folgenden niemals zur Bezeichnung
von Differentialquotienten verwendet. Hs ist z. B.

. A" ’ . ’ I)/
o =y a, o w)s (]l) .l{) = (ﬂl[' .f')’ (A DBy = DI,

Das Produkt von Matrizen bezeichnen wir in iiblicher Weise:
es 1st z. B.
aAdp=p A a
die Bilinearform «;, a; pir, sie geht durch die Substitutionen:
-
1 o, /1 - ]._, I
in die Form:

iber.
Bei der Multiplikation von Matrizen des Typus ¢) kann wie
bet der gewdhnlichen Multiplikationsregel verfahren werden:

AB\ (AM\  fAA \-BP AM B.X
Ll I’l') \/L AP I'M | ,Il')'
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Differentiation einer Matrix, deren Elemente Funktionen von
2 sind, bedeutet Krsetzung ihrer siimtlichen Elemente durch ihre
Difterentialquotienten; es gilt die Regel:

d(4B) d4 dnB
=-—DB 1 d-
dx dz ' dx
und fiir die Ableitung der Reziproken A~' der quadratischen
Matrix A findet man leicht:

AT g e,
dx dx

2. Bs sel vorausgeschickt, daB sich alle folgenden Betrach-
tungen im Gebiete der reellen Zahlen bewegen. Ferner be-
nutzen wir ausnahmslos die bekannte Regel, bel Summierung
iiber doppelt auftretende Stellenzeiger das Summenzeichen zu
unterdriicken.

Wir betrachten das System linearer Differentialgleichungen:

d ,

(Zg = (@) e b vk (@) Ay v = e

. LHhk=1,2..u(1)
da;

d;a:: = — U (x)m_- - ﬂx‘l: (J?)le, i) = Qg

Wir Lkonnen es in der Matrizenschreibweise kurz so an-
schreiben:

{ . {;
a - ])’/7] o %74

i AP An = DBa, (1, I'symmetriseh) (1)

Die Koeffizienten «;i, [fir, 7 setzen wir in einem otfenen
z-Intervalle (¢, 0), auf das wir uns 1m folgenden durchaus be-
schriinken, als stetig voraus. Da nach (1) auch:

dy’

dz

. Z./’ 1 s
=y B-al, C(l;—;—aj'zl—n B,

1 2
so folgt leicht, dak fiir irgend zwei Ldsungen (’}1) hzw. <)/0)
JT

von (1) die Beziehung gilk:
(WY 2* — at’ %) = o, also y¥a* — 7Vy* — const. (2)
dz
Schreibt man jetzt ein heliebiges System von 2# Lissungen
von (1) in l'orm einer Matrix:
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2u

N

77:1 e e e 773" o [{11[2 R
Al a | T\ ) )
T et

so folgt aus (2), dafi die Elemente des Matrizenproduktes:
Iy, — I3\ (11, 11, .
) 11, 11, )
simtlich konstant sind. Unser Augenmerk ist nun im fol-

genden ausschlietlich auf den Fall gerichtet, daf dieses Matrizen-
produkt die 2n- reihige Einheitsmatrix

0

(0 E)
liefert. Das Losungssystem (3) soll in diesem Falle ein ausge-
zeichnetes heifien. Da seine Determinante gewil nicht ver-
schwindet, so ist ein ausgezeichnetes Ldsungssystem gewili ein
Fundamentalsystem fiir (1). Speziell erhdlt man ein ausgezeich-
netes Lisungssystem durch die ordernng, daB an irgend einer
Stelle @, von («, 1) die Teilmatrizen von (3) die speziellen Werte
annehmen:

Ho(zy) = L1, 1, (zy) =0, I (z) =0, Il,(x,) =L
Dieses spezielle ausgezeichnete Losungssystem nennen wir kurz
das zu xy gehdrige normierte Lisungssystem.

Nach der Definition der ausgezeichneten Lisungssysteme gilt
fiir ein solches:

1, 1, —# (1L, (5)
I 11, \I1LInh
Bildet man das Produkt (4) in umgekehrter Reihenfolge, so er-

hiilt man also wieder die Einheitsmatrix; daraus folgt im be-

sonderen :
o, — 1L 1 =0, (6)

do W T 1 st symmetrisch,
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Weiter kann man aus (1) entnehmen:

d (U L\ (BN (1L,
de \ar 1) — \- - )\ 1,

und daraus folgt fiir jedes ausgezeichnete System:

dIl, dll,

dr dzx 1 — 11, ( 3 I
d1l, dll, ’<-1/1' /1‘;) o\ ~-/;>'
\dz dz

woraus wir speziell:

erhalten.
Durch Differentiation von (6) oder aus der Symmetrie von
I" folgt noch:

d Ils o (ZIIAI ]

1 — I (7).

1

2

dz dz

3. Wir fithren jetzt die besonderen Voraussetzungen ein,
die zur Herleitung unserer Oszillationstheoreme nitig sind.

I. I'ist fiir alle « in (@, b) die Matrix einer semidefinifen
oder definiten Form. Wir werden diese un folgenden stets
als positiv annehmen, was keine Beschriinkung der Allgemeinheit
bedeutet (man d#ndere im anderen Falle blol: die Vorzeichen
aller ).

II. Es existiert keine Losung von (1), fiir die alle 7 in
einem Teilintervall von (a, &) siimtlich Null sind, auBer der tri-
vialen Losung 5= 0, 7 = 0.

Aus 1L folgt, daf fir jede Losung von (1) die & durch die
zugehorigen i schon in jedem 'Teilintervalle von (a, 0) ein-
deutig bestimmt sind. Wenn wir aber im folgenden z. B. eine
Losungsmatrix 71 haben, so ist das zugehorige 77 villig bestimmt.
Wir sprechen daher im folgenden kurz von einem ausgezeich-
neten Losungssystem (/1 /1) usw. Kin System von n Lisun-
gen von (1), das durch eine quadratische Matrix 7/, dargestellt
wird, soll konjugiert heilen, wenn es eine zweite Matrix //,
gibt, sodali (I, I1)) ein ausgezeichnetes Lisungssystem ist.
H, ist dann auch ein konjugiertes System, denn mit (11,, 11,)
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ist auch (//,, — /1) ausgezeichnet. Ein Kriterium {ir konju-
gierte Systeme benotigen wir im folgenden nicht; daher unter-
driicken wir den unschwer zu fithrenden Beweis des Satzes:

I1, ist dann und nur dann ein konjugiertes System, wenn
es mit dem zugehorigen I/, die Bedingung 717 I, — 11 11, = 0
erfiillt.

4. Wir beweisen jetzt:

Satz 1. In dem Teilintervalle (a, ) von («, b) sei die Determi-
nante des konjugierten Systems /J, von Null verschieden. Dann
gibt es keine Losung von (1), fiir welche simtliche 5 an zwei
Stellen o, «, von («, ) den Wert Null annehmen, ohne zwischen
x, und z, identisch Null zu sein.

Wir ergiinzen das konjugierte System [/, zu einem ausge-
zeichneten Losungssystem (/1 I1,) und betrachten die Matrix:

O (x)=1H""1,

die in («, fi) sicher existiert. Zunichst folgt aus (6) leicht, daf
G (r) symmetrisch ist. Wir berechnen nun die Ableitung von
@ () und erhalten auf Grund von (6) und (7) sukzessive:

d 6 d Il dll,

o= — H' e HoVH, L H S
— — H ‘Zd/;' HL F L H ‘il”?
= I <({1[£ H = ‘fl['l 1/;)1/1—1’
“WC 2 _ g p -y (8)

da

Nehmen wir jetzt an, fiir eine nicht-triviale Lisung von (1)
verschwinden in w, und w, siimtliche 5. Da (/1 /],) ein Funda-
mentalsystem ist, so gibt es 2n Konstante «, . . «,, f, .. p.. sodaB:

Hi(x)a =1, (x)p =0 oder ° LBy =0

@y ~1L,@)s=0 """ « O@)p=0
Man sieht hieraus, dati die f nicht siimtlich Null sein kinnen.
Nun ist:
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0= OW)p —F O@)p= S5 LI fds> 0
Ty

wegen des positiven Charakters von 7 Man erkennt sofort, dali
der Integrand identisch Null sein mufi. Aus

pru-trH-Vp=0
folgt aber, weil I positiven Charakter hat,

e

L A & N Ly | als
HEY D HEY p ), also T

Folglich miiite zwischen x, und 2, bestindig
O@)p--a=0

gelten, dann wiirden aber die y zwischen z, und z, identisch
verschwinden, w. z. b. w.

Es sei ausdriicklich darauf verwiesen, dag beim Beweise von
Satz 1 die Voraussetzung II nicht zur Verwendung gelangt ist.

Satz 2. Bedeutet (/1 11,) das zur Stelle z, gehorige nor-
mierte Losungssystem, so hat die Determinante 7/, , deren Fle-
mente in z, alle Null sind, in z, eine isolierte Nullstelle.

Der Satzist eine einfache Folgerung aus Satz 1 und der Voraus-
setzung II.  Da nidmlich 7/, ebenfalls ein konjugiertes System
vorstellt und | // (z,) =1 ist, zeigt die Anwendung von Satz 1
auf ein Intervall um xz,, in welchem [/, + 0, daB fiir keine
Losung von (1) sidmtliche # in 2, und einem benachbarten
Punkte XNull sein konnen, ohne identisch zu verschwinden.
Wiire aber | I1,(§) = 0, so kinnte man die Konstanten a so
withlen, daB sie nicht alle Null sind und:

Hy(&)a=0.

Nach der eben gemachten Bemerkung mutite dann /7, () «
in der Umgebung von z, identisch Null sein und wir hiitten im
Widerspruch zu der Voraussetzung II in //,a, I, a eine nicht-
triviale Losung von (1) vor unms, deren siimtliche 5 in einem
Intervalle identisch verschwinden.

5, Wesentlich wird die Voraussetzung II auch beim Be-
welse von:
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Satz 3. Die Determinante [f, eines konjugierten Systems
kann in keinem Teilintervall von (a, 6) identisch Null sein.

Sei /I, in einem Intervalle 0 von (a, b) identisch Null.
Wenn dann o der grofte Wert ist, den der Rang von /1, in 9
annimmt, so gibt es offenbar ein Teilintervall 6" von 6, in wel-
chem eine Determinante o' Ordnung aus //, nicht verschwindet.
In &' ist dann /1, bestindig vom Range o und das Gleichungs-

system: ]
I — (oder o' 1I, = 0) (9)
besitzt # — o linear unabhiingige Losungen o, . . a®~ 9,
die als stetig differenzierbare Funktionen von z angenommen
werden konnen.

Wir bilden jetzt fiir eine beliebige dieser Losungen nach (77):

ey T g
Aus (8) folgt aber:
S = (1)
sodal3 wir erhalten:
o Ta = o H, 1 (‘ff

und nach (6):

da

a' g = o I ]1' = (.
Lo
Da aber I’ die Matrix einer semidefiniten Form ist, schlieien
wir aus dem letzten Ergebnis sogleich:
l'a=da I'=0.
Nun liefert das System (1):

d 1l , .
i = B, - I
und wir erhalten:
111 111’
P R , dj!l a ' = Bua
dx ! dx !

und nach (10):
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, fda
11, ( ~~1)’a)‘——0.
dx
Da demnach
da
D
.

gleichzeitig mit « die Gleichungen (9) befriedigt, so crgibt sicl;;
La® :
(
Aa B ])) ) == “/,()', 1) (l(""
dz ’

wo die wt ) stetige Funktionen von z sind.
Bestimmen wir jetzt ein nicht - triviales Liosungssystem

w .. u® =2 der linearen Differentialgleichungen:
du®
it oplis ) () — ()q
dz

so geniigt die Linearkombination der a'/:
o= 2 ¢

ebenfalls den Gleichungen (9) und es gilt fiir sie:

da : da™  du® ,
_ I._ ])) a4 —= u(”) ) - - a(") 1 u(’) ])’ o)
dx dz dx
== )l e — gl gl Y o) = ),

Als Linearkombination aus den «® mit nicht durchaus ver-
schwindenden Koeftizienten konnen die a nicht simtlich Null sein.
Da wir nun gezeigt haben:

['a =0, &d — — Da,
d.r
so stellb 5 = 0, 7 = a in ¢ eine mcht-triviale Losung von (1)
vor, fiir die alle 3 verschwinden. Nach II darf es keine solche
geben, womit der Beweis beendet ist.

6. Wir kommen jetzt zum Begrift der konjugierten
Punlkte. Sel %, ein beliehiger Punkt aus (v, )) und das zuge-
horige normierte Losungssystem mit ([, 71,) bezeichnet. Kine
Lésung von (1), deren y simtlich in z, verschwinden, mul sich
aus den in [/, stehenden Losungen linear mit konstanten Koef-
fizienten o kombinieren:

y =1, u
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und wenn die 5 noch in einem weiteren Punkt Null sein sollen,
ohne identisch zu verschwinden, so muB dort |H, =0 sein.
Nach Satz 2 gibt es in (@, b) unter den Nullstellen von 11, ,
die >, — wenn es iiberhaupt solche giht —eine kleinste g,
unter den Nullstellen < 2, eine grofite . Die erstere heilst
der vordere, die letztere der hintere konjugierte Punkt
von z,. Es bedeutet also z. B. der vordere konjugierte Punkt x
die erste auf z, folgende Stelle, fiir die es ein Losungssystem von
(1) gibt, dessen # in x; und @, simtlich Null sind, ohne iden-
tisch zu verschwinden.  Analog beim hinteren konjugierten
Punkt. Wir beweisen jetzt:

Satz 4. Ist z) < o, und existiert zu z, der vordere konjugierte
Puankt @/, so ist auch x; vorhanden und zwar gilt o)< ay.
(Analog fiir den hinteren konjugierten Punkt unter Umkehrung
der Ungleichheitszeichen).

Wir beweisen zuerst, dat x, <z{. Wire z, nicht vorhanden
oder >z, so wiirde das zu z, gehdrige normierte Lisungssystem
(1, I1,) in I, ein konjugiertes System liefern, dessen Deter-
minante fiir 2, <z <[ von Null verschieden wire. Da es aber
ein Losungssystem von (1) gibt, dessen 5 in x, und z; Null sind,
ohne identisch zu verschwinden, erhalten wir einen Widerspruch
gegen Satz 1. Bis jetzt sind wir wieder ohne die Voraussetzung II
ausgekommen.

Es ist nun noch der Fall &) = 2| auszuschlielen. Bezeich-
net & einen Wert zwischen «, und z,, so zeigt die Anwendung
des Dereits Bewiesenen, dali & existiert und <2 sein mufi, da
&< x,. Ebenso folgt aber dann 2, <$&, da ;< & Wenn
2, = x1, muBte also fiir alle & zwischen z, und x, der vordere
konjugierte Punkt mit ) identisch sein, also eine Lésung von (1)
existieren, deren # in & und z, Null sind, ohne identisch zu ver-
schwinden. Kombiniert man diese Lssung linear aus I, wo (I7,,
}72) das zu z, gehGrige normierte System ist, so sieht man so-
gleich, daf; die Determinante ]72 im Intervall [z, z;] identisch
verschwinden wiirde. Damit kommen wir in Widerspruch zu
Satz 3.

Wir bringen endlich die Lehre von den konjugierten Punk-
ten zu einem gewissen Abschluli durch die folgenden beiden Siitze:

Sitzungab, d. math.-naturw, Abt, Jahrg. 1927, 17
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Satz 5. Ist 2, der vordere konjugierte Punkt von g, so
ist @, der hintere konjugierte Punkt von 2, (und umgekehrt).

Da es eine Liosung von (1) gibt, deren % m @, und 2, Null sind,
so muB der hintere konjugierte Punkt von @, — er heile 7 —
existieren und > z, sein. Wiire @) aber - g, so giibe es wie-
der eine Losung von (1), deren 7 in w7 und o; Null sind, es
wiire also der vordere konjugierte Punkt von ) vorhanden und
<, was mit Satz 4 in Widerspruch steht.

Wir kinnen nach Satz 5 von  konjugierten Punkten® .y
schlechthin reden, ohne bestindig zu unterscheiden, ob z; der
vordere konjugierte Punkt von x, oder &, der hintere konjugierte
Punkt von a, ist. Es mdge nun das Intervall («, b) zwel kon-
jugierte Punkte &, & enthalten. Wihlen wir z,< & in (4, ),
so mufi z, nach Satz 4 existieren und - & sein. Wihlen wir
ferner x; =& in (a, b) so muf nach Satz 4 und 5 auch z, -~ &
existieren. Fassen wir die Abszisse des (vorderen) konjugierten
Punktes von z als Funktion von z aul, soist diese Funktion fiir
z, <z <z, definiert, monoton wachsend (im strengen Sinn) und ihr
Wertevorrat liegt in dem Intervall z; <2 <. Wir kinnen
aber denselben Schluly fir « als Funktion von z° machen, in-
dem wir z als hinteren konjugierten Punkt ansehen und erhalten
so offenbar die Umkehrung der zuerst betrachteten IFunktion
als fiir z) <z <] definierte, streng monotone Funktion von u.
Daraus schlieft man leicht, dal beide Funktionen stetig sind.
‘Wir haben so erhalten:

Satz 6. Die Abszisse des vorderen konjugierten Punktes
von z ist, sowelt sie existiert, eine stetige, streng monoton wach-
sende Funktion von . lhre obere Grenze ist mit & identisch.
Analog fiir den hinteren konjugierten Punkt.

Anschaulich gesprochen: bei wachsendem x hewegt sich 2
bestindig wachsend bis an die Grenze des Stetigkeitsintervalls («, ).

7. Es soll jetzt kurz die Anwendung der entwickelten Theorie
auf die Variationsrechnung gemacht werden. Sie ergibt sich da-
raus, dal} in der Umgebung eines reguliiren!) Fxtremalenbogen,
die Lagrange-Eulerschen Gleichungen in Form eines kanonischen
Systems:

1) ,reguliiv®  soll heifien: lings des Dogens ist die Determinante
nicht Null, die Bolza (Vorlesungen, § 72a) mit 1! bezeichnet.
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dy, 3H dp; all .,
OV o2 OPi i=1,2..n) (11)
dx ap:’ 21

geschrieben werden konnen.

Iis sind dabei itber die in den Angaben des Problems von
Lagrange auftretenden Funktionen die tiblichen Stetigkeitsvoraus-
setzungen zu machen. Stellen

Yi = yi (&, a, .. ), pi =0 (&, ay .. @)
die allgemeine Losung von (11) vor, so geniigen die partiellen
Ableitungen:

i _ . AP
. ¢ day i
den , Variationsgleichungen® von (11):
{[7]5 i
dr My, gy e == Hy oy o7y
(12)
d 7ty ,
de IL/i by e T H./.' . Ths

also genau einem System der Form (1).
Nun waren fiir unsere Entwicklungen die Voraussetzungen
I und II wesentlich. Was bedeuten sie fiir (12)?

Der Ubergang von den Lagrange-Eulerschen Gleichungen zu
(11) erfolgt bekanntlich durch den Ansatz:
p=1=F, H=y F, —I,

wo I' den mit Lagranges Multiplikatoren /, gebildeten Ausdruck
f - 4, @, bedeutet. s handelt sich darum, statt der » durch
die Bedingungen ¢, == 0 gebunden y; und der Multiplikatoren 7,
die # unabhiingigen Variablen p; einzufiihren. Sehen wir also in
den Gleichungen:

¢, =0, pi = Fu} (13)
2 und die y; als konstant an — da sie ja bel dieser Transformation
keine Rolle spielen —- so ist nach (11):

o H .l s
3 = Yi, ~ . T A
2 3P py 2 pr
Bilden wir nun die quadratische Differentialform:

'l .
ap*l"apk dj); (l])/._- = ([!/g d]),‘,
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so folgt aus (13):
dpi =Ty dye - Yy d 7y, Do, Ayi=1

T
- dp;dp, =1, , dy; dy,..

api apn Pidpy vy WY Y,

Erfiillt nun unsere Extremale die bekannte fiir ein Minimum not-

wendige Bedingung von Clebsch®), so folgt aus den erhaltenen

Gleichungen, daf:

9

3]—),'—‘3[:-5)/; d]),' (Z})/.- > 0.

Da die dp; unabhingige Variable sind, ist unsere Voraussetzung I
erfiillt. Man erkennt auch leicht, dalk im Falle von m unab-
hingigen Bedingungsgleichungen ¢, = 0 der Rang dieser qua-
dratischen Form den Wert # -— m hat, sie also nur beim Fehlen
von Bedingungsgleichungen definit ist.

Was endlich die Bedingung II betriftt, so besagt sie, dafi
die 7 fir keine nicht-triviale Losung von (12) in einem ganzen
Intervalle verschwinden konnen; oder wenn die Gleichungen
e ch; —0, i=12..mn (14)

in einem ganzen Intervalle bestelien, so sind alle ¢ Null.
Differenziert man nun die EKuler- Lagrangeschen Gleichungen :

dI'y.
Fﬂz d;.‘, =0, ¢,=0 (¢(=1,2,..n, 0=1,2,..m),

die ja durch die y; (r,a,..a) und gewisse Multiplikatoren
iy (@, a1 .. ay,) erfiillt werden, nach den @, und kombiniert die
Resultate linear mit den ¢, so ergibt (14), dat die Gleichungen:

d (;u’.‘ q’i‘.’/',')
;“'.'(/'19!/,- - (l:f—-ﬁ = U, t= 1) 2, 1,
durch
37,
n, = ¢
) day

erfiillt werden. Ist nun jeder Teilbogen unserer Extremale nor-
mall), so miissen die u, identisch Null sein. Hieraus und aus

1) Vgl. Bolza, Vorlesungen, § 69, d.
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(14) folgt aber dann sofort clgf; == 0, sodaB auf das Verschwin-
den aller ¢ geschlossen werden kann.

Da ferner die Definition der ,konjugierten Systeme®!) und
Jkonjugierten Punkte“, die wir oben benutzten, sich mit der in
der Variationsrechnung iiblichen deckt, so konnen wir das End-
ergebnis aussprechen:

Fiir einen reguliren®) Extremalenbogen, der die Be-
dingung von OClebsch erfillt und keinen anormalen
Teilbogen enthiilt, gelten die oben entwickelten Sitze
1—6.

Erlangen, Ende Oktober 1927.

') Dies folgt aus dem in 3. angegebenen Kennzeichen der konjugierten
Systeme, wenn man die Bedingungen fiir konjugierte Systeme im Sinne
von v. lischerich (Bolza, Vorlesungen, §76 o) der kanonischen Gestalt
der Variationsgleichungen anpackt.

%) Vgl. Anmerke. S, 254,



