A Sitzungsberichte

mathema-tiSCh-physikalisehen Klasse

der

K. B. Akademie der Wissenéchaften ,

zu Miinchen

1914, Heft IIL

November- und Dezembersitzung

Mtinchen 1914

Verlag der Koniglich Bayerischen Akademie der Wissenschaften
in Kommisgion des G. Franz'schen Verlags (J. Roth)

: /:‘“—"‘.Q"
1\}_\!‘»‘ i "" ,‘:'\
S S AN
\ 1.‘;'.39 A\

» %
RS . /
e



Uber die Bewegung einzelner Wirbel in einer
stromenden Fliissigkeit.

Von Max Lagally.

Vorgelegt von S, Finsterwalder in der Sitzung am 5. Dezember 1914,

Einleitung.
Stellung der Aufgabe und Gang der Losung.

Die Bewegung paralleler geradliniger Wirbelfdden, die
unendlich kleinen Querschnitt haben und in endlicher oder
auch unendlicher Anzahl in einer Flissigkeit vorhanden sind.
ist von Helmholtz!) untersucht worden; spiter hat Kirchhoft?)
die Helmholtzsche Untersuchung in eine sehr elegante Form
gebracht und einige Integrale der Bewegungsgleichungen an-
gegeben, die zur vollstiindigen Beschreitbung der ganzen Be-
wegung hinreichen, wenn die Anzahl der Wirbelfiden nicht
grofer als drei ist.

Ein Wirbelfaden, oder wie wir unter ausschlieflicher Be-
trachtung einer Iihene der ebenen Strimung sagen wollen, ein
Wirbelpunkt bringt eine Potentialbewegung der umgebenden
Tlussigkeit hervor. Sind noch weitere Wirbelpunkte vorhanden,
so werden sie sich in dieser Potentialstrémung bewegen, so-
ferne man sie nicht in besonderer Weise festlegt. Physikalisch

1) Helmholtz, Uber Integrale der hydrodynamischen Gleichungen,
welche den Wirbelbewegungen entsprechen. Journal fir die reine und
angewandte Mathematik, Bd. 55, 1858, S. 46.

%) Kirchhott, Vorlesungen {iber mathematische Physik, Mechanik,
S, 255 u. f
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geschieht dies dadurch, daf man die Wirbelbewegung durch
cine Zirkulation um einen festen kleinen Korper ersebzt, das
wirbelnde Fliissigkeitselement also gar nicht existieren liifit;
analytisch dadnreh, dafi man den Wirbelpunkt als singuliire
Stelle des Integrals der Potentialgleichung durch einen kleinen
Kreis aus der komplexen Khene ausschliefit.

Im folgenden sind alle Wirbelpunkte beweglich. Jedes
nicht wirbelnde Fliissigkeitselement bewegt sich also unfer
dem Einfluf3 des Geschwindigkeitspotentials simtlicher Wirhel-
punkte; ein Wirbelpunkt selbst aber unter dem Einflufy des
Geschwindigkeitspotentials der tibrigen Wirbelpunkte; denn
jeder Wirbelpunkt bringt an der Stelle, wo er sich selbst he-
findet, zwar eine drehende, aber keine fortschreitende Bewegung
hervor, obwohl letztere in unmittelbarer Nithe sogar unendlich
grol wird?).

Helmholtz und Kirchhoff setzen voraus, dafi die Wirbel-
bewegung in der unendlich ausgedehnten, einfachen und ein-
fach zusammenhiingenden Ebhene stattfindet und daf3 die Fliissig-
keit, von der Wirbelbewegung abgesehen, in Ruhe ist; die ge-
samte Stromung soll also quellentrer, im Unendlichen in Ruhe,
und auBer an einzelnen Stellen auch wirbelfrei sein; die ganze
Bewegung wird dann durch das von diesen Wirbelstellen he-
wirkte zyklische Potential geleitet.

Die von Helmholtz und Kirchhoff angenommenen Beschriin-
kungen zu beseitigen und Beispiele fiir allgemeinere Bewegungen
einzelner Wirbelpunkte zu geben, ist der Zweck dieser Unter-
suchung.

Zuniichst wird angenommen, dafi auBer dem durch die
beweglichen Wirbel hervorgebrachten Geschwindigkeitspotential
noch ein weiteres additiv hinzutretendes Geschwindigkeits-
potential existiert. Dieses kann stationir oder mit der Zeit
verinderlich sein. Es kann sehr wohl durch im Endlichen
liegende Wirbel 2) oder Quellen hervorgerufen sein, die dann

1) Kirehhofl, Mechanik, S. 258.
%) Auch die Wirbelstiirke mit der Zeit zu veriindern ist unzuliissig.
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als fast angenommen werden miissen und aus der komplexen
Ebene auszuschlieffen sind!). Bewegung im Unendlichen ist
zuliissig.  Zweitens soll es moglich sein, dafi Bewegung der
Wirbel im Innern oder Aufiern eines endlichen geschlossenen
Gebietes vor sich geht, dessen Grenzen von der Flissigkeit
nicht fiiberschritten werden diirfen. Wenn die Wirbel nach
Lage, Stirke, Drehsinn gewisse Symmetriebedingungen erfiillen,
bildet sich eine Stromlinie aus, die wiihrend der Bewegung
ihre Gestalt nicht findert und als feste Grenze genommen werden
kann. Derartige Fille, von denen das Wirbelpaar das wich-
tigste ist, sind von Helmholtz u. a. behandelt worden?). Im
allgemeinen werden indessen die eingeschlossenen Wirbel zu-
sammen mit dem gegebenen Geschwindigkeitspotential, das im
Bereiche auch feste Singularitiiten haben kann, eine Stromung
hervorbringen, die den Rand des Bereiches iberschreitet. Soll
das vermieden werden, so mufi noch eine weitere Potential-
stromung hinzugefiigt werden, die im Innern bzw. Aufiern des
Bereiches singularititenfrer ist und deren Normalgeschwindig-
keit am Rande des DBereiches der Normalgeschwindigkeit der
vorhandenen Stromung entgegengesetzt gleich ist.  Um diese
Zusatzstromung zu finden, muB eine Randwertaufgabe gelost
werdent die Lisung ist fir das Iunere eines Bereiches ein-
deutig, fiir das Auliere tritt noch eine Zirkulation hinzu, die
eine willkiirliche Nonstante hereinbringt?®). Mit der Auffindung
dieses Zusatzpotentials ist die zweite Frweiterung der Helm-
holtzschen Aufgabe aul die erste zurtickgefiihrt.

1) Quellen sind ebenso wie Wirbel in der Stromung beweglich,
wenn man die Quellpunkte nieht aus der komplexen Ebene ausschliefit.
In den in der Natur auftretenden Flissigkeitsstromungen kommen in-
dessen bewegliche Quellen, zum Unterschied von beweglichen Wirbeln.
kanm vor.

2} Helmholtz, 1. ¢, S.48. — TLamb, Lehrbuch der Hydrodynamik
8,263 u. f.

3 Vel Kutta, Uber eine mit den Grundlagen des Flugproblems in
Beziechung stehende zweidimensionale Stromung. -~ Literntur: Mathe-
matische Iinkyzlopidie I, A, 7h.  Burkhardt und Meyer, Potential-
theorie 17, S. 456 u. f.
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Man wird 1m allgemeinen nicht mit Sicherheit erwarten
konnen, dafi das Zusatzpotential einwertig ist. Um uns von
Stromungen, die durch mehrwertige Potentiale geleitet werden,
ein Bild zu machen, bedienen wir uns Riemannscher Flichent).
Mit ihrer Hilfe lilit sich eine dritte Erweiterung der Helm-
holtz-Kirchhoffschen Aufgabe behaudeln. Man kann verlangen,
dal die Wirbel und die ganze Stromung sich zwar in der
unendlichen Ebene bewegen konnen, dal aber gewisse Linien
dabel nicht {iberschritten werden diirfen. Man kann kurz von
der Stromung um ein Hindernis sprechen. In diesem Tall
kann man die Ibene zu einer Riemannschen Fliche erweitern,
indem man lings der Linien, welche von der Flissigkeit nicht
iiberschritten werden diirfen, ein zweites Blatt anheftet. In
der so entstandenen Riemannschen Fliche ist nun die Rand-
wertaufgabe zu 15sen. Ob allerdings die zweiblitterige I'liiche
geniigt oder ob eine hihere Riemannsche Iliche verwendet
werden muf, um die Zusatzfunktion zu einer eindeutigen Funk-
tion des Ortes zu machen, wird im voraus nicht Immer mt
Sicherheit zu entscheiden sein. Von Wichtigkeit ist noch, daf
withrend in der Kbene alle einzelnen Wirbel von gleicher Art
sind und sich nur durch 3 Konstante unterscheiden, in einer
Riemannschen Fliche mit der Erweiterung des Bereiches der
einwertigen Funktionen auch Wirbel besonderer Art moglich
sind, neben den Wirbeln der schlichten Ebene.

Die folgenden Beispiele sind so gewiihlt, dafi die eigent-
liche Losung der Randwertaufgabe durch Anwendung des
Spiegelungsprinzipes zu vermeiden ist.  Aulier der Bewegung
eines Wirbels In einem von zwel Parallelen begrenzten Kanal
ist vor allem die Bewegung cines Wirbelspaares in elner zwei-
bliitterigen Riemannschen Fliiche mit zwel Verzwelgungspuniten
untersucht; sie fithrt anf diec Bewegung eines Wirbels um ein
geradliniges Hindernis von endlicher oder unendlicher Aus-

1) Es darf nieht iibersehen werden, dafy auch die Wirbelpunkte
selbst wenigstens fiir das Potential, nicht fir die Geschwindigkeit, Ver-
zweigungspunkte unendlich hoher Ordnung sind, die hier aulier acht
celassen werden,
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dehnung; iiber die sonstige Bewegung der Iliissigkeit sind
mehrere Annahmen zuliissig, fiiv die das Problem der Behand-
lung zugiinglich ist.

Bewegung einzelner Wirbel in der einfachen Ebene.

Allgemeine Siitze.

Die Geschwindigkeit, die ein Wirbelpunkt «,4 in einem
beliebigen Aufpunkt der unendlich ausgedehnten Kbene her-
vorbringt, hat die Komponenten

R oy
_ow 9

U = ’ L]
Y vr

wenn die ,Stromfunktion
o= -—plgr=—un lg !/(x —a) 4 (y — bjg D)

ist.  Dabei ist 1 eine Konstante, die als Wirbelstirke be-
iniire Teil einer Funk-
== 2 4 iy; es ist niim-
lich, wenn noch ¢ ==« 4 il gesetzt wird:

zeichnet werden soll. v ist der imag
tion w der komplexen Veriinderlichen z

w= —inlg(z—c¢) = —iuleg(z—a)-+ iy —1b)

iy — . b . ——
== naretg L/ : (: —iule Ve —a)? + (y — b~

Setzt man also w == ¢ 4+ iy, so wird

— L : :
g o= u arctg‘;{ : das Geschwindigkeitspotential
D ypo=—plg V(s —ap4 (y —b)? die Stromfunktion
w=q iy =-—inlg((w—a) 4 i(y —0) das kom-

plexe Potential

1) Kirehhoff, Mechanik, S.298. Kirchhott benutzt durchuehends diese
Stromfunktion. Wegen der spiiter hinzatretenden Potentinlbewegung ist
hier, nm die beiden Summanden nicht versehieden behandeln zu missen,
das Potential stiirker betont.
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der durch den Wirbelpunkt erzeugten IFliissigkeits-
bewegung: die Geschwindigkeitskomponenten sind

(Z.L‘__” _ 3¢ ¥y y y-—0b
S Ty T(r—a) g (y— )
—) ([‘[/ =y = a-(l)— = — -aa'/’ = ¢ = . “

dit 3y 3z N (x—w)P+ (y— b

Die Grolie der Geschwindigkeit ist

i (
/

Vig—ap+—o =

Thre Richtung ist durch

U r—a dy
N — e - v y [” (o, / / _
" y—b da’ (¢ —aydz +{y—h)dy =10

gegeben. Die Stromlinien sind Kreise um @, b, die im posi-
tiven Sinn (gegen den Uhrzeiger) durchflossen werden, wenn st
eine positive Zahl ist.
Bemerkenswert i1st noch die Beziehung
diww  2yq L2y
= i

dz 2 or

= — .

Sind n Wirbelpunkte mit den Wirbelstirken 1, (h = 1,
2 ... n) an den Stellen aix, o vorhanden und tritt zu der
durch sie bewirkten Bewegung noch eine Stromung mit dem

Potential @ und der Stromfunktion Y, so ist das komplexe
Potential der ganzen Bewegung

3) DA iV — iy g g (0 — gy A+ i(y — b))
1
also das Geschwindigkeitspotential
n 7 _/
Sa) D+ 3k py arctg Y 4
1 L=y

und die Stromfunktion

3h) Yyl V(e — )t F (g — b
1
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Fiir die Geschwindigkeitskomponenten ergibt sich

" de od 1 y— b

= — ll:

" At =~ oz %“k B — a4 (g — by)?
) dy 2 (ll g Z—

T T ay 2—"‘ M =) 4 (g — by

Setzt man in (4) an Stelle eines beliebigen Aufpunktes », y
die Koordinaten eines Wirbelpunktes a;, b; e¢in, so erhiilt man

da; [8_‘1’} by — by,
.r—rl‘

at = ez 2*"’ Fll— )t ¥ (b — b
. y=b;
s )
db; < U —
dt [a.ul-:n,* D (b — T
y=b;

Weil ein Wirbelpunkt an der Stelle, wo er sich selbst
befindet, keine Komponenten der Fortschreitungsgeschwindig-
keit hervorbringt, ist der Wert L =i aus der Summation
auszuschlieBen, was durch den Strich (‘) am Summenzeichen
angedeutet werden soll. Die 24 Gleichungen (5) mit den
25 4 1 Veriinderlichen «y, 0, ¢ bestimmen die Wirbelbahnen
und den zeitlichen Verlauf der Bewegung der Wirbelpunkte.
Setzt man die aus (5) als Funktionen von ¢ berechneten Grilien
e, b in (3) bzw. (4) ein, so bestimmen diese Gleichungen den
Verlauf der ganzen Fliissigkeitsbewegung.

Helmholtz definiert durch die Gleichungen

n n
z;,z"ll[(l; Ei‘l(,‘/'i
. A 1 . e 1
b) dol = =i oY= oy,
E:’ 1y Z}' IR
1 1

den Schwerpunkt eines Wirbelsystems; unter den von
Ilelmholtz gemachten Voraussetzungen iindert er seine Lage
nicht.

Wir erlialten
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dz, 1 x da 1 » (o9
- == Ty = - — | =
D ML TR D T o
X‘. ‘“i XJ[ ‘It,‘ 1/:’)’-
1 1 e
2"? }ﬂj by — by,
 a ey e e ((l a )2 2"
i — e)® + (b — bi)
Zli 2 1 1
1
Die auf der rechten Seite auftretende Doppelsumme
i‘ n‘l' [},‘ —_— ])k
' 4 ‘l([lll/, R o — =
B 1 ) (i — b

ist identisch Null, weil jede Differenz b; — & zweimal mit ver-
schiedenen Zeichen auftritt. Folglich ist

dx 1 = R
7 R o ; . .
) " 27:, u‘kld ! [axJJ':"x"
- I y=b;
ebenso
dy, 1 Jod
(H T Lt i -a]/ =a; '

— . 1 x
LI 1y S
y=h;
1

Der Schwerpunkt bewegt sich in jedem Moment
so, als ob den Wirbelstiirken gleiche Massen in der
Potentialstromung @ verteilt wiiren, die Wirbel-
bewegung selbst aber gar nicht existierte.

Ein einzelner Wirbel, der sein eigener Schwerpunkt
ist, bewegt sich nach

da  dux, [a ‘e

dt ~ dt 3L |y
y=h

db_dy, _[39

dt o dt o a!/ r=a
y=h

auf einer Stromlinie der Potentialstromuang mit der
Geschwindigkeit, die die Stromung an dieser Stelle hiitte, wenn
sic nicht durch den Wirbel gestort wiire; die Bewegung aller
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anderen Fliissigkeitsteilchen wird durch den Wirbel verindert.
Man kaun hiiufig in fliefendem Wasser beobachten, dafi ein
einzelner Wirbel geradlinig in Richtung der Stromung fort-
schreitet, withrend rings um ilin das Wasser eine kreisende
Bewegung hat,

[st & eine lineare Funktion

D= % + Gl + U3y

so ist die Geschwindigkeit der urspriinglichen Stromung an
allen Stellen parallel und gleich grok;

2P (I)
= C,, = 0,.
ox 3 1/ e

Der Schwerpunkt eines Wirbelsystems, das sich in der
Fliissigkeit befindet, schreitet nach (7) mit der gleichen Ge-
schwindiglkeit

dx, dy,

dt = gy T %

in der Stromung fort. Die Geschwindigkeit der einzelnen Wirbel
des Systems wird nach (5)

da; " ;= by

o (/‘l —_— : (,: = 3
dt (¢t a,,) —+ (b — by)
d 4 — dy

g 7 >“L i (i — @) + (b — iyt

Die Relativhewegung des ganzen Wirbelsystems
wird also durch die Stromung nicht geiindert: das
System schreitet als Ganzes mit der Geschwindigkeit
der Stromung gleichmiiiig fort. Auch dieser Satz LiBt
sich durch Beobachtungen stiitzen. Man kann oft in fliefen-
dem Wasser Systeme von 2 (oder mehreren) Wirbeln sehen,
die lingere Zeit gerade so umeinander rotieren, wie sie es
der Theorie ') nach in stehendem Wasser tun miiliten, withrend

Y Vgl Lamb, Lehrbueh der Hydrodynamik, 8.0 263: Kirchhoff,
Mechanik, N, 260.
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gleichzeitig das ganze System ohne nennenswerte Formiinde-
rung mit der Stromung geradlinig fortschreitet.

Man kann fragen, ob es noch andere Stromungen gibt,
in denen der Schwerpunkt eines Wirbelsystems auf einer Strom-
linie mit der durch das Geschwindigkeitspotential bestimmten
Geschwindigkeit fortschreitet. Dann muf nach (7)

de, 1 2 .[a«p [aqr
L=y 3 &x Y=y

I

1
1

dt o= ox
Y y=t; =0

dy, 1 7;,/(4[9 @ 5
(zf o Z’ o L=y a_]/ r=.ry

2y

|

NV 1
E' i y=b; Y=o
1
. : R oD . . . .
sein, also muk sowohl S als 5y Cne lineare Funktion in »
Y

und y, folglich @ vom 2. Grad sein. AuBerdem wmuly @ der

Potentialgleichung

22b P 0
axr? dy* o

geniigen. So ergibt sich
D= — y* 4 2c,xy + 2¢,2 + 2¢,y

(bis auf eine additive und eine multiplikative Konstante). Die
zugehdrige Stromfunktion ist

V=, — 2%+ 2xy — 2c,x + 2¢,y.

Dann i1st
3d ,
= 2@+ ey + o)
2D .
3y = 2(c,, & — ¥ + ¢,).

Die Geschwindigkeit des Schwerpnnkts wird nach (7)
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dx | L :
dt DRI L A NS
1
3 n
RN y 1
= il aetts 4= ey puiby &g ]
» 1
Ll y
1
dux,

&b
22"”0‘*‘201:‘.’/0‘{'201: .
L=.ry

dt dx

¥=4

Ebenso wird

(13/0:20 2, — 24 +‘_’c_)=[a—(I—)J .
dt il e : 3Y Jr=rp
Y=o

Die Stromung selbst ist wohlbekannt!); die Fliissigkeit
bewegt sich auf gleichseitigen Hyperbeln, mit gemeinsamen
Asymptoten ; die Potentialkurven sind ebenfalls gleichseitige
Hyperbeln, die aus den Stromlinien durch Drehung um 45°
erhalten werden. Die Stromung kann als Fliissigkeitshewegung
im Raum eines rechten Winkels betrachtet werden. Der Schwer-
punkt eines Wirbelsystems in dieser Stromung beschreibt also
eine gleichseitige Hyperbel; dabei werden siimtliche Stromlinien.
auch die Asymptoten, deformiert. Die Randwertanfgabe der
Bewegung eines Wirbelsystems im Raum eines rechten Winkels
ist also damit nicht gelist?).

Von den Differentialgleichungen der Wirbelbahnen (5)
liitt sich stets ein Integral finden, das mit einem der von
Kirchhoft angegebenen Integrale verwandt ist, wenn die iiher-
lagerte Potentialstromung stationiir ist.

1) Lamb, Hydrodynamik, S. 8¢6.

?) Die Bewegung eines Wirbels in einem Rechten-Winkelraum
unter der Voraussetzung, dal die Iliissickeit sonst in Ruhe ist, ist
iibrigens bekannt. Lawb, S. 266 u. 267. Demnach bietet es auch keine
Schwierigkeiten, wenigstens die Ditferentinlgleichungen fiir die Bewegune
eines Wirbels aufzustellen, der sich in einer Hyperbelstromung inner-
halb eines rechten Winkels belindet.
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Setzt man

M. Lagally

= )./' [V Joz=a, ~L1 w; Y

y=b; 1
so 1st
a W '1’ P
=l = 1t; = — 1
ety dut; Ok Ji=u; QY Je=u,
y=bh; y=b;
a0 Y, v 20
= M 5 = U = I B
abi 3/),’ a// w=ag ox L=t
y=b; y=b;
Setzt man ferner
i n -
P = — iy lg Ve, — ) - (b — b)?
1 1
so 1st
3P L t; —
= — ;Y k N R
du; ‘ L “(ai— @+ (b — by
81) N ])1 - ])/\
= i M
20, i 2‘ ] (((, — a)? }- (bi — by)?

Dann gehen die Gleichungen (5) iiber in

da; 3¢ 3P

Mgy T 2b; ' ob;
(Z/),' SQ 81’

Uy = — - .

“di da, du;

Daraus folgt

2L+ ),

day

also auch
n"a(P_l_
2 Qu;

1

Dieser Ausdruck

a(l) —i' (())

la;, 4+ al, db; = 0,

) N 3(1) ))
da; +L 30, db; = 0.

st ein vollstiindiges Differential; also st
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8) P+ @ = const. oder
St [ oy — 3 0k gt g V(@ — i - (b — b)? = const.
1 y=b; 1 1

ein Integral der Differentialgleichungen der Wirbel-
bahnen.

Es muf noch bemerkt werden, daf ein System von
Wirbelpunkten, das in einem Moment symmetrisch
1st, immer symmetrisch bleibt, weil die symmetrische
Lage auch symmetrische Geschwindigkeiten zur Folge hat.
Hieran #ndert sich auch nichts, wenn dem Wirbelsystem eine
weltere wirbelfrele Stromung mit gleicher Symmetrieachse iiber-
lagert ist.

Die Gleichung (8) wenden wir auf die Bewegung eines
Wirbelpaares an, das sich in einer zur X Achse symmetrischen
stationiiren Stromung bewegt. s sei

a, =a,=a; b=—0b,=10
a kN4 Y rd
[ a.//VJ,rzvt - ‘ 'c)y J.E:/L ' { ox J.r:rz—- - ‘:—é»v.J,c;q
y=—b y=b y=b y=-—b

Also 1st bis auf eine willkiirliche additive KNonstante

[W]ima = — [¥]s=a
y=>b y=—1b
oder einfacher
Y b) = —Va,—10h.
Setzt man
=1 =1

so wird aus (8)

Via, b)) — Wa, ) 4 lg 20 = const.
oder

9) 2% (a,b) 4 1g b = const.

Das ist die Gleichung der Wirbelbahn in der positiven
Halbebene 1n  endlicher Form. Damit ist die Bahn eines
einzelnen Wirbels gefunden, der sich in einer be-
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liebigen durch eine feste Wand begrenuzten stationiiren
Stromung bewegt. Die Untersuchung des zeitlichen Verlanfs
erfordert eine Elimination und eine Quadratur.

Kis seien weiter in einer symmetrischen Strémung mit dem

komplexen Potential
W= ¢4 iV

zwel symmetrische Wirbel mit den komplexen Potentialen
=iy, ound o, = g, iy,

an den Stellen «, 6 und «, — & vorhanden.

Dann ist

la f[)J la ‘I)l [3 WJ o
AL =y X Jp=c ! QU Je=nr 21 |ema
y=b y=-—b y=h y=—10
.a(/“:!-J — 29, 9’/3‘ . [3¢4,
ox L= o Jo=a ' 9!/ J.l‘:u 9'/ r=u
y=b y=—"h y=h y=-1

Der untere Wirbel bewegt sich im Stromuungsleld des
Potentials und des oberen Wirbels; also ist

3(([)—{—(/'1) _(U; _ la((/'—f—q])i
. —a b' dt 2y [r—
y=- ==

da

dt

Nun 1st aber

d(W-w) (W w) H(P+q,) {,9('[’—}— )
S — i A

!

d: ox ox da
_3(f]’+’/,)_i9(‘f’+’/,)
o ay
Also
AW 4wy _da db
10 ! de lema  de T lat

y=-h
Diese Gleichung gibt die Geschwindigkeitskompo-
nenten des Wirbels selbst, dessen Potential auf der
linken Seite differentiiert wird: sie gilt auf Riemannschen
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Fliichen geradeso wie in der einfachen Ebene. Ihre Anwen-
dung vereinfacht die Aufstellung der Differentialgleichungen
der Wirbelbahnen wesentlich.

Verhaiten der Wirbelbahnen bei der konformen Abbildung.

Aus jedem System von Wirbelpunkten samt der zuge-
horigen Stromung geht durch jede beliebige konforme Ab-
bildung ein neues hervor; ob jedoch aus den Wirbelbahnen
des alten Systems auch die Wirbelbahnen des Bildes hervor-
gehen, bedarf der Untersuchung.

Die Bahn eines Wirbels hat in jedem Punkt die Richtung
der Stromlinie derjenigen Fliissigkeitsstromung, die durch Weg-
lassung dieses Wirbels entsteht. Die Bedingung dafiir, daf
aus einem Linienelement einer Wirbelbahn bei der Abbildung
wieder ein Linienelement der Bahn des Bildwirbels hervorgeht,
ist die, daf die Stromung, die in der Bildebene durch Weg-
lassung eines Wirbels entsteht, durch konforme Abbildung
aus der Stromung entsteht, die man durch Weglassnng des
entsprechenden Wirbels in der gegebenen Stromung erhiilt.
Hiezu 1st vor allem notwendig, dafy die Abbildung ein-ein-
deutig 1st, gleichgiiltig ob als Beziehung zwischen einfachen
Ebenen oder Riemannschen Flichen. Ferner diirfen durch die
Abbildung keine neuen Singularitiiten hereingebracht werden;
da insbesondere im Feld eines Wirbels der unendlich ferne
Punkt die Eigenschaften eines Wirbelpunktes hat, um den die
Stromung zirkuliert, darf ithm bei der Abbildung kein im End-
lichen gelegener Punkt entsprechen.

Aus diesem Grund ist z. B. die Inversion ¢ = auszu-

[T -

schliefzen.  Aus einem Wirbel mit dem komplexen Potential
w= —iulg(z— ¢

geht durch Inversion ein Wirbelpaar

1 1 v )
e o Toe _— e
= —iulg ( Sd Lot irlg — = —inllg(y -0 —lgl—lgy]

< / /-
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hervor, das aus einem festen Wirbel an der Stelle { = 0 und
einem beweglichen Wirbel an der Stelle { =y besteht. iwlgy
tritt als additive I onstante zu dem Potential und ist ohne
Einfluf auf die entstehende Stromung.

Ein Wirbelpaar geht durch Inversion wieder in ein Wirbel-
paar iber; die Singularitit im Punkt =0 verschwindet
iedoch nur deshalb, weil dort zwei gleich starke Wirbel von
entgegengesetztem Umlaufssinn auftreten.  Lilit man in der
gegebenen Ebene den einen Wirbel weg, um seine Bahnrich-
tung im Feld des anderen zu bekommen, so verschwindet in
der Bildebene aufier dem Bildwirbel auch der eine der Wirbel
im Nullpunkt; infolgedessen tritt der andere Wirbel im Null-
punkt wieder auf und beeinflufit die Strémung.

Aus einem Element der Bahnkurve eines Wirbels
geht also dann ein Klement der Bahnkurve in der
Bildebene hervor, wenn die Abbildung ein-eindeu-
tig und singularititenfrel ist und wenu der unendlich
ferne Punkt bei der Abbildung in Ruhe bleibt.

Daraus folgt indessen noch nicht notwendig, dafi
die ganzen Bahnkurven bei der Abbildung einander
entsprechen,

In der gegebenen Ebene ist die Geschwindigkeit eines
Wirbelpunktes:

ds _ 2¢
dt — an’

: .. Q' - .
wo s das Linicnelement der Bahnkurve, af den Differential-
2

quotient des Potentials ¢, welches aus dem Gesamtpotential
der Stromung durch Weglassung des Potentials des betrachteten
Wirbels entsteht, in Richtung der Normalen der Potential-
flichen, also der Bahnkurve bedeutet. Diese Gleichung bleibt
bei der konformen Abbildung nicht erhalten. Denn ds iindert

sich um einen Faktor, den Malistab der Abbildung Zgl, un

: . . . . g’ .
den reziproken Wert dieses Iaktors iindert sich . Wenmn
n
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(L .
also ;i. nicht etwa den Wert 1 hat, geht die Bahn-

geschwindigkeit eines Wirbels nicht in die Bahngeschwindig-
keit des Bildwirbels tiber.

Wenn also ein Wirbel der gegebenen Ebene in einer
unendlich kleinen Zeit ein Linienelement seiner Bahn durch-
liuft, so wird der Bildwirbel In elner anderen unendlich
kleinen Zeit das Bild dieses Linienelementes durchlaufen. Be-
trachtet man die gleichzeitigen unendlich kleinen Ortsiinderungen
siimtlicher Wirbel des gegebenen Systems, so wird das System
der Bildwirbel nur dann gleichzeitig in die Bildpunkte der
gegebenen Wirbel einriicken kénnen, wenn der Faktor, um
den sich die Geschwindigkeit der Wirbel in ihrer Bahn bei
der Abbildung iindert, fiir simtliche Wirbel den gleichen Wert
hat. Hs muf also der Mafstab der Abbildung an simtlichen
Punkten, an denen sich die Wirbel des Systems gleichzeitig
befinden, immer denselben Wert haben. Diese Bedingung wird
nur in besonderen Féllen erfiillt sein; z. B. in folgendem:

Es seien nur 2 gleichstarke Wirbel von entgegengesetzter
Drehrichtung vorhanden, die sich in einer zur Mittelsenkrechten
der beiden Wirbelpunlkte, etwa der X Achse, symmetrischen
Stromung  befinden. Bildet man die Stromung mittels einer
Funktion, die zur selben Geraden symmetrisch ist, ab, so hat

auch Zi an symmetrisch gelegenen Punkten denselben Wert.
Wenn also eine symmetrische Stromung mit zwel
Wirbeln durch konforme Abbildung in eine neue sym-
metrische Stromung iihergefithrt wird, und wenn die
fritheren Voraussetzungen erfillt sind, so geht die
Wirbelbahn eines jeden der gegebenen Wirbel durch
die konforme Abbildung in die des Bildwirbels tiber;
jedoch befindet sich ein Wirbel der gegebenen Stro-
mung und sein Bild zu entsprechenden Zeiten nicht
in entsprechenden Punkten.

Zur Bestimmung des zeitlichen Verlaufs der Bewegung
sind dann nach (5) Eliminationen und eine Quadratur notig.

Sitzungsh, d. math.-phys, K1 Jahrg. 1914, 97



394 M. Tagally

Bewegung eines Wirbels in einem von 2 Parallelen
begrenzten Kanal.

Wenn sich ein Wirbel in einer von einer Geraden be-
grenzten Halbebene befindet, kann man die Normalkompo-
nente der Stromung an der Geraden dadurch zum Versehwinden
bringen, dal man einen zweiten Wirbel in der anderen Halb-
ebene hinzufiigt, der nach Lage und Umlaufssinn das Spiegel-
bild des gegebenen Wirbels ist. So entsteht im einfachsten
Fall das Wirbelpaar. Beide Wirbel bewegen sich mit kon-
stanter Geschwindigkeit parallel der Geraden fort, nimlich
mit der Geschwindigkeit, die die von jedem Wirbel hervor-
gerufene Stromung am Orte des anderen Wirbels hat.

Befindet sich ein Wirbel in ecinem von zwei Par-
allelen begrenzten Kanal, so geniigt es nicht, den Wirbel
an beiden Seiten zu spiegeln; denn jedes dieser Spiegelbilder
macht zwar die Normalkomponente der Strémung auf der einen
Seite zu Null, hat aber ein Uberstromen der anderen Seite zur
Folge. Vollstindig auf das Innere des Kanals heschriinkt wird
die Strémung erst, wenn man die unendlich vielen Spiegel-
bilder hinzunimmt, die durch fortwiihrendes Widerspiegeln an
beiden Seiten des Kanals entstehen.

¢ | . ale )] 5| B

Fig. 1.

Ist = die Breite des Kanals und sind a,b die Koordinaten
des Wirbels, so sind a - 2ka, 6 die Koordinaten der Spiegel-
bilder von gleichem, 2kz — a,b die der Spiegelbilder von ent-
gegengesetztem Umlaufssinn.
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Das Geschwindigkeitspotential wird

) — et T8 y—>b
p = I“'_L,,, {mct{j 7 — 2k + a) — arctg (‘)/Ln —a)}

Ordnet man die Wirbel nach der Entfernung von dem
Aufpunkt z,y an, so nehmen die Reihenglieder fortwihrend ab
(natiirlich ist immer der kleinste Wert des arctg zu nehmen):
zugleich haben die Glieder abwechselnde Vorzeichen; die Reihe
ist also sicher konvergent.

Die Geschwindigkeitskomponenten sind

3([=Zt:—uik( y—b ‘ y-b o 1
o TE(@-Chat @)+ y-bf (@ (2ha-a)P+(y~b)
o z-(2ak+a) -2k 7—(1) i
Yy =v=n 2—/ {(7‘ ()L’I-Hl))?—r—(j Z))2 (2— 2k a))2 (y 1) J

Uber die Konvergenz dieser Reihen gilt dasselbe wie oben.

An der Stelle z = a, y = b bringt der dort selbst be-
findliche Wirbel keine Geschwindigkeitskomponente hervor; es
wird also

da 2 L
dt 3»13].u:/,—— 0
y=>b
dl L 1 1
dt l_ayJ.,:i g >—" {om T 24— mJ
y=b
o w |l *= 1 1
T 2z a+_L_l"‘ a 7.+]g
7T v

. . odb o .
Die rechte Seite von ' ist eine einfach periodische Funk-

dt
tion, die an allen Stellen @ = Lz, wo & eine beliebige ganze
positive oder negative Zahl einschlieflich Null ist, einen ein-
fachen Pol hat; und zwar ist

db u

v = = — ' cotgal).
dt 2 7® )
1) Vgl. z. B. Burkhardt, Einfiihrung in die Theorie der analytischen
Funktionen einer komplexen Veriinderlichen, S. 144 u. f.

-k
27%
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Der Wirbel bewegt sich parallel den Winden des
Kanals; Groe und Richtung seiner Geschwindigkeit
hingt von seiner Entfernung von den beiden Wiinden
ab. In der Mitte des Kanals ist die Geschwindigkeit Null;
sie wiichst immer rascher, je nither der
Wirbel einer der beiden Wiinde liegt; die
Richtung, in der der Wirbel fortschreitet,
ist dieselbe, i der sich die Fliissigkeit
zwischen dem Wirbelpunkt und der niher
1o, T A 1 gelegenen Wand bewegt.

l.?/ Wenn man den Kanal mit einem neben

ihim  liegenden Spiegelbild zusammenfaflt
und die trennende Wand entfernt, so ent-
steht ein Kanal von doppelter Breite 2z,
in dem sich ein zur Mittellinie sym-
metrisches Wirbelpaar befindet. Sind
die Wirbel von den Wiinden um ein Viertel
der Kanalbreite entfernt, so bleihen sie in
Ruhe; es herrscht ein {ibrigens sehr unsta-

Fig. 2.
Schaulinie der Ge-
schwindigkeits-
verteilung in einem . ) . ..

Kanal, biles Gleichgewicht; riicken sie sich nither,

so bewegen sie sich iu derselben Richtung

wie ein Wirbelpaar im {reien Raum mit um so grotierer Ge-

schwindigkeit, je kleiner ithre Entfernung ist; riicken sie den

Wiinden n#her, so kehrt sich die Fortschreitungsrichtung um,

der Einflu der benachbarten Wand {iberwiegt den Einflufi des
anderen Wirbels.

Der ganzen Bewegung kann man noch eine geradlinige
fortschreitende Bewegung von gleichmiliiger Geschwindigkeit
im ganzen Kanal iiberlagern, ohne dali dadurch die Relativ-
bewegung des Wirbelsystems gestort wird.

In ganz #bnlicher Weise lifit sich die Bewegung eines
Wirbels im Innern eines Rechtecks untersuchen. Die Ge-
schwindigkeitskomponenten sind durch elliptische Funktionen
ausdriickbar, die in der Partialbruchentwicklung auftreten.
Auch die Bahnkurve selbst ist in sehr einfacher Weise durch
elliptische Funktionen darzustellen.
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Fille von Wirbelbewegung in der zweiblitterigen Riemannschen
Flache mit einem im Endlichen liegenden Verzweigungspunkt.

a) Bin Wirbel in ruhender Fliissigkeit.
Aus einem Wirbel mit dem komplexen DPotential
w= —inlglz—rc)

geht durch konforme Abbildung mittels der Gleichung

s = l/ L, t= l/;,’

wo [=£&54 iy, y=ua4 i/ ist, ein neuer Wirbel mit dem
komplexen Potential

11) w= —inlg(I/C—V7)

hervor. Diese Gleichung (11) definiert eine Stromung, die in
der zweiblitterigen Riemannschen Fliche mit den Verzwei-
gungspunkten £ =0 und { =00, in der /¢ eine eindeutige
Funktion des Ortes wird, ebenfalls eindeutig ist; die Funk-
tion « hat 2 wesentlich singuliire Stellen, um die herum die
Stromung zyklisch wird, nidmlich die Stelle { = w0, die in den
w fernen Verzweigungspunkt fillt, und die Stelle ¢ = y, die
jedoch nur in dem einen Blatt singuliir ist, in dem 177 dem
eindentic definierten Wert 7y gleich wird.

Zunichst sind die gestaltlichen Verhiiltnisse dieses fiir
die Riemannsche Yliche der Quadratwurzel charakteristischen
Wirbels zu untersuchen (Fig. 3a S. 398 und Fig. 3b S. 399).
Das Potential der Bewegung ist der reelle, die Stromfunktion
der imaginiire Teil der Funktion w. Wir haben also

1Y w=q +iv=—iwlg(Vi4in—Va+ip

in den reellen und imagindven Teil zu zerlegen.
Setzt man in Polarkoordinaten

o= el f= ) 0lo

19) : re ¢ N

— i = S
- = U yo= 0,00,

so wird die Abbildungsformel
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Fig. 3a. Feld eines Wirbels (oberes Blatt).

i
. 1 1
rett = g2e ?,

also 13)
oy )
r=g g=,.
Die Kreise der 2Ebene um den Anfangspunkt gehen in
Kreise der Riemannschen Fliche iither, die den Anfangspunkt
zweimal umlaufen, wihrend die Radien durch den Anfangs-
punkt der Ebene in ebensolche durch den Anfangspunkt der
Fliche mit doppeltem Polarwinkel iibergehen. Wiihrend ¢ von
0 bis 27 wichst, wiichst ¢ von 0 his 47; alle Winkel, die
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Fig. 3b. Feld eines Wirbels (unteres Blatt).

den Anfangspunkt zum Scheitel haben, werden verdoppelt: aus
einer (Geraden durch den Anfangspunkt der Ebene gehen zwel
Halbgerade der Fliche hervor, die in beiden Blittern iiber-

einanderliegen.
Nun ergibt sich unter Einfiihrung der Polarkoordinaten
i Lo
. . by .,
w=@tip=—inlgioie? -ple ?
0l e g Do [ + . D
_— o 2 J — 02 , 2 — ==
tulgitvo 0052 0; cos B +ilo sm__) 0Zsm B
14) Lo .y
0*sln , —0J s
. 1l YN D9\ . ; 2 = 2
= — 3 s AP 2 = . . - . .
it 9 gloto, Zp*o;cos B +rarctg ; 9 ‘ 7.
07 COs , —0sCOs
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Demnach ist die Gleichung der Potentialkurven unter Ein-
fithrung eines neuen Koordinatensystems, dessen & Achse durch

3]
den Punkt o/, d, geht:
) B 'l?‘
0? sin
F ‘ b= tg "
— - = /. = cons g .
. 0 y ® .
0¥ c0s 5 — 0]
Daraus:
[ L 0 ,
o*sing —Ao*cos, = lo;
€ (] [}
i ) ) i
n2 — 9 o . ;2 2 . 2
0 sIn o 240 s 0052 ~- 4%0 cos g = 220,
1 —cos ) . o 1 4 cos i) ,
0 ——Zlosind 4+ A% - = /2p,.
2 2
In rechtwinkligen Koordinaten:
r 241 21
SGEeas A 9D
| A e 2 —f—., b yh = £%p,.

Quadriert man, so sieht man, dafi die Potentialknrven
durch das System von Parabeln

o o (2-1\° .,
f“/.“—%-/.(/."—l)f)/%—;/“( 5 ) -A2(A2=1)0,5+242 g, ~ A%l = 0.

die durch den Punkt p,, ¢, hindurchgehen, gebildet werden.
FEine einfache Umformung ergibt

(225—}—(22——1)77 ‘-’_4 Mo, ((Q2—1)s—1y 4 2o, \? _ 0
24+1 2241 241 P41

oder mit verinderter Bezeichnung

R Lt

Diese Gleichung zeigt, dali der Anfangspunkt der
Brennpunlkt simtlicher Parabeln ist; ihre Brennweite ist

2
Ao,

7':/:‘-'+1'
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Vertauscht man 4 mit —7Z und »' mit —%’, so bleibt die
Gleichung der Potentialkurven erfiillt; das Parabelsystem ist
zur &' Achse, die durch den Wirbelpunkt hindurchgeht, sym-
metrisch.

Die Gleichung der Stromlinien wird, auf dasselbe Koordi-

natensystem bezogen :
9 2y
3
0+ 0,— 20%0icos = = const = ¢ /.

2

Durch Quadrieren erhiilt man
4 g , 2 of, 2
004 c0s® = (v —0,)' —2(v — g5)0 + 0%

Kine Umrechnung in rechtwinklige Koordinaten gibt
[£ 4 ot — 280, + (r— g, = 42(E 4 ).

Die Stromlinien sind Kurven 4. Ordnung mit
3 Doppelpunkten, die zur &§ Achse symmetrisch sind,
also Pascalsche Schneckenlinien. 2 Doppelpunkte sind die o
fernen Kreispunkte, der dritte liegt auf der & Achse an der
Stelle & = o, -—»; y = 0; seine Tangenten konnen reell oder
imaginir sein.

Es mag noch bemerkt werden, dafi die Gleichungen der
Potential- und Stromlinien in der Riemannschen Fliche auch
durch Transformation der entsprechenden Gleichungen in der
Ebene zu erhalten wiren?).

h) BEin Wirbelpaar in ruhender Fliissigkeit.

Ein Wirbelpaar in der Ebene, gebildet durch 2 Wirbel
von den Stiirken 1« und — ¢, die sich an 2 Punkten ¢ = a + ib
und ¢ = @ — ib befinden, die spiegelbildlich zur X Achse liegen,
bestimmt eine Strémung, deren Potentialkurven ein Kreishiischel
durch die Wirbelpunkte, deren Stromlinien ein Kreisbiischel

1} Vgl Holzmiiller, Einfiilhrung in die Theorie der isogonalen Ver-
wandtschaften, § 55, S, 122 u. f. Ein Teil des oberen Blattes ist ge-
zeichnet, Fig. 34,
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um die Wirbelpunkte als Nullkreise bilden. Jeder Wirbel be-
wegt sich unter dem Einfluf des anderen parallel zur X Achse
mit konstanter Geschwindigkeit; die X Achse ist Stromlinie und
kann als feste Grenze der Stromung aufgefafit werden. Man
erhiilt dann die Bewegung eines Wirbels lings einer Wand.

Bei der Abbildung geht, wie schon erwiihnt, die ganze
X Achse 1 die positive = Achse iiber; die beiden Wirbelpunkte
v =a-+iff, y = a—-if liegen zu ihr spiegelbildlich. Nimmt
man die + T Achse als Ubergangslinie, so liegen die heiden
Wirbel in verschiedenen Blittern. Die Ubergangslinie ist
Stromlinie, die auf beiden Seiten nach verschiedenen Richtungen
durchstromt wird; sie kann als natiirliche Begrenzung
der Bewegung dienen. Schneidet man die Riemannsche
Fliche lings der Ubergangslinie auf, so erhiilt man zwei
Ebenen, deren jede liings der positiven = Achse aufgeschnitten
ist. In jeder Ebene befindet sich ein Wirbel, in bewegter
Flissigkeit, welche die positive = Achse nicht tberschreitet;
der Wirbel selbst bewegt sich unter dem Kinfluls des zweiten
Wirbels, der im anderen Blatt liegt.

Die Wirbelbahn im oberen Blatt der zerschnittenen Rie-
mannschen Fliche geht aus der geradlinigen Wirbelbahn in der
positiven Halbebene durch konforme Abbildung hervor, weil
sich bei der Abbildung der Ebene auf die Riemannschen Fliche
die unendlich fernen Punkte entsprechen und neue Singu-
larititen durch die Abbildungsfunktion nicht hereingebracht
werden, auBierdem die Bedingung der Symmetrie vor und nach
der Abbildung erfillt ist.

Ein Wirbelpaar in der Iibene besitzt das Lkomplexe
Potential

w=qgtiy=—iulg|(@—)+ily—b)|+inlg[(z—a)+i(y+D)]
. 1 G(:cg—a)‘-’—{—(y—b)‘-’ — 20(z—a)

TR [2 8 oy o T8

Die Potentialkurven sind die Kreise des Biischels

2?4yt 2ax A af — 02 - 200(0 — ) = 0,
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wo A der Parameter ist; oder in Polarkoordinaten
12— 2(a + Ab)rcos p 4+ (a® — b2 + 22ab) = 0.
Die Stromlinien sind die Kreise des orthogonalen Biischels
224y —2ax + a® + 62— 2vby = 0
mit dem Parameter »; in Polarkoordinaten
r®—2arcos p — 2vbrsinp +a® 4 02 = 0.

Die Abbildung in die Riemannsche Fliche ergibt als
Gleichung der Potentialkurven?):

0 — 2(a + ib)o! cosg + (0® — b + 2ab) = 0.

Will man diese Kurven in ihrer Lagebeziehung zu den
Wirbelpunkten, durch die sie hindurchgehen miissen, unter-
suchen, so ist auch auf die Grifien @ und & die Transformation
anzuwenden; handelt es sich nur um die Art der Kurven, so
kann man die Bezeichnung vereinfachen:

. ¥
Q—2Agﬂcos;—+]5= 0.

1) Bei Holzmiiller, 1. c., ist dieses Kurvensystem nur erwiithnt, ein
Spezialfall (Symmetrie zur = Achse) teilweise gezeichnet, Fig. 35.
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Zweimaliges Quadrieren und Einfithren von Kartesischen
Koordinaten gibt

(4?2408 B = AL — B ).

Die einzelnen Kurven sind von derselben Art wie
die Stromlinien eines Wirbels in der zweiblitterigen
Fliiche; sie haben aufier in den Kreispunkten einen Doppel-
punkt auf der negativen Z Achse und schneiden die positive
I Achse, die Ubergangslinie, in zwei Punkten senkrecht (Fig. 4).

Die Gleichung der Stromlinien in der Riemannschen
Fliche ist

& 1 t
0-—2A40° cos

o ot
5 AQ.IJ)I_)QSID; +C=0

in Kartesischen Koordinaten
(£ —2(A42 B E-4 A B+ C)? = 4(E492)(A2 L2 (?).
Diese Kurven 4. Ordnung besitzen die Symmetrieachse
(A2 —BHE + 24Dy = 0,

die fiir jede von ihnen eine andere lLage hat und aus dem
Durchmesser des Kreises in der Ebene entsteht, der durch den
Koordinatenanfang geht. Fiihrt man diese Symmetrieachse
als neue ='Achse ein uud kiirzt die Bezeichnung, so wird
die Gleichung der Stromlinien:

[87 42— 2A'E 4 C2F = 4 B'(£2 4 %),

Von den schon wiederholt aufgetretenen Kurven 4. Ord-
nung unterscheiden sich diese Stromlinien durch das Fehlen
des im Endhichen liegenden Doppelpunktes.

Es ist jetzt die Bewegung des Wirbels in der auf-
geschnittenen Ebene zu untersuchen. Die Wirbelbahn er-
hiilt man durch konforme Abbildung aus der Wirbelbahn in

der positiven Halbebene
y =10,
in Polkoordinaten
rsing =0,
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Die Abbildung gibt
S
o' sin, = b.
(Quadrieren und Kinfithren rechtwinkliger Koordinaten gibt
7t = 4E0 404

Die Bahnkurve ist also eine Parabel mit der Brenn-
weited?, deren Brennpunkt der Koordinatenanfang und
deren Achse die Ubergangslinie ist (Fig. 5).

Fig. 5.

Feld eines Wirbelpaares in der Fliiche (oberes Blatt}
und Wirbelbahn.
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Um die Differentialgleichungen der Bewegung des Wirbels
im oberen Blatt der aufgeschnittenen Riemannschen Fliche
aufzustellen, hat man auf das komplexe Potential dieses Wirbels

W = — i/lt lg (]/: - ]f;’)
die Gleichung (10) anzuwenden, die folgende Gestalt annimmt:

dw |
al Jiz

==

Dabei ist noch darauf zu achten, dafi das Spiegelbild
a, — des Punktes a,f im anderen Blatt der aufgeschnittenen
Fliche liegt.

Wenn also

. da (7/)
].t.)) [ {71‘

a + L[)) =y = QO(:i'7°
i1st, wird
Cif = — fd T =0 —ido
a—iff =y = 0,7 = g e

Daun gibt (15)
da+ dp o [ 1 J i 1

P - ;
- P Ve s 9, ) 7N
di 2] A A U N 2 “"za e
ore o;e  T—pre -

Auf der rechten Seite dieser Gleichung ist der reelle und
imagindre Teil zu trennen:

Do . . Y,
+ df’ + os-2r+zi1n2
400 .Y, ’
sin -
also 15%) . )
«a _ M U,
dt = 49, %% 0
ap _ n
dt — 4o,

Durch Division erhilt man

dﬁ = tg

dao 297

=]
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Fig. 6.

also halbiert die Tangente den Winkel des Fahrstrahls vom
Anfangspunkt nach dem Berithrpunkt mit einer Parallelen zur
Achse. Diese Figenschaft ist fiir die Parabel charakteristisch.
Wie schon durch konforme Abbildung gefunden, ist die Bahn-
kurve eine Parabel mit der positiven Z Achse als
Achse und dem Anfangspunkt als Brennpunkt.

Die Gleichung der Parabel ist, wenn p ihren Parameter
bedeutet,

Oy == »EO + Py
also ist ihr Parameter
P = 04— 0y cos ¥,

5 — in2 o
P = 29,sin 5

eine Gleichung, die wieder als Gleichung der Parabel aufzu-
fassen ist.
Die Geschwindigkeit der Bewegung ist nach (15)

=V )=

Nach der Figur 7 ist

1
: 0 Isal
0o8m - = 07,

-



408 M. Lagally

also

ds n

YT T o

Die vom Radiusvektor in der Zeit d¢ iiberstrichene I'liiche ist

dl"= i 07 ds = ’8( dt.

Es gilt also der Flichensatz. Die Bewegung vollzieht
sich unter dem HKinfluf einer fingierten Zentralkraft,
die dem Quadrat der KEntfernung vom Brennpunkt 0
umgekehrt proportional ist. Durch Vergleich mit dem
parabolischen Fall der Planetenbewegung ergibt sich, dals sich
der Wirbel wie ein Massenpunkt bewegt, der im Unendlichen
die Geschwindigkeit Null hat und von emer zweiten Masse
im Verzweigungspunkt angezogen wird, die dem Quadrat der
Stirke des bewegten Wirbels proportional ist.

¢) Ein Wirbelpaar in stromender Fliissigkeit.

Man kann nun versuchen, das durch die Gleichungen (8)
hzw. (9) gegebene Integral der Bewegungsgleichungen eines
Wirbelsystems in der Ebene so abzuiindern, dafi es fiir Wirbel-
systeme unserer Riemannschen Fliche gilt. Die Funkfionen ¥/¢
und ¢ bleiben unverindert bis auf die Bezeichnung und miissen
Stromfunktionen darstellen, die in der Riemannschen Fliche
eindeutig sind. An Stelle der Stromfunktionen in I” haben
Stromfunktionen von Wirbeln in der Riemannschen Fliche zu
treten, die der Gleichung (14) entnommen werden kinnen.
Dann wird aus (8):
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n n n « v
AR AE SR / — y o4 Uy — g
vt Eeir. — . : 2 2
i Jim o Y00k lg] 0iF 0 — 20707 cos 9
1 «/:/t’,v | 1 =
16) = const.

Sind nur zwei symmetrische Wirbel vorhanden, so ergibt
sich aus (9):

P(a, i) — WP(a, — ) 4 nlg 120, — 20, cos ¥, = const.

oder
- S,
2W(a, i) 4+ wlg |/ 40,sin 5 = const.
17) ) ) , . ,()n
2¥W(u, p) + 1lg 17 0y sin , = const.
Ist auBer den beiden symmetrischen Wirbeln keine tiber-
lagerte Potentialstromung vorhanden, so ist ¥ = 0, also

{

J,
200
0¢8I0 7 == const.

Das ist die Gleichung der Parabel, die als Wirbelbahn
bereits gefunden ist. Die Symmetrieachse wird von den beiden
Halbgeraden der positiven = Achse gebildet, die als Uber-
gangslinie angenommen sind, und als natiirliche Grenze der
Stromung dienen kinnen.

Es lassen sich nun aus (17) auch die Bahnen eines
Wirbels in beliebigen Stromungen angeben, die die
Ubergangslinie als Stromlinie und mithin als natiir-
liche Grenze besitzen.

Eine Stromung in der Ebene um eine feste Halbgerade
als Begrenzung wird von den konfokalen Parabeln gebildet,
die diese Halbgerade als Achse und ihren Endpunkt als Brenn-
punkt haben. Die Potentialkurven sind das Orthogonalsystem
von konfokalen Parabeln. Fiir unseren Zweck kommt alles
darauf an, diese Parabelstromung als Strémung in der zwei-
bldtterigen Fliche aufzufassen.

Kine Doppelquelle von der Stirke 1 im Anfangspunkt der
Ebene mit dem komplexen Potential

Sitzungshb. d. math.-phys. K1. Jabrg. 1914, 28
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1 1
w = - == —=
g x4y

geht durch die Abbildung = = V¢ in eine Doppelquelle iiber,
die in dem im KEndlichen gelegenen Verzweigungspunkt der
Riemannschen Fliche liegt. Dann wird

1
1 E‘—i— 2:7]"
(¢ +ip) (& +in) =1

Diese Gleichung zerfiillt in die zwei reellen Gleichungen

w= @4 iy =

also

(@ — & — 2y = 1
((/‘2 T ’/‘12‘)7/ -+ 2{/’ '/'E = 0.

Durch Elimination von  lzw. ¢ erhiilt man die Strom-
linten und Potentialkurven
E+yhe 9

2 2y -0
(> 'T"']) @? 4(/,4

I-2 2 - 123
e ey g (EEF DS
(" + N ) + I/,g 4)/'4

=N

Jedes dieser beiden Systeme hesteht aus iihnlichen und
dhnlich gelegenen Kurven, die zur = Achse symmetrisch sind;
sie gehen durch Spiegelung an der H Achse ineinander iiber.
Die Kurven sind Kardioiden; sie liegen in beiden Bliittern
kongruent iibereinander. Die Flissigkeit stromt vom Anfangs-
punkt im einen Blatt parallel der positiven = Achse aus, im
anderen Blatt in umgekebrter Richtung ebenfalls parallel der
positiven = Achse zuriick. Uber die Lage der Ubergangslinie
ist zuniichst nichts festgesetzt.

In der Figur 8 ist der Verlauf einiger Stromlinien ge-
zeichnet, Auch die positive = Achse ist Stromlinie in beiden
Bléattern. Nimmt man sie als natiirliche Grenze der Stromung,
so zerfillt die Stromung in zwei Stromungen, deren jede eine
aufgeschnittene Kbene erfiillt.  Im  oberen Blatt geht die
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Lig. 8.

Stromung tm 1. Quadranten vom Nullpunkt aus und im
4. Quadranten zuriick; im unteren Blatt ist nur die Richtung
der Bewegung umgekehrt. Die Potentialkurven gehen beim
Uberschreiten der positiven = Achse auf das andere Blatt iiber,
enden also, wenn man nur die Stromung in einem Blatt be-
trachtet, an der positiven = Achse, die sie senkrecht treffen.

Figur 9 gibt ein Bild der Stromung im oberen Blatt.

0Q*
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Nimmt man den Anfangspunkt als Zentrum einer In-
version, so erhilt man eine Strémung aus einer Doppel-
quelle, die im unendlich fernen Verzweigungspunkt einer zwei-
bliitterigen Riemannschen Fliche liegt. Der zweite Verzwei-
gungspunkt ist der Anfangspunkt; die positive = Achse wird
von der Stromung nicht iiberschritten, sie wird als Ubergangs-
linie und als natiirliche Grenze der Bewegung verwendet; die
Potentialkurven in der aufgeschnittenen Ebene enden an der
Ubergangslinie senkrecht.

Das komplexe Potential der Stromung ist

w=gfip=1Vi4iy=1¢.

Durch Trennung des reellen und imaginiiren Teiles ent-
stehen die zwei Gleichungen

i

(].z ] ,/,2 &
P
und durch Elimination von ¢ bzw. ¢
TR Y i 0
y?—dyrt 4yt = 0.

I

Die Stromlinien sind Parabeln, die die positive Z Achse
zur Achse haben; die Potentialkurven Halbparabeln mit
der negativen Z Achse als Achse. Das ganze System ist kon-
fokal und hat den Anfangspunkt als gemeinsamen Brennpunkt
(Fig. 10).

Aus dem komplexen Potential
=@ +ip =1/

erhilt man durch Einfithrung von Polarkoordinaten

4 ¢ 9
. L Ey . VN
W= @ 4 iy = oe = p: cosz—f~131112 ,

daraus folgt
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D [}

Fig. 10.

Dieser Ausdruck ist, mit der Quellenstiirke :x multipliziert,
an Stelle von ¥(a, ) in (17) einzusetzen:

v .Y, L Y
2x0; sin 5 + nlg (Q‘; sin '} = const.,

also 1st auch

2] kot ?‘0
18) 0:sin

P

= const.

Das ist dieselbe Parabel, auf der sich auch ein
Wirbel in sonst ruhender Stromung um die positive
Z Achse als unendlich langes Hindernis bewegt. Die
Geschwindigkeit des Wirbels in seiner Bahn setat sich aus
zwei Summanden zusammen, nimlich aus der Geschwindigkeit
des Wirbels in sonst ruhender Flissigkeit und aus der Ge-
schwindigkeit der Parabelstromung am Orte des Wirbels.

Der Wirbel bewegt sich also auf einer Stromlinie der
ungestorten Parabelstromung; von seiner Stirke und seiner
Umlaufsrichtung hiingt seine Relativgeschwindigkeit an jedem
Orte ab. lr kann sich mit der Stromung bewegen oder ihr
entgegenlaufen (Iig. 1l1a und 11h).
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Fille von Wirbelbewegung in der zweiblidtterigen Riemannschen
Fliche mit zwei im Endlichen liegenden Verzweigungspunkten.

a) Ein Wirbel in ruhender Flissigkeit.

Wenn man die Veriinderliche  auf einer zweiblitterigen
Riemannschen Fliche ausbreitet, deren Verzweigungspunkte an
den Stellen { = 21 liegen, so werden die beiden Funkfionen
. ]/ L+l
TV 1

B == 172 — 1 und
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Fig. 11h.

die durch die Gleichung

& = (< 1)"“2
als ,Irrationatitiiten derselben Klasse® gekennzeichnet sind,
eindeutige Funktionen des Ortes.

Die Funktion &, ergibt { nicht als einwertige Funktion
von z,, wire also fiir unsere Zwecke nur brauchbar, wenn
man auch die Werte von 2, in einer zweiblitterigen Fliche
ausbreiten wiirde. Die zweite Abbildung ist em-eindeutig.
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4 g

/ 0

-1 +1

Iy

Fig. 12.

Unsere Abhbildungstormel sei also

: P: 1 ) 22
. [/ ek aufgelost { = !

[—1 o1
Fithrt man in der Ebene Polarkoordinaten ein:
g o= retv,
in der Fliche 2 Systeme von Polarkoordinaten mit den Ver-
zweigungspunkten als Pole (I'ig. 12):

[—1=pei?
L4 1 = oetr,

19)

so ist die Abbildungsformel
19a) relr =

also

o\? pa—
9h r = Do = .
19h) ) (l‘)> N B

Von den 4 Grifien o, 0, ¢, & geniigen 2 zur Bestimmung
eines Punktes; die Grifien o und o indessen nicht eindeutig,
da sie nicht zwischen beiden Blittern unterscheiden lassen.
¢ und 7 liegen zwischen 0 und 4z oder zwischen — 2a und
+ 27 und indern sich um 2z heim Umlauf win den betreffen-
den Pol. Uber die Lage der Ubergangslinie wird zuniichst
lkeine Festsetzuug getroffen.
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Man kann die Abbildung

|

t—1
in 2 Schritte zerlegen:
4 == [/z—’; 2= Zi%

Die erste dieser beiden Abbildungen gibt die eben ausfithr-
lich behandelte Abbildung der Ebene in eine zweiblitterige
Fliche mit einem Verzweigungspunkt im Nullpunkt und einem
zweiten im unendlich fernen Punkt. Die zweite ist der Aus-
druck einer Kreisverwandtschaft in dieser Fliche, also von
Ahnlichkeitstransformationen abgesehen einer Inversion. Das
Zentrum der Inversion ist der Punkt { =1, wo das Bild des
unendlich fernen Verzweigungspunktes entsteht; der zweite
Verzweigungspunkt fillt nach { = — 1.

Bildet man einen Wirbel der Ebene ab, so ist zu be-
merken, daf der unendliche ferne Punkt der Ebene alle geo-
metrischen Eigenschaften eines Wirbelpunktes hat; die Strom-
linien umschliefien ihn simtlich, die Potentialkurven gehen
durch ihn hindurch. In unserer zweibldtterigen Fliche
gehen also alle Potentialkurven durch den Verzwei-
gungspunkt (= 1; alle Stromlinien umkreisen ihn
und zwar in 2 Umliufen. KEs entsteht dort ein fester
Wirbel, der gleichzeitig mit dem beweglichen Bild
des Wirbels der Ebene auftritt. Die gestaltlichen Ver-
hiltnisse der Strom- und Potentialkurven wiirde man am besten
m der Weise diskutieren, daf man die Strom- und Potential-
kurven eines Wirbels in der Fliche mit einem unendlich fernen
Verzweigungspunkt einer geeigneten Inversion unterwirft.

Aus dem komplexen Potential eines Wirbels der Ebene

w=qg 4 ip =—iulg(z—rc)
geht durch die Abbildung hervor (Fig. 13a oberes Blatt, b
unteres Blatt):
1/¢ [y +1
w=q 4 iy = —iu 19,('/-*_1 ] ’+I>

‘
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418

Fig. 131,
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w hat in der Fliche zwel singulidre Stellen, die den
Werten 0 und o des Logarithmand entsprechen, n#mlich
=9 und {=1. Die erste singulire Stelle liegt nur im
einen Blatt, im anderen ist die Stelle regulir; die zweite gibt
den schon erwithnten festen Wirbel mit doppeltem Umlauf im
einen Verzweigungspunkt. Der unendlich ferne Punkt ist
reguliir.

Formt man um:
wo= —iulg »I/C +1 V}: . l/_ : :_l V:/_—J;— 1 ;

Vi—-1Vy—1

so kann man den festen Wirbel ¢plg )V Z —1 und eine Kon-
stante abspalten und erhilt

20) w' = —iplg(Ve4+1Vy -1 Vi—-1Vy+1]

als Ausdruck fiir den elementaren Wirbel in der zwei-
blitterigen Fliche an der Stelle { = y des einen Blattes.
Die zweite singuliire Stelle von ' ist { = o,

b) Ein Wirbelpaar in ruhender Fliissigkeit.

Im folgenden kommen nur elementare Wirbel in Betracht.
Fiithrt man bipolare Koordinaten ein und unterscheidet die
Polarkoordinaten des Wirhelpunktes 3 durch den Index 0 von
denen eines Punktes ¢ der Stromung, so ist

. K A

21 o o ; 10.[ b8 4.0 B IE B
al) w = titlglote “gZe © —o*e “ale

Nun soll die Bewegung eines zur Z Achse sym-
metrischen Wirbelpaares untersucht werden. Das
Spiegelbild ' des Wirbels «' kann im selben Blatt liegen:
dann wird sich #' von «' nur durch das Vorzeichen von ¢,
und /, unterscheiden. Liegt das Spiegelbild im anderen Blatt,
so muly man vom ersten Spiegelbild aus einen Weg beschreiben,
der den einen Verzweigungspunkt umkreist; es wird also einer
der Winkel ¢, oder #, um 2x veriindert, oder das Vorzeichen

;o i o
eines der heiden Ausdriicke ¢ % und ¢ vertauscht.
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Um die Differentialgleichung der Bahn des ersten Wirbels
aufzustellen, hat man nach (10)

dq .(Zﬁ _du
dt Yt T Al ez,
n=—f

zu setzen. Nun ist

1y/r—1 1|/7+1
dar’ 2 E4-1 2V -1

S = e : N
& "VirTV, 1 VeVt

_ i ) 1/»5—71 Vy—1—=Vi411Vy +1
2V o1 Vi—1 VigiVy—1--Vi—1Vy+4i

Die Einfithrung bipolarer Koordinaten gibt

, g )
du’ i Voose 2 —1Voo,e *
dl - R RS2 S
2V ooe 2 Voo, * —l/r_mnc 2

Liegt das Spiegelbild im selben Blatt, so wird

Y
daw _ i 00 — 0,
(lg E=q - —i }0+”9 ( ’.‘10+0U i Jotro’
==t 2V 000 2 Vgogle * o2 )
gk
L (e L
.oy — 1,
40,0, sin 5
im anderen Fall wird
d e _ i 7 (0, + )
(Z: S=u r »ll)U*-”U ‘-_"'U+’l’() — ot
n== 21/ 060, 2 ] 0000 \C 2 + P 2 )
cfot
S 1 ! ")
— 1o, ae)e ¢
— I'IO

e 0
f0,0, cos 5
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Die Differentialgleichung der Bahnkurve wird im ersten Fall

da  df 1o —100) [ T Ug & i sin 00 +
dt dit e — Py 2 ‘ 2 0
40,0, s8I0 5
also
dp £ i
[), = fo 0 t— 0,
da 52

Die Tangente der Kurve halbiert also den Winkel der
beiden Fahrstrahlen. Die Wirbelbahn ist ein Ast einer
Hyperbel, die die beiden Verzweigungspunkte zu
Brennpunkten hat. Die Ubergangslinie, die als natiir-
liche Grenze der Stréomung dienen kann und lings
deren die Riemannsche Fliche in zwel Ebenen zer-
schnitten wird, verbindet die Verzweigungspunkte
geradlinig durchs Unendliche. Durch die zwischen
— 1 und +1 bleibende Liicke bewegt sich der Wirbel
hindurch (Fig. 14).

Im zweiten Fall ist

d ip . g Y ) y
= it — (20 o) ~|sin'® T eos T & )
dt dt g, — i, 2 2
40,0, cos e
also
dp — eote —+ 9,
da 2
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Die Tangente der Bahnkurve halbiert den Aufienwinkel
der Fahrstrahlen. Die Wirbelbahn ist eine Ellipse, die
die beiden Verzweigungspunkte zu Brennpunkten hat.
Natiirliche Grenze der Stromung ist die von — 1 nach
-+ 1 geradlinig verlaufende Ubergangslinie. Um dieses
Hindernis herum kreist der Wirbel (Fig. 15 und 16).

Fiir den zeitlichen Verlauf der Bewegung gilt ein dem
Flichensatz verwandtes Gesetz. Der Beweis sei nur fiir den
zweiten Fall erbracht. Die Grike der (eschwindigkeit ist
ds n(oy + 6,) i 1 1
(72‘ = — 'l()“ = 4 - Fg—‘ ’l()‘ + N _E'_~ 'l? )
0 0 0 0 0

5 20€08 =5

&,
4040, cos

Fie. 16,
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Iy

Fillt man von den Brennpunkten Lote I, 7| und F,7,

auf eine Tangente, so ist (Fig. 17)

. -9 " .
I T, = o4 cos 80‘2 e, F212 = 0, COS ‘o 5 0
also
ds a1 1
}Zt - 4 {}P‘r’/vl + F2 1,2}.

Nun ist £ ;-ds der Inhalt d., des von dem Fahr-

strahl I, P in der Zeit d¢ iberstrichenen Dreiecks; ebenso
Fd’gis = d.J,; also
1 ol 1 1
di — 8’[&@*’ (ZJ__,]'
Riickt der eine Bremnpunkt ins Unendliche, so wird die

. 1 : - :
Bahn eine Parabel: A verschwindet gegeniiber ar und aus

@ 2
der obigen Gleichung geht der Flichensatz

dJ, = { dt

hervor, dessen Giiltigkeit fiir diesen Fall schon bewiesen ist.
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¢) Bin Wirbelpaar in stromender Fliissigkeit.

Die konforme Abbildung hiitte in diesem Fall die Wirbel-
bahu unicht ergeben wegen des festen Wirbels an der Stelle
{ =1, der bei der Abbildung eines beweglichen Wirbels der
Ebene in die Fliche auftritt; dagegen kann man die Wirbel-
bahn erhalten, wenn man das fiir die Ebene aufgestellte Inte-
gral (8) bzw. (9) fir die zweiblitterige Fliche mit 2 Ver-
zweigungspunkten umformt. Diese Methode fiithrt tibrigens
weiter als die direkte Behandlung der Differentialgleichungen
der Bewegung.

Zuniichst wird die Stromfunktion eines Elementarwirbels
der zweiblitterigen Fliche an Stelle der Stromfunktion eines
Wirbels in der Ebene zn setzen sein. Nun ist nach (21)

. : e e 4+ 4) o 9 :
w=q'tiyp' = —iunlg {(l G0, COS’C—Z’ ' Voo, cos L ‘g*‘n)
g r " €+ l? — : 0-—}—-;
+L<V09051“ 2*041/9005111 5 “)J
Also
‘ 1 i 7 ‘8-}— l? +
y'=—ulg 1/ 60, cos 2— U, 00, cos — 5
P ‘i") i " 1()4?87 2
—+ <] 60, sin st rae 1/ 00, sin J 0
—&,) — ‘)4~ )
I/H:—*ld{o()o—*—(),o*')l/ooo(} COS(} t‘) z( [ J

Dann erhilt man an Stelle des Integrales (8)

22) Ll i Vi

f/"ﬁ’,

no ! Ei—¢ =
N Lk i e 1g [a, Okt 0i0K—2 V 0i 0Kk 0; 0y cosg ! k) )( ) A)J
11 =

LO»—A

= const.
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Ist nur ein Wirbelpaar vorhanden, so ist

0] =0y = 0, 0y =0, =0

( R 2

= — 0, =0

S —— - ¥ 2 == = — ¢ 2
£ £, e oder ¢ £, & e+ 2

Jje nach dem Blatt, in dem das Spiegelbild des ersten Wirbels liegt.
Also tritt an Stelle von (9)

‘ 2¥(a, ) »7—’;—L lg 200(1 — cos (¢ — 9)) == const.

oder | 2%¥(a, f) — ’3 lg 200(1 4 cos (¢ — ) = const.,

nach einer Umformung ergibt sich als Gleichung der Wirbel-
bahn

(]

[ 4¥(a, p) — 1 lg 60 sin® ¢ ig: g const,.

4¥(a, i) — nlg og cos? 8 2A " = const.

oder

In diesen Gleichungen sind 2 von den 4 GréBen o, o,
e, 1, etwa ¢ und J, durch die beiden anderen auszudriicken.
Aus der Figur 12 erhilt man
osind = osin ¢ -sin ¢
0cost) = oeose-—~2  -cose.

Durch Quadrieren und Addieren ergibt sich

0? = 0% — 4ocose+ 4,
also
02— 0¥+ 4

Cos £ =
40

Anderseits erhiilt man durch Addieren nach Multiplikation
mit sin ¢ und cose
ocos(e — )4 2cos e = o,
also ist
02+ 6 — 4
vos (£ — 9) — 2 —
cos (¢ — 1)) 200

Sitzungsb. d. math.-phys. KL Jahrg, 1914,
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folglich
> sin? & 94— (0 —o0)
2 =
2 200
g —10  — 4+ (o 0
2 cos? == - - s,
2 200

Die Gleichung der Wirbelbahn wird also

23) [ 4V (a, p) — ulg (4 — (0 — 0)*) = const.
oder ] 4V (a, ) — ulg(—4 4+ (0 4 0)*) = const.

Damit ist die Bahn eines Wirbelpaares in der zwei-
blitterigen Fliche gefunden, wenn sich die Fliissigkeit in be-
liebiger symmetrischer Stromung befindet. Auf die einfache
Ebene tibertragen, gibt die erste der Gleichungen (23)
die Bewegung eines Wirbels in einer beliebigen Stro-
mung, die durch eine Liicke in einer unendlich aus-
gedehnten Geraden fliefit; die zweite Gleichung gibt
die Bahn eines Wirbels in jeder Stréomung, die ein
geradliniges Hindernis von endlicher Linge um-
fliel3t.

Ist insbesondere keine Potentialstrémung vorhanden, so ist

24) 0 — o = const. oder o 4 o = const.

<

Die Wirbelbahn ist einer der schon bekannten Kegel-
schnitte, dessen Brennpunkte die Enden des Hindernisses sind.

Kine der bekanntesten Stromungen durch eine Liicke oder
um ein Hindernis ist die Strémung in konfokalen Kegel-
schnitten, deren Brennpunkte in die Enden des Hindernisses
fallen. Da fiir einen dieser Kegelschnitte o 4 o denselben
konstanten Wert hat wie fiir die Wirbelbahn in ruhender
Flissiglkeit, und also ¥(«, ) und die Stromfunktion des Wirbels
gleichzeitig konstant werden, folgt, daf sich auch in dieser
Stromung der Wirbel auf einem der konfokalen Kegel-
schnitte bewegt, obwohl er die ganze Strémung stirt
und ihr gegeniiber eine Relativgeschwindigkeit be-
sitzt.
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Auch fiir jede andere bekannte Stromung, die den Grenz-
bedingungen geniigt, z. B. fiir die Stromung einer aus dem
unendlichen kommenden Fliissigkeit um eine schiefgestellte
Platte, geben die Gleichungen (23) die Bahn eines sich in der
Stromung bewegenden Wirbels in geschlossener Form.

Wenn man zu den beiden Wirbeln in der Riemannschen
Fliache noch ihre Spiegelbilder zur H Achse hinzunimmt, so
erhiilt man in jedem Blatt ein Wirbelpaar. Lift man die
Ubergangslinie durch den unendlich fernen Punkt gehen, so
bewegt sich das Wirbelpaar durch eine liicke in einem unend-
lich langen Hindernis; ist die Verzweigungslinie die direkte
Verbindung der beiden Verzweigungspunkte, so bewegen sich
die beiden Wirbel symmetrisch um beide Seiten des Hinder-
nisses. Die Bahnen der Wirbel, die man hinter einem ein-
getauchten Ruderblatt beobachtet, werden mit einem Teil der
Bahnen dieses Wirbelpaares iibereinstimmen, wenn auch die
interessanteste I'rage, die der Ablosung des Wirbelpaares,
unserer Art der Betrachtung nicht zuginglich ist.

Die H Achse ist Stromlinie und kann als Grenze der Be-
wegung dienen. Man erhiilt dann die Bewegung eines Wirbels
in der Halbebene, der sich im ersten Fall durch eine Liicke
zwischen der Grenzgeraden und einem zu ihr senkrechten, bis
ins Unendliche reichenden Hindernis bewegt, im zweiten Fall
um ein von der Grenzgeraden senkrecht in die Fliissigkeit
ragendes Hindernis.

Im ersten Fall sind die Bestimmungsstiicke der 4 Wirbel
in der Fliche:

Hi 00 0 i £ (1 — &)
| T 0o o ) € ) — ¢
I —n o o — 9 — & — (9 — &)
111 oo o a—¢e a1 -0 0 —¢

IV, o« 60 a4 a9 — (0 —e).

In der Figur I8 sind die Wege eingezeichnet, auf denen
man vom ersten Wirbelpunkt aus die anderen erreichen kann.

In Gleichung (22), die die Wirbelbahnen gibt, treten dann
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H

1

!

1

1

\
v

Fig. 18,

4 Summanden auf, welche Stromfunktionen der iiberlagerten
Potentialstromung, und 6 Summanden, welche Stromfunktionen
der Wirbel sind. Die iiberlagerte Stromung soll symmetrisch
sur Ubergangslinie und zur H Achse sein; dann ergibt sich:

2 (206-200 cos()-€)2(0*+06% -2 00 cos 0)*
. =

i
4 aW(a,p)+" . le = const.
(e, ) 9. ° (02+0% 200 cos (i - ¢})

9

Nun ist aber

200cos () — &) = 0 + 0% 4,

also
4 — (60— )2 (0 —6)
4P, py + plg L~ (e Z) deel const.
H

Fig. 19.
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Ist ¥ = 0 angenommen, so ist auch
0 — ¢ = const.,
d.h.in einer sonst ruhenden Flissigkeit ist die Wirhel-
bahn ein Ast einer der konfokalen Hyperbeln.

Interessanter ist der zweite Fall. Die Bestimmungsstiicke
der 4 Wirbel sind (Fig. 19)

i 00 O i, £ (% — 6)1
Low o o & € 9 —e
I. —nw o o6 23— —& 22— —¢
Im. —p 6 o a—¢ a—90 ) —e
IV. 7 a0 ate d—a 2a—(H—¢

i

Die Gleichung der Bahnkurve wird

(200+200 cos (P& N2 (0%*+0? —200cos0)?

% o =
4 10 (a, /")+ l (0* 024200 cos(l)—e)) const.
oder

= const.

g L(n —}—?(7;)2 — 4] (0 o)
! 0+ 0% -2

Ist ¥(a, ) = 0, so wird die Bahnkurve durch die
Gleichung

W (a, B) +

[(0 4 o) — 4](0 — o)
0?4+ o0 — 2
gegeben. In rechtwinkligen Koordinaten ergibt sich hieraus

= 2l 28) 4 282k — 2) + (B2 4 20
+ 2B(E 4 %) = 0.
Von den 4 Asymptoten dieser Kuue 4. Ordnung, die zu
beiden Achsen symmetrisch liegt, sind 2 fiir jeden Wert von

I imaginir; auch die anderen 2 kinnen es sein. Im Anfangs-
punkt hat die Kurve einen singuliren Punkt, der aber, weil dort

Py =4k I, =0, F, =4k

= const. = 4k

25)

25a)

ist, isoliert ist:
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Fig. 20.

In Polarkoordinaten o, ¢, deren Pol der Anfangspunkt
ist, wird die Wirbelhahn

25h) F =0k —cos20)® — 1)+ 2k = 0.

Die Gleichungen (25a) und (b) zeigen, daly durch jeden
Punkt der Ebene zwel Kurven JF' hindurchgehen, von denen
nur die eine Wirbelbahn sein kann; die zweite ist durch das
Rationalmachen der Gleichung (25) hereingekommen. Fiir die
Richtung der Asymptoten gibt (25h):

(~cos2)?—1=290
cos 29 = k£ 1.
Also ist nur, wenn £ <2 ist, ein Paar reeller Asym-

ptoten vorhanden. Die Gestalt der Bahnkurve ist aus Fig. 20
ersichtlich'); die beiden Wirbel nihern sich einander nach dem

1) Durch ein Versehen ist in Figur 20 die H Achse, die Stromlinie
ist, weggeblieben.
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Umlaufen des Hindernisses rasch, um sich dann wieder langsam
voneinander zu entfernen.

Da auch die Stromung aus dem Unendlichen um ein
Hindernis bekannt ist, oder die Stromung, welche die Be-
wegung des Hindernisses in ruhender Fliissigkeit hervorbringt?),
sind auch die Bahnen der Wirbel um das Hindernis in stromen-
der Fliissigkeit oder um ein bewegtes Hindernis in einer im
Unendlichen ruhenden Flissigkeit der Diskussion ohne weiteres
zuginglich.

1) Lamb, Hydrodynamik, S. 101,

Bemerkung.

Fiir die Konstruktion der Stromungsfelder ist die Methode
der konformen Abbildung verwendet. Kiner Schar konzen-
trischer Kreise um den Nullpunkt samt den Radien, die die
Ebene in unendlich kleine Quadrate teilen, entspricht in der
zwelblédtterigen Fliche ein ebensolches System mit veriinderten
Abstinden oder zwei orthogonale Kreishiischel, je nachdem
der eine Verzweigungspunkt im Unendlichen oder beide im
Endlichen liegen. Hiedurch sind die Ebene und die Fliche
punktweise aufeinander bezogen. Legt man nun auf das Kreis-
netz in der KEbene ein auf Pauspapier gezeichnetes ehenes
Stromungsfeld auf, so kann man auf einem zweiten Blatt Paus-
papier iiber dem Kreisnetz in der Fliche das Bild des Stro-
mungsfeldes in der Fliche zeichnen. Aulierdem ist wiederholt
die bekannte Summation zweier Potentiale verwendet. Zwei
Systeme von Potentialkurven teilen die Kbene in Parallelo-
gramme, deren Diagonalen die Potentialkurven eines neuen
Feldes bilden, das dureh Superposition der beiden gegebenen
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Felder entsteht. Als Potentialkurven kOnnen aber auch die
Stromlinien aufgefabt werden, und wenn sie nur so angeordnet
sind, dafi sie zusammen mit den Potentialkurven die Ebene in
unendlich kleine Quadrate teilen, lassen sie die niimliche Super-
position zu wie die Potentialkurven selbst.



