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Untersuchungen iiber die Funktionen,
welche die Bewegung des dreiachsigen Kreisels
um einen festen Punkt beschreiben.

Von Arthur Rauber.

Vorgelegt von A. Voss in der Sitzung am 4. Juli 1914.

Vorwort.

Der Verfasser hat in seiner Inanguraldissertation (Miinchen
1913) einen Weg eingeschlagen, welcher zu einer Lisung der
Bewegungsgleichungen des dreiachsigen festen Kreisels fiihrt.
Die gesuchten Grisen [Komponenten der Drehgeschwindigkeit
und Richtungskosinusse eines kirperfesten Achsenkreuzes gegen
ein raumfestes] werden dargestellt durch dreifach - unendliche
Reihen nach Potenzen der Schwerpunktskoordinaten [in dieser
Arbeit: Gleichung (3)]: die Koeffizienten R . G{9
dieser Entwickelungen sind eindeutige stetige Funktionen fiir
alle reellen Werte der Zeit £. Diese Art der Darstellung ist
begriindet durch einen Satz von Poincaré itber die Abhiingig-
keit der Lisungen eines Differentialsystemes von Parametern.
Die Koeffizienten i) ~usw. sind mittels rekurrierender Formeln
durch die Operationen der Addition, Multiplikation und Inte-
gration bestimmt und werden aus elliptischen Elementarfunk-
tionen, die in Grenzfillen in zyklometrische iibergehen, auf-
gebaut. Soweit ist das Problem in der Dissertation des Ver-
fassers gefiilhrt und in den Abschnitten 1, 2 und 3 dieser
Arbeit ist der Weg — mit einigen Zusiitzen — zusammen-

usw,
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fassend bezeichnet. In den folgenden Abschuitten wird die
Untersuchung vornehmlich fiir reelle ¢ weitergefithrt und zwar
wird nach vorbereitenden Sitzen in 4 und 5 im 6. Abschnitt
gezeigt, dal durch eine endliche Anzahl der obenbezeichneten
Entwickelungen (Funlktionselemente) die gesuchten Grofen sich
darstellen lassen fiir beliebig groBe, endliche Zeiten, fiir be-
liebige endliche Schwerpunktskoordinaten, beliebige Massen-
verteilung und beliebige Anfangsbedingungen. Alle Funktions-
elemente sind durch die gleichen rekurrierenden Formeln be-
stimmt, nur die Moduln und Konstanten der Elementarfunktionen
sind verschieden.

Die Koeffizienten L) —usw. lassen sich, wie im 7. und
8. Abschnitt gezeigt wird, in emer fiir alle reellen ¢ giiltigen,
von Integralen freien Form darstellen durch eine gewisse Art
von trigonometrischen Rethen: die Koeffizienten dieser Iint-
wickelungen sind explizit und eindeutig durch die bereits he-
rechneten bestimmt und zwar durch die Operationen der Ad-
dition und Multiplikation.

Wir konunen also den geometrisch-mechanischen Vorgang
der Kreiselbewegung in allen Iillen beschreiben.

Zur Erforschung der analytischen Eigenschaften unserer
Funktionselemente im komplexen Bereiche von ¢ sind noch
sehr weitgehende Untersuchungen notwendig. Ein Beitrag wird
im 9. Abschnitt gegeben: Die Koeffizienten ) =~ und G
haben nach dem formalen Aufbau an gewissen Punkten polare
und logarithmisch-polare Singularititen; der rein polare Haupt-
teil dieser Funktionen wird durch endliche Reihen von ©-
Quotienten dargestellt, die alle singuliiven Punkte umfassen.
Die Koeffizienten dieser Reihen sind Funktionen von ¢, die an
jenen Stellen regulir sind.

[Die elliptischen Funktionen in dieser Arbeit sind nach
der Definition Jacobis behandelt.]
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I. Die Differentialgleichungen des Kreisels und ihre Ldosung.

Ein ,dreiachsiger fester Kreisel* ist em starrer Korper,
der an einem seiner Punkte festgehalten ist, fiir diesen Punkt
ein dreiachsiges Trigheitsellipsoid besitzt und unter der Wir-
kung der Erdschwere sich bewegt.

Hs sei

M = Make des Kreisels.
7, 1,, T, = Haupttriigheitsachsen bezliglich des festen
Punktes; sie bilden das korperfeste Achsen-
kreuz x, y, 2.
¥, 1, = Komponenten der Drehgeschwindigkeit 1m
System zye.
Zy, Yy 7o = Koordinaten des Schwerpunktes.
ai, iy i = Richtungskosinusse der Achsen wyz gegen ein
=1, 2,3 raumfestes Achsenkreuz &#{, entsprechend
dem Schema

x Y Z Korperfest
£ |
S oy (12 ‘ (ls
5 o) ) o)
Raumfest 7 y Do Py
- |
2 /1 i2 | /'8

¢ = Beschleunigung der Schwere in Richtung — ¢.
t = Zeit.
Wir setzen fest, daf
Ty>T,>1,>0 (D

und beniitzen die Bezeichnungen:
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so daBy
Ly g gt F gty gy = 0

o, = Mygx,; o, = DMgy,; o, = Myz,;
1 JZ 2 9Ya 3 Y%

[die GriBen 7, u, o sind reell], dann erhalten wir die
Differentialgleichungen des dreiachsigen festen Kreisels in
der Form:

dr 1
1
= w, 1,7 + ., (0,75 — 057,)
Hy oty g \O2 0’8 372
dt I,
dr, 1
= ey T (037, — 6 73) (2)
dt . T,
dr 1
3
= pgr ¥y, + (0,7, — 0,7,)
Mg Ty N0y 72 2 V'
dt T,
o
[ Poly — 74Ty
(11‘ e FF 352,
(['}’. ¢
dt =73 " (2a)
d;’:‘} T e
di e VT

mit den Anfangsbedingungen:
(g = 10 (oo = 7:(0); i=1, 2, 3.

Die Groien «; und f; geniigen ebenfalls den Gleichungen
(2a); sie unterscheiden sich von den y; und voneinander nur
durch die Anfangsbedingungen. Die gegebenen Anfangswerte
von «a; und f; seien ;(0) und f;(0).

Aufierdem bestehen die Orthogonalitiitsbedingungen:

ntrntrn=1 P T ey Ty =0
usw., usw.

Die gesuchten Gréfien sind:

Yiy Viy M, ﬁi (( — 1, 2’ 3);
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sie sind durch die Differentialgleichungen (2) und (2a) ab-
hiinglg von den Variabeln
by My fay fgy Oy Oy Oy 70(0), 7:(0), @:(0), f:(0).

Die Differentialgleichungen (2) und (2a) sind nach dem
gegenwiirtigen Stande der Analysis dann geldst, wenn wir fiir
die gesuchten Grofien lintwickelungen nach Funktionen der
Variabeln angeben, die in einem gewissen Bereiche der Varia-
beln konvergieren und zugleich zeigen, daly und wie diese
Entwickelungen bis zu jedem endlichen Werte der Variabeln
fortgesetzt werden konnen, so dati wir die Mdoglichkeit geboten
sehen, die gesuchten Grofien an allen Stellen der fiir die
Zwecke der Analysis komplexen, fiir die Zwecke der Mechanik
reellen Variabeln nach ihrem Verhalten zu priifen und ihren
Verlauf zu untersuchen. Welche Art von Funktionen, nach
denen diese Entwickelungen fortschreiten sollen, zu wiihlen ist,
wird zuniichst davon abhingen, welche von den Variabeln
eine Hauptrolle spielen sollen und welche eine nebensiichliche;
aullerdem wird man von den Funktionen verlangen, dafi sie
einen moglichst grofien (Giiltigkeitshereich 1hrer Variabeln
besitzen und daf auch den Lintwickelungen fiir die gesuchten
Grofien ein moglichst grofier Giltigkeitshereich in den Varia-
beln gegeben wird.

Eine Methode zur Darstellung der gesuchten Funktionen
Yoy Vis @iy (i hat der Verfasser in seiner Inauguraldissertation
(Miinchen 1913) ausfiihrlich erirtert; sie stitzt sich auf einen
Satz von Poincard iiber die Abhiingigkeit der Lisungen eines
Difterentialsystemes von Parametern (vgl. Diss. S. 7). Nach
dieser Untersuchung sind die gesuchten Gritien darstellbar in
einem gewissen Bereiche der Variabeln in der Form:

x o @
= Ym0y I,
i i=1,2 8 (3)
yi= Yy ol oy op G
0 o 0

Dieselbe Form haben «, und pi, nur ist fir Gi

schreiben Ay und D)

n Imn’®

Z1

Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jabrg. 1914, 20
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Die Koeffizienten £ |, G} usw. sind die Lisungen der
Differentialsysteme (2) und (2a), wenn o; = 0 (i ==1, 2, 3)
gesetzt wird.

Die iibrigen Koeftizienten I —usw. sind definiert durch

im
die linearen Differentialsysteme: "
(Z]’.).(l"')"" (41 i4-2) P19y it N
7 d‘lz =M [Ryr—l*;n) R((110+0~ + R?::Tn 1-1) ]"gg-(b)—l + ﬂl(/lr)n n
4 Gl (D RUHD GG+ RN ) (”
Tar T Pomn o0 T Yoma Moo + G,

i=1, 2, 3.

[Hier wie in den folgenden Formeln ist bei den Indizes
i, i + 1, i-}-2 die Zahlenfolge 1, 2, 3,4, 5 zu ersetzen durch
1, 2, 8, 1, 2]

Dabei ist:

/—1,m. n O,myn = 72,0,0

R(i—{-l) R(Iz‘—(i;?g + cee ]"(i-{-l) ]?(H—'l)

4+ RUED RO 4o ]%itll) J2i4-2)

0,08 "7, im0 , 0, Zom, n—1
+ L po wobet (5)
1. Imny &
i

D = G — (@
DZ mn (TZ, m—1,n ('71, m, n-1

(2)  — (F) — (D

Imn Tl. m,n—I1 (IZ—], m,n

3 — (D —— (#D
Dl mn (Il—l, n, n Gl, m—1, n.

In der eckigen Klammer steht die Summe aller Glieder
(RG+D R};‘;?Fy?‘), so da ¢ +a=1, b+ pf=m, ¢4 y=n;

abe
ausgenommen (¢ =1, b =m, c=n) und (a =1, § =,
y=mn)-a, b, ¢, a, p, y sind nie negativ.
M — GUFD TCRN T SITEBI P A ST
® Gz+ I”x,o,o i SR sz)-,o +

Imn —1,m,n thom,n

[GHD QU2 L L Hi1) TRl
+ 6'(Jl,-(i)_,n ]Llfjl-l,ﬂ + + G(gtt& ]l'?n-*l—n) (_ )
[S R4}

— (fG6+2) 4N L ey oy L,
G T‘ll,o,o Gl 15/“5,«.

I—~T,m,n O, m, 3t
— () R L (U U
(’o,o, n Rl,m,o ("o, 0,0 ]”/, o
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Hier steht die Summe aller Glieder
1) 42 (D) e
GERD BUFD — GEED BEpD,

so dali e+ a=1{, b+ f=m, ¢+ y=mn ausgenommen
(@ =1, b=m, ¢ =n).

Wir bezeichnen nun mit 1% und (i = 1,2,3; j =1,
IT, III) die Fundamentalsysteme von partikuliiren Lisungen
der homogenen Gleichung (4), d. h. der Gleichungen, in
welchen NP und &P durch Null ersetzt sind; mit 47 und

n
4G die Determinanten dieser Fundamentalsysteme und mit
AR und AGY die za RP und G gehirigen Unterdeter-
minanten.

Dann erhalten die Funktionen 1) und G% die Form:
Imn

lmn
111
[() — i AW i}
le n EJ Lj P(l]m n
I S 9 o
I L= 1, Sy 0 (0)
W — vy GOy
(rlmn = 2 CTJ‘ jljmn
I
3 ARY
2 ) — S 7 gMe)
I/:u " zlJ‘ Y| ]i Jl/m n dt
0 ; : -
, ’ j =1, II, IIL. Q)
3 J(én
(J) =— B ()
Imn 2-/l IRE ‘/nn dt
1
[

Die Funktionen
ARD GO
2 J

B0 G, A0 Brs B GO =

000? 000’ 0o00? q
bezeichnen wir als die Elementarfunktionen; thre Werte werden
wir sogleich angeben. Die Gleichungen zur Bestimmung der
AP und BY - haben dieselbe Form wie die der G = nur

Imn?

sind die (-Zeichen durch die A- und [-Zeichen zu ersetzen.
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2. Die Elementarfunktionen.

Die Elementarfunktionen entnehmen wir der Dissertation
und stellen ihre Werte in dieser Liste zusammen. Ks ist:

Rc(Jl())o == Pien(at+b); Rgl(}O:l’an(at-*-b);
RS, = P,dn(at+1).
— X »: (O) jf:,u,lf“f 0) P /_‘1'_2(0) — 4,73 (0)

P = 3
‘llv_.2 A“'l
pr — — HM72(0) + 4,73 (0), ®)
. ‘ll2 !
2y -2 . 2 5 2 _ /‘17i(0)_
a® = 1, (1y75(0) — 1,73(0));  sn*(h) = 7 (0) — 1,7 (0) (<1)

/_‘57(1,”1?"; (O) — 1t 11 (0))

/ P p— i
(Modul) & ) — g0

Diese Funktionen, also auch alle anderen, die aus ihnen
abgeleitet sind, gelten fiir diejenigen Anfangsbedingungen 7,(0),
fiir welche das 22 <1 wird. In allen Fiillen, in denen diese
letzte Formel ein #2>1 ergeben wiirde, ist zu setzen:

By = Prdn(at 4 b); EBf), = Pyen(at-+b);

000

dann vertauschen sich bel s und r;(0) die Indizes 1 und 3,
so dab wieder &> <1 wird. Dann vertauschen sich auch bei
allen R®, ' usw. Funktionen die Indizes 1 und 3.

Wird %% =1, so gehen die elliptischen Funktionen, ebenso
wie filr 2 = 0, in zyklometrische iiber, so dak alle folgenden
Betrachtungen vereinfacht werden.

Ferner ist:

Gl =116 + InG + In G

Afyg= A7) + An G + Am (g i =1,2,3, (3a)
By = BiGP + By G + By Gy

000

wobei
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I;

1 ¥ f ¥
F= 1 (O A G 5, (0) 4 G 3, (0) 4 Gy

j =1, II, IIL

Entsprechende Formeln bestimmen die 4; und B;.
Die Fundamentalsysteme £ und G haben diese Werte :

B = g, sn(r)dn(r) t=ualt+b

Y [b n(r)dn(x) 2, 4 07]%( )J
B = o sn(r)dn(x) 4,

1

Il

RO = p,cn(r)dn ()

B = o,en(r)dn(z) 7, ()
R = o,en(r)dn(7) Z,

L = ggsn(r)en ()

RY = pysn(n)en(n) %,

B = o, {sn(r)cn(‘z)Z3 e J

"Il Edn(r)}’
wobel
o,=—il i o=V o= —ikVpy;
Zy =01+ L(1)s Ly = 0,7+ Z(t — K);
Ay =01+ Z(t— K —iK");
—1- % N, 21t —1 N,
o = gt 5 =T 9,
1 3 N, 2 3 N,
2 — 2 N,
0y = — — 22
3 3 ‘Ll’
; d 17 d
200 = 1 n0,@; No=j| 16,0
Ferner

G = zécn Gw+ K)en(r)

Oy (r —i0)6,(0) ,,
0,(1) O, (i )
(GO — ,QA(Z'F_? @) B, (0) o
gt 0, (1) 0 , (0 (o) ’ (9a)

(1) —
GH
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G = ksn(io 4 K)sn(r)
@ (T — 1) 0,(0)

© — et
G O, (1) O, (i )
o — ;O Oy (7 + i) 6,(0) .-
1 0, (1) O, (i)
Y = F(Zn(z o 4+ K)dn(r)
(o — iQ (r — lm) O, (0) e
b 0,(7) Oy (i )
G — O, + iw) 6,(0)

i b'@moom e

wobei

sn(io) = 4+ ]/ 1,1(1(,1___171) ), 0<<iom <iK'

0= [dz In Oo(z)lzo—%— il dn (im).

Schliefilich haben die Determinanten diese Werte:

'+
AR = — ko, 0,05~ k2
k2
AdBD = — p,0, 1 en(r) 2,

.42

ARG = 0,0, ;Zg' en(r)
AR =0

111

fi2 ¥
ARP = 0,0,k sn(7) {].2 Zh— ;;f

2
ARD = — 0, 7;2 sn(r)
ARG = 0,0,k sn(7)
ARP = g,0,k%dn(r) 7,
ARD =0

ARE = — 0,0,k%dn(7)

(92)

(10)
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und
95

=

AG
AGH = 2 7”, en(io + K)en(r)
. 0,(0) Oy(x + im)

I

A6 =~ ighay o
AGD = , 05(0) Oy (r— i) e
711 () (zw) 0,(7)
NG = — 2iksn(io + K)sn(r)
o = — (5) (5(2) " % J(‘r)m)(’ o
(e — Fa0) 6, (r—zw) b0

1 (Ln)) (r)
NGE = — 22' A dn(io - K)dn(r)
6,(0) O (r -+ w)) -

NG = S
e 6, (lm) o) (T)
NGO — 6,(0) O, (r — zm)
1 G (L) 6, (1)

3. Allgemeine Eigenschaften der Reihen (3).

| Um unsere Auseinandersetzungen kiirzer fassen zu kiinnen,
schicken wir eine Bemerkung voraus: Die A ~und B))
unterscheiden sich von den G{) = nur dadurch, daf in ihnen
die Parameter A; hzw. B; teilweise an die Stelle von I treten,
wie man aus den Formeln (S8a) erkennt. Wenn wir also in
der Folge allgemeine Siitze itber (+' —aufstellen, die fiir alle
Werte ihrer Parameter gelten, so gelten dieselben Siitze auch
fir A9 und BY ] Die Elementarfunktionen sind eindeutige
analytische Funktionen von z(= at-+b), die nur in den
Punkten 7 = i K'4- 2m K + 2m'i K' (n, m' = ganze Zahlen)
singuléire Stellen und zwar Pole besitzen. Sie kinnen also in
jedem von den genannten verschiedenen Punkte durch eine

Reihe nach positiven Potenzen von 7 (oder auch ¢) dargestellt
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werden, deren Konvergenzkreis durch den niichstgelegenen
singuliren Punkt geht. Aus diesen I'unktionen werden die
Ry und GV durch die Operationen der Addition, Multipli-
kation und Integration, eine endliche Anzahl mal nach Re-
kursionsformeln wiederholt, abgeleitet. Sie sind also eindeutig
bestimmt und sind stetige Funktionen von ¢, die nur an den
Punkten v+ =i A" 4+ 2m K 4~ 2m'i ' singuliire Stellen haben.
In jedem reguliiven Punkte konnen die Ry ~—und (+7 = durch
Taylorsche Reihen dargestellt werden. Welche Darstellung in
der Umgebung eines singuliiven Punktes anzuwenden ist, mul
erst die Untersuchung auseinandersetzen; so viel Liit sich im
voraus {bersehen, dafi an jenen Stellen nur ein polares und
logarithmisches Unendlichwerden eintreten kann.

In den Fillen % =0 und & =1 gehen die elliptischen
Elementarfunktionen in zyklometrische iiber; die Singularititen
bleiben fiir & = 1 erhalten, flir £ == 0 verschwinden sie aus
dem endlichen Bereiche. Dieser Fall £ = 0 kann tbrigens
nur eintreten, wenn wenigstens eine der Groken 1; verschwindet:
dann ist aber die Beziehung (1) nicht mehr erfiillt. Wir er-
wihnen den Fall & = 0 deshalb, weil er ein Grenzfall ist,
dem der allgemeine sich stetig niihern kann.

Uber das Konvergenzgebiet der Funktionselemente (3) Lifit
sich folgende Aussage machen [vgl. S. 7—12 der Diss.]:

Es besteht in allen Fillen 0 <4 <1 eine Beziehung
(& o) =0, wobei o <o: die o; kinnen komplexe Werte
annehmen, ¢ soll auf die reelle Achse beschriinkt sein. Die
genaue Form von f(4, 5) ist uns hier noch unbekannt, doch
kennen wir eine wichtige Eigenschaft: es wird bei beliehigen
Anfangsbedingungen und Massenverteilungen des Kreisels jedem
endlichen 7 ein bestimmtes ¢ zugeordnet, so dab filr diese
Variabeln die Reihen sicher noch konvergieren: zu grofiem /
gehtrt ein kleines o, zu kleinen ¢ ein grobes o.

Da die Reihen (3) fiir alle reellen endlichen ¢, wenn o passend
bestimmt ist, konvergieren, so folgt, daf die Koeffizienten R
und G(lil)nn fiir alle reellen endlichen ¢ selbst endlich bleihen;
d. h. es gibt positive endliche Zahlen 2 und (4, so dab
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Rll’)

Imn

<Ry GO < (11)

lin |

fiir alle lmn und alle reellen £

Die Fortsetzung der I'unktionselemente fiir »; und y; ist
auf zwei Wegen mdoglich, nidmlich durch Fortsetzung in den
Variabeln o; und durch Fortsetzung in der Variabeln ¢ TKin-
facher auszufiihren ist die Fortsetzung in #, bei einmalig fest
gewiihltem 0. Uber diesen Punkt werden wir weiter unten
sprechen (im 6. Abschnitt).

Zwischen den Funktionen RY) und {0 = bestehen einige
algebraische Beziehungen, die sich aus den algebraischen Inte-
gralen der Differentialsysteme (2)(2%) ableiten lassen. Diese
Differentialsysteme besitzen bekanntlich in dem allgemeinen
Falle, der durch Gleichung (1) definiert ist, nur drei algebraische
Integrale, niimlich

D Tori 4 Tori + Lori 4= 2(00 70+ 0upe + 0uy0) = o

2) Toryo 4 Toravs 4+ Tyrys = (12)
3) i v s =1

Die GroBen /o und ¢ sind unabhingig von f.

Nun haben wir die Anfangswerte 7;(0) und y,(0) in die
Funktionen Ef) und {) = aufgenommen und festgesetzt | Glei-
chung (7)], dat die Funktionen R{) ~—wund G¥ = fir t =0

verschwinden. Hs ist also:

1) _
000 (600)imo = ¢

3
S (7, 1)
1 (13)

3
Z:Ii (Gg)o 0)?=0 = 1.
1

Die Integrale 2) und 3) bletben ungeindert fiir o; = 0
(¢ =1, 2, 3). TIhnen geniigen also die Funktionen R® und

o . 000
G, ftr alle 7, d. h. es ist

3
L R () —
TR Gy, = ¢
1

(14)

000

3
3 (G ) = 1.
1
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Wir ersetzen in Gleichung (12) die »; und y; durch ihre
Entwickelungen (3) und erhalten mit Riicksicht auf (14) die
Beziehungen :

3
-y X I —m ~n JXi) Vi "m N ()
L( Tl L/nm (} (‘ O le 2_, mn 0 0 0 (I

Imn | —
0 =0

Y 210 1)
Y00 Gho

3
}_’ ‘\(le n (' om (jn ('(zr,)n n) — ((10 4 0) ~’ = ().

Diese Gleichungen bestehen fiir unendlich viele o, (i =1, 2, 3);

also muf der Koeffizient des allgemeinen Gliedes of

der linken Seite verschwinden: d. h. es ist:

ol o auf

3 Zomyn
T N e R (0 J—
Lx ‘l‘ ZJ/"” ’ Rl—i., M=y, n—y G}. wy 0
1 0
r
3 Imn (1'))

Xy O, G = 0.
/ E 2l (N e 8 L

1

Dabei deutet das Zeichen ‘ vor den zweiten Summen an,
dafy der Fall ausgeschlossen ist, in dem gleichzeitig { = 2 =0,
m=pu=0, n=y=0. In diesem Falle gelten die Glei-
chungen (14).

4. Satz iiber das Verschwinden der Funktionen ]’}'”’”l und (:);)m
im Punkte £ = 0.

Mittels der Darstellung der Y und Gf) - durch Potenz-
rethen wollen wir eine Formel {iber das Verschwinden dieser
Funktionen im Punkte £ = 0 ableiten. Diese Formel wird uns
weiter unten niitzlich sein, bei der Untersuchung iiber den
Giiltigkeitsbereich der »; und p; fiir die Variabeln ¢, a,, g,. 0

Es ist:

@
P(Qwo—t 000 <]+>.a"{k7g})0 I.>

usw,
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vr(i) . @ )
R}[) =117 . 7’;'1')0 (l + E" tk?';.‘-),‘> (1())
1
usw.
ARD o w
SE = e, (1 + S tor; ),‘>

usw.

Die Exponenten v7r{)  usw. sind ganze Zahlen; sie be-

zeichnen die Ordnung des Verschwindens der Funktion im
Punkte £ =0. Es gibt eine ganze Zahl » > 0, so daB§

o {) 3 o1 3 3
{or{) o v95h4, w70, vy, vdrd, v(Sg;.')} >y, (17)
Die #§) ~, usw. sind von ¢ unabhiingige Grofien. Ks ist
00 k o

-4) () @ g0 B S0 ) =
{0100 J6v0100 Titar Glor 0750 0 o = 0.

Aus den Gleichungen (5), (6), (7), (16) ergeben sich dann
die Formeln

) o
) — “Imn_ (1) . e ae(1)
I{Imn t 7lm n' 0 (1 + th ’lmn k
1
o . (13)
() v'//[mn_ (1) Y Fle (1)
(jlmn_t t(/lmn 0 1+Lht glmn ks
1
wobel

<(5) 5 () =
{)Imn 0 -(/lnm 0y << 0.

Entsprechende Entwickelungen bestehen fiir R . P17 usw.
Es sel

L+ m+n=P; RV

‘Tmn

= 1Y) usw.
Dann beweisen wir folgenden Satz:
Wenn die Formeln

v > p 4+ da — 1
f.) 7 (19)
vg > v 4 22
bestehen fiir

z=1,2,3, ..., P—1,

so gelten auch die Formeln:
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z;r‘l’;‘>ur + 2P —1

vy > 4 2 P (20)

Der Beweis ist so: Infolge der Beziehungen (19) kommt
aus Gleichung (5)
vt >y 4 2P —2

und, wenn die erste der Gleichung (20), welche der zweiten
selbstiindig vorangeht, bewiesen ist:

vg® >y 2P —1,
dann folgt aus Gleichung (7) und (17)

vof >v+ 2P —1
vy >0 4+ 2 P,

ip

also wird nach Gleichung (6) und (17)

v > 2P —1
vy >y + 2P,
was zu beweisen war.
Die Beziehungen (19) gelten fiir # =1, 2, folglich gelten
die Formeln (20) fir alle P.
Den Fall, in dem » =0 und nicht simtliche

vr® [I4+m-+n=P|>2P--1,

tmn

sowie nicht siimtliche vyl > 2 P sind, bezeichnen wir als den
normalen Fall.
Eine Folgerung ziehen wir aus der eben abgeleiteten Formel:

Es sei » =0; alle v7)>2P —1 1

)> 2 ] jedoch endlich.
alle vg) >2 P f jedoch endlic

Wir betrachten die Folgen:

(?) (1) @ (1)
vr)y v, o, oo oGl
28 o) (1) ()
PIrs P Ykie - Ybypq

Wenn nun die Beziehungen bestehen
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+(7) Y ~(1) 9
VFph e — VTphs <=.J

Q) — @ ¢
VY Pt — VTP, <2

fitr alle
E=0,1,2, ..., «

h

I
*O
Do

so sind @ und f endliche Zahlen.

Denn die normalen vr‘,ﬁh_s und 1;‘(/(1',"_F wachsen um 2, wenn
£ und 5 um 1 zunehmen, wihrend die v7f), . und UJ(I‘)_}_,] in dem
angenommenen Falle nur um 1 wachsen; also miissen die nor-
malen Werte den endlichen Vorsprung der wirklichen Werte
nach einer endlichen Anzahl von Schritten einholen.

5. Das Konvergenzgebiet der Funktionen »; und y; fiir die
Variabeln 7, o,, 0,, o,1).

Fiir die Definition des Konvergenzgebietes von #; und 7;
betrachten wir in deren Entwickelungen (3) alle Glieder

(.l (.m (-n j‘)m
1 tmn

usw., fiir welche /-4 m 4 n =P als gleichberechtigt und he-
zeichnen:
of Bpy ol Mn By )
+ -4 olo ot RO [I4+m-tn= P»] + ¢ = Y p(0, 6,6, RD).
-+ o B} [ (21)
usw.

Wir definieren ferner eine Zahl 5 durch die Gleichung:

n=1-+ 1+6+ (22)

wobel

\l‘r,”
<o

1) Diese Betrachtung gilt fiir alle Fille 0 < k<1,
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diese Grofie ¢ dient dazu, die Konvergenz der Reihen gewisser-
mafBlen zu regulieren; je groBer { ist, desto besser ist die Kon-
vergenz. Das Konvergenzgebiet der Funktionen »; und y, JC
ist dann bestimmt als dasjenige Gebiet der Variabeln ¢, 6,, 6,, 0,
welches folgenden Gebilden gemeinsam ist:

pN3 (0,0,04 B®)
Yt (o008
) fiir alle P> P*
v 0(6, 0,0, GO
L ( 17278 ) — 7}

Y r+i(o, 0,0, (GY)
oder in anderver Form geschrieben:

Y e+1(0,0,0, RY) — Y r(0,0,0, R9) =0
7 3 p+1(0,0,0, GO) — Y p(0, 0,0, G) = 0
fiir P> P*.

(23)

Mit diesen Gebilden werden wir uns in einer anderen Arbeit
eingehend zu beschiftigen haben.

Mittels der Ergebnisse des 4. Abschnittes kinnen wir eine
Aussage f{iber JU machen, die uns iiber dessen Verhalten be-
lehrt, wenn ¢ der Null sich nihert.

Es ist ndmlich fir

0<t< i —b
e

@
(5) IP—1] 2 () gl (0) .
!Rl’mn <t )lvr:n 0 (1 + | Ll‘twln:n k ) (2“1)
1

@
aits)] ap * (1) I rdti]
(’lmn <t glmn o! (1+ Ekt ylmn k )’
1

dabel 1st

7,0 = wirkl. Koeff.#(® = wenn vr{? =2P —1
mun 0 Imn!Q? Imn
=1, wenn vr? > 2P -1
mmn
* (i) — 7 () () — D
g, = wirkl. Koeff. 9o os wenn vgl) = 2 I

I

2 (1) 9o P
1, wenn vyl > 2P,
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Die Koeffizienten 7,1 sind so zu bestimmen, dafi »

<50 oleich st dem Koeffizienten des Gliedes gi—=1+k p

lmn k

der wirklichen Potenzreihe (18) von R ; in der gleichen

-
Weise sind die ¢, zu bestimmen.

Die in Gleichung (24) rechts stehenden majoranten Funk-
tionen bleiben endlich fiir alle # des Bereiches, wie grofi auch
Imn werden migen; dies gilt um so mehr fiir die Koeffizienten.
Denn fiir die Reihen (18) gelten die Beziehungen (11) und
diesen Reihen ist in (24) ein oder kein Glied hinzugefiigt.

Wir konnen nun positive endliche Konstante ¢p >0 und
positive Funktionen ,(¢) bestimmen, die fiir =0 verschwinden
und im angegebenen Bereiche endlich bleiben (als solche Funk-
tionen konnen wir z B. aus Geraden Polygonziige bilden),
so daf

RO <201 (1 4 9p(1)

imn

1O <2 (1 9p(ty).

Imn

Dann wird:
Yor(ogo,0, 1) < 2P=tep(1+4-9p(t) 3r( 0, 6, 05 1)
Mor(6,0,0,G) <t2Pep(14 dpt)Yr( 0, o, o, 1).

Diese majoranten Funktionen bilden majorante Reihen 3,
deren Konvergenzgebiet 3¢, innerhalb des Gebietes ¢ liegt. &t
ist bestimmt durch die Gleichung:

crpr (149 p (D)

£ pk
1 Cp(l + I’}p(ﬂ)

Yorvi(o, o0, o5 D)—=%r( 06, 0, 65 1)=0
or & (934
fir P> P*. (25)
Aus dieser Gleichung kénnen wir sofort erfahren, wie ¢
sich verhalten muBl, wenn o, 0, g, beliebig grofie, aber

endliche Werte aunehmen.
Denn es gibt eine positive Zahl ) so dak

ep(14 #p() < C fiir alle P

und wir erhalten so ein Gebiet J¢,, das mmerhalb 3¢, liegt und
bestimmt ist durch die Gleichung:
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w2y rri(lo, 6, o5 1) —r(0a, g, o5 1)=10 @6)
fiir P> P*, -
Nun sei
o <o i=1,2,3,

dann finden wir ein Gebiet J¢, innerhalb JC,, bestimmt durch
die Gleichung:

2o (14+2(P+D+1(P+DH Py — (1+2 P+ P(P—1D) = 0. (27)
Wir bezeichnen:

I+2+)+ 3L +DHP
142P+4 LP(P—1)

p bleibt endlich fiir alle P und es ist limp =1.
P=w®w
Gleichung (27) lautet also
yttop = 1. (28

Das Gebiet 3¢, hat also die Kigenschaft, dafi zu jedem)
beliebig groken aber endlichen ¢ ein endliches ¢ gehort, das
von den Parametern 1 ]'2"37‘,-(0) 7:(0) unabhingig ist.

[Daly die genaue Beziehung zwischen o; und ¢, die sich
durch die Gleichung (23) ergibt, von den eben genannten
Parametern nicht unabhiingig ist, lifit sich in Kiirze so ein-
sehen: It\) ~ist eine homogene Funktion in [7/%3; /7 vom
Grade P —1 und GY = eine homogene Funktion in [7/5; /1,
vom Grade P. In Gleichung (23) konnen sich also diese
GroBen I717 77 nicht vollstindig wegheben. Die I sind
eindeutig umkehrbare lineare Funktionen von y:(0). Also ist
J¢ abhingig von y(0).]

Die Reihen, deren Konvergenzgebiet wir eben betrachteten,
sind also konvergent fiir grofie o; und gewisse ¢; sie sind um
so mehr konvergent fiir kleine ;. Wir fassen das Krgebnis
dieser Betrachtung zusammen:

Die Reihen {idr » und y; in Gleichung (3) haben,
bei beliebigen Anfangshedingungen, die Eigenschaft,
dafi zu allen endlichen 6,6,0, ¢in endliches ¢ gehort,
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so daB sie fiir diese Variabeln konvergieren; dieses ¢
ist abhiingig von den Parametern 7, T\, 1}, r:(0), 7:(0),
bleibt jedoch oberhalb einer Grifie, die von diesen
Parametern frei ist.

6. Fortsetzung der Funktionselemente fiir #;, y;, @, fi;.

Wir kiénnen jetzt die Fortsetzung der in Gleichung (3)
angegebenen Funktionselemente bis zu jedem endlichen Werte
der reellen Variabeln ¢ bhel beliebigen, endlichen o; aus-
fithren.

Es seien also die Triigheitsachsen 1 und die Anfangs-
bedingungen #;(0) usw. gegeben; wir wiinschen den Verlauf
der Funktionen #y yi ay pr fir 0 <o; <oy 0<<t<T kennen
zu lernen, d. h. wir wollen den Ablauf der Bewegung eines ge-
wissen Kreiselsystems mit festem Triigheitsellipsoid und festen
Aunfangsbedingungen bei variabeln Schwerpunktskoordinaten in
einem gewissen Zeitabschnitte untersuchen. (Fiir den Fall des
einzelnen Kreisels sind auch die Schwerpunktskoordinaten o
festgelegt.)

Wir bilden die ersten Funktionselemente [Gleichung (3)],
sel es aus elliptischen oder aus zyklometrischen Elementar-
funktionen und berechnen das zu o gehirige ¢,; den giinstigsten
Wert gibt das Gebilde 3¢; die Gebilde 3¢, 30, 3¢, geben weniger
giinstige Werte, doch sind sie einfacher zu behandeln. So er-
kennen wir den Verlauf von » usw. fir alle |6; <o und
0<i<t,. Wir beniitzen den Zustand fiir ¢{=1¢ als neue
Anfangsbedingungen 7/ (0); 7/(0) usw., bilden zum zweiten Male
die Funktionselemente (3) und herechnen mit den neuen Para-
metern 7;(0) usw. das zu o gehorige #5; so erhalten wir den
Verlauf von »; usw. fiir o; <o; 0<# <t3, d. h. fiir 1, <#<4,.
So fahren wir fort und erhalten »-Funktionselemente, die alle
in derselben Weise nach den Formeln (5), (6), (7) aufgebaut
sind. Die Elementarfunktionen sind immer elliptische Funk-
tionen, doch mit verschiedenen Moduln und Konstanten, in den
Grenzfiillen zyklometrische Funktionen. Die n-Funktionselemente

Sitzungsb, d. math,-phys. K1, Jahrg, 1914, 21
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gelten fiir [o; < o und je fir 0 <t<i: ¢, <t<t;
b1 <t <t

" Da nach Gleichung (28) alle ¢ oberhalb einer endlichen
Gritie bleiben, so mub nach einer endlichen Zahl n von Schritten
die endliche Zahl T erreicht werden.

7. Darstellung der R  mit G

tmn imn

welcher die ganze reelle Achse enthilt.

in einem Streifen der {-Ebene,

Zu der geometrisch-mechanischen Betrachtung der Kreisel-
bewegung, d. h. zur Untersuchung der Funktionen »; und y; usw.
fiir reelle ¢ ist es erwiinscht, die Koeffizienten R —und G
in einer solchen Form dargestellt zu haben, die fiir alle reellen ¢
gilt und zugleich durch einfache Operationen sich aufbauen
liit. Iine solche Darstellungsform lifit sich in der Tat an-
geben, wie die folgende Betrachtung zeigt.

Die Elementarfunktionen

ARD AGD
B, 5 G RO; G0y
sind Aggregate von

1. Funktionen der Variablen ¢ mit der reellen Periode
4K

4

11

1

es sind dies die Funktionen

en(r). sn(r), dnfr), O(()’ J(?)'”); 6)';5)1’(11)“’); 8_8 (a=1,2,3),
0 0 0

wobel
O@) = ;T@(r); t=at4b; i =1"—1,
2. Funktionen mit der reellen Periode
217
=g

es sind die Funktionen ¢ und e=9r,

(29
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3. der sikularen Funktion .

Jede der in 1 genannten Funktionen ist darstellbar in
le]
1 i pieat bei e
* 1or ‘e, W oa = - .
der Form _2”1: 5 , wobel 5 Jc

ist moglich in jedem Streifen der ¢-Ihene, parallel zar reellen

Kine solche Darstellung

. 1. )
Achse, der die Punkte t = = G -2m K+ 2m i K'—1) ver-

meidet. Filr unsere Zwecke benutzen wir den Streifen, welcher
die reelle Achse in sich enthiilt. Seine Grenzpunkte sind also

die Punkte ¢ = (]l(i iK' 4 2m K —1D). In diesem Falle kann,

wenn es zweckmilfiig erscheint, die eben angegebene Reihe zer-
legt werden in die beiden Rethen

o7 . wn .
Yrepcos(paat) + Y ve,sin(paat).
] 1
Der Streifen hat immer eine angebbare endliche Breite.
Denn « und & sind endliche reelle Zahlen; ¢ X' hat den klein-
IRTIR ¥ , . .
sten. Wert fiir £ =1, nimlich [ : es wiichst stetig bei ab-

nehmendem £ und es ist lim i K = 1i.
k=10

Aus den Elementarfunktionen werden durch die vorge-
schriebenen Operationen | Gleichung (5), (6), (7)] die Funktionen
By und 10 abgeleitet als Aggregate von Funktionen mit
der Periode 7/, solchen mit der Periode I/, und von siikularen
Funktionen. Diese Aggregate ordnen wir und erhalten die
TForm:

+ o0 PR
21, L’l“'”'t)_J‘q 6’7“"‘th tscpqs. (30)
e -0 0

Dabei sind die ¢,,, unabhiingig von ¢#; ¢ und S sind end-
liche ganze Zahlen, die von lmn abhiingen.

In dieser Reihe kionnen die Glieder eri+! und ¢1%¢! in
cos- und sin-Glieder zerlegt und diese geordnet werden.

Im emzelnen gestaltet sich diese Darstellung der R
und G so: Die Elementarfunktionen haben bereits die

I
BYE.
21
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)

Form (80); dabei ist fiir die Funktionen .R;.") und A—I%— die Zall
AGWH

=0, fir GJ(}') und —T(;J‘- ist S=0. Die Werte der Koeffi-

zienten ¢,,s werden wir unten in einer Liste angeben. Fiir

die Funktionen R)) ~und GY = und die zwischen ihnen ver-

1 h (g 0] 160 s 0 e -
mittelnden Funktionen %) ~ und &)~ [Stérungstunktionen |

sowie @ und I77 finden wir durch den Schluts von P auf
P+1 (wobei P=1{-+m+ n) folgende Werte:
Fir
RO :()=3P—2;, S=6P—3

T
GH Q=3P+ 1; S=6"—2
P Q=3P -2 S=6P—6 .
Gp Q=3P—1; S=6P—3 @0
P Qg =3"P—-2; S=6P—4
I'h Q=3P : S=6P—2.

Die Koeffizienten ¢,,, werden durch diese Gleichungen be-
stimmt [die Bezeichnung ist so, da der kleine Buchstabe Ko-
effizient der durch den grofien versinnbildlichten Funktion 1st]:

40 = ;Y ups S Gy 1D Li42)
Ly pas H L"ﬂ' L"’“ )l—u, m—p n—y p—/'.,q—.n,s—r}uﬂ;-'}./n'

1 .
+ 7 dp  (vgl. Gleichung (5))
.

. . . el B
A [wenn nicht gleichzeitig p =0, ¢ = 0]

— Q;'qs B 4 bz—:: (_ 1), (.S‘ + 1‘)! o 01;, st
piva 4+ qLa N st (picda + qQa)ytV
wobei
3
C e ') e T T
Opys = 0 ijn pas L' X"‘” "1(/:;’1 N p—i =S5 (S);'l Ly

1

ol [p=0,q=0] = Op,q,5—-1

Simw opygs

. S
el .
f]) =0,q=0,s= ()_] = }_:'1 0%2:. g, 5=0 (32)

—® —()
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111
(1) — \ N\ o) (i)
'lmn'pqs 2—!" }-J"/” Ofmn p—iyq -Iu‘s—‘t"j Apw
1

=3+ Gur (i+1) Mid2)
g[,,,n ras ).J“ﬂ' L/,;u '{/Z-u,m—ﬂ,n—y P=lyq—p, 85— u/i,' faew
vgl. GL (5a)| — ¢gi+® D

l—u,m—/s’, n—y|p—iq—,5—v afly|lnv
. - ) . - _ _
Y aipes [wenn nicht gleichzeitis p =0, ¢ = 0]
M S—s Y (4)
71”;79 1 + L (__ 1) ( +7) }lntn P st
pma +qQa s! (piaatqQa)yt’
wobel

3
() — NN, aql) (1)
{lmn pgs L' L"‘“' g/mn‘p—/'.,q—/z,s—-rbgj ey
1

;;(j] [-[)::0‘ (1:0] = "Il(j)

Imnlpqs / Imn pgs-1
) e te
— —_ —_— — _\" \ v
I.p 0’(1—0’8—0] Z.ﬂ' Lq})lmn »21,5=0 o
n (-)'7 a)
) ._Q s

1
(i) NN ) (i)
Irmn pys L] )-J"’” imn p-i.,q-‘u,s—rm(/j v’
I

In dieser Weise lassen sich also die Koeffizienten )

) T (0 D T in einer F
und G [entsprechend auch A —und l.f;mnj in einer Form
darstellen, die fiir alle reellen ¢ gilt, frei von Integralen ist
und zu threm Aufbau nur die Operationen der Addition und

Multiplikation erfordert.

8. Die Entwickelungen der Elementarfunktionen.

Zur Austithrung dieser Darstellung der Funktionen RY)
und ¥ miissen wir die Entwickelungen der Elementarfunk-
tionen in der oben besprochenen Form kennen. Um diese zu
erhalten, stellen wir zuniichst die Entwickelungen der in (29, 1)
genannten Funktionen zusammen. Sie haben alle die Form:

+-o )
Yopcperient, wobel a=

—®

ez 4

2K

und wir brauchen nur die Koeffizienten ¢, fiir die einzelnen
Funktionen angeben; wir werden immer nur das Zeichen schrei-
ben, das an die Stelle von ¢ treten soll. Die Koeffizienten fiir
die nicht angegebenen Werte von p verschwinden.
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s sel
T = at + [) ﬂ = I}l".’”‘; & = ])i,uK'; ) = (-).1 (O),
dann ist fiir

z ) 3
sn(@)Y) a | p = 2r -4 1] “ (0) P

VEo sine
al/ Tt e, (()) p

I

cn(@):a®p=2r41] =

Vo e
dn(x):a® [p = 2v] =l 76,,"7)@;(0) (I)/: &
_('%_(é;)i Digopp=on] =000 (« - )
0, (_g)n—(; )i ®) . g [p = 2r] = (_)l,,(i 22 siﬁ(aﬁ) — )

6,Gr )

(2) M) . (i) f ’
O W2 p=2r-4 1] = (33)

) sin(aio 4+ )

2 ((f)o;)i 2 P | p=2r 1] = = (.9)0 (o) sin(uz'/():) — )
% ((f)o_(t)l . bl = (-)2:’)@ 2 cos(a i/f;n + &)
e, ((i)n;)i“)) 2d®[p = 27r] = (-)2;517 2) cos(a ,‘/:,, — )
(-')1 (_T) ) s th = —al kaM cot ¢
&, (1)
Zz Eg s (@ =a 1/ /],", a? tang ¢
F)a (r) L o® =a ., a® tang .

6,(1) 'k

1) Die Entwickelung der doppeltperiodischen Funktionen zweiter
Art in Reihen von zyklometrischen Funktionen wurde bekanntlich bereits
von Jacobl und Hermite ausgefithrt. Literaturangaben itber andere Be-
arbeitungen dieses Gegenstandes finden sich in dem Werke: Krause,
Theorie der doppeltperiodischen Funktionen einer veriinderlichen Grifie
(Leipzig 1805 —1897). Von neucren Arbeiten sei nur eine genannt:
Teixeira, Sur le developpement des fonctions doublement periodiques
{Crelles Journal, Bd. 125 (1903), 8. 301 ).



Untersuchungen iber die Funktionen ete. 313

2) Die Funktion _
By (1)
(')1 ()
hat nur Pole an den Stellen 7 = 271 K 4 2m N+ 2m'i K’ es gilt also
die Entwickelung
2 ; }_11' 8 Lpiur “)

in dem Parallelstreifen zur reellen Achse mit den Grenzpunkten
r= +t2iK'+2mik.
Ferner gilt die Lntwickelung

s o
91 (Z) T IRY?
— ] elinT
=D 0
in dem Streifen mit den Grenzpunkten 7= L iK'--2m K.
Wir setzen in Gleichung (I) r =1 4+ 1K' und erhalten:
'[l +m
2] Vhsn + () ) — Ll’ {3 (qu(r +zlx) (111

Diese Entwickelung gilt im Parallelstreifen zur reellen Achse mit
den Grenzpunkten o = ¢’ 4 2m K und v' = — 31 /' +2m K.

Die Entwickelung von sn(r') (vgl. Gleichung (17)) gilt in demselben
Bereiche wie (II). In eben diesem Gebiete erhalten wir durch Ver-
gleichung von (II) und (III), wenn wir statt ' wieder 7 schreiben, die
Beziehung:

— i 1 8 2-1' (l(]) ,zxar+ Ll’ (] Cpzuz_ LI’ () Lpza(r+zl\) (IV)

und erhalten jetzt die notwendigen Gleichungen zur Berechnung von d
und (31,. Nimlich aus (I} und (1I):
]

6_ =20, d_ =d

—~p pr ep P
aus (IV): —dal) l\um +d,=0,¢ pak (V)
RN ) R [ () _ 7%
(da a = —ua’) + ial/ wy td_,=0_,¢ ¢t

und hieraus finden wir:

ipat c—ipuil\"

. 4 i=
d = —ialk ”;IH ipei ke i ipaik = aVIL (ot (pai ). (V1)
¢ — €

Nach derselben Methode sind die Entwickelungen von

S
(')0 (r) 90 (1)
berechnet.
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Mit diesen Formeln werden die Koeffizienten ¢,,, | Glei-
chung (30)] fiir die Elementarfunktionen nach den Gleichungen
(8), (9), (10) berechnet.

Die Koeffizienten fiir

RO . (G . (G 4G9
Y0007 Mooor Fi e
lassen sich sofort ablesen, nur die Koeffizienten fiir
A RW
RO und 7
’ AR
erfordern eine kleine Umrechnung, darum geben wir diese an.
Die Art der Angabe ist dieselbe wie oben; alle " = und

qs
(i) s > 3 i oo . g
ori o filr 720 sind Null, ebenso fiir die nicht angegebenen
Werte von s. Es ist also fiir:
1) . el — — ; 2)
RO [s=0] = — o, piadf

+® 1 ’
D) . (1) (o i 2 W\ (€3] (1) /St ath W(3)
RII 4 'II ICS - 0] = 00 2—!" <]/7 ap—ncn + l’ I ap—n 4 )
— a1

e
—91(5261)0(1(1;‘

[s=1] = —o,0,apiaa?
t
B [s= 0] = o, peta + o, Vb Lra, o
— 0,0,bpiaa?

[s=1] = —¢,0apica?
RP v [s=0] = g,piaal)
R2 0 [s=0]=09 : ;n a® ¢ 4o, 0,bpiaa)  (34)

[T TR & : Q2 V4 Rl Cn Q20 p

[s=1] = gyd,apiaal

By [s=0]

i

_ tw
— 2,0 /e 2 @
0, pu “1(7) + o0, VE ¥on (LI()_" )
=
S
+ 0,03bpiaald
[s=1] = 0,0,a piaal}

2(3) + (D) o — S 24 3
BP o [s=0]= —o,kpiaal®
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A+°"
R& o [s=0] = g, Ln alh) e — 9,6, bk piaa
[s=1] = — Q3(33a7\3 piaal?
By oy [s=0] = o, B2 pefa® + o, Ln (k2a® )
k2 l/c
+ ]/7;’(&1()‘1"053)) — 030;0F piaal?
[s =1] = — g50,ak® piaal)
A R 1 ke k!
s = 0] = — ) @
i1 2orD s = 0] JRQ29372< ? ¢ d,bay >
. 1 k2
ls=1] = 0n (‘)‘()‘5126 (LCL(Z’
ARy n 1 Eam
/_]_7) O [b' J_—'_/JR92937G2 i
ll]{(l’l’l
IR orfd 0
ABp 1 7 1
AR 0P [s=0] = — AR 0,04k"7 (zaa(') + 6,bald — 3 (’1(11))
= 1] = )
[s=1]= IR() 0,0,aa!
ALY - B .
g =0 = =g ) (85)
ABg 1
AR P [s =0] = Ap 99 k2 ash
1R® . 1 :
AR I [s=0] = TR 0,k (faa + dyba? +- 1/7;'01*“”)
1 g
[s=1] = iR glgzk“-’éﬁaa};n
ARD
AR Srid 0
et 1
ip O =0l = = ook al?,



316 A. Rauber

9. Darstellung des polaren Teiles von Il und G| durch

Yman imn
© - Quotienten.

Wir haben bereits hervorgehoben, daf die singuliren
Stellen der Funktionen RY = und G ~in den Punkten
=1+ 2mK + 2m'i K’ liegen. Ks sei s einer dieser
Punkte; dann besteht jede der genannten Funktionen in der
Umgebung von s aus einem

reguliiren Teile:
@
Yinn(t — 8",
0

eitem polaren Teile:

5
b (r-—8)7*,
1
einem logarithmisch-polaren Teile:
N _
Yox 33 € (vt — ) [ Un(r — 9) [,
0o 1

dabei sind C, C' und L ganze positive Zahlen, die von ln
abhiingen. Der regulire und der polare Teil sind eindeutig,
der logarithmisch-polare Teil ist mehrdeutig.

Der Untersuchung der Koeffizienten a, b, ¢ (sie sind ab-
hiingig von 7, 7,, T,, »:(0), 7:(0)) mufl eine solche formale
Darstellung der Funktionen It und ({7 = vorangehen, welche
die Punkte s besonders hervorhebt Wir werden hier zeigen,
daBy der polare Teil, wenn wir einen Abschnitt des reguliren
Teiles hinzunehmen, durch endliche Reihen von (-Quotienten
dargestellt werden kann, die in der ganzen komplexen KEbene
des 7(f) gelten.

Wir schicken die Erorterung einiger Funktionen voraus,
die bei der Darstellung der R ~—und {0 = auftreten und
deren Darstellungsformeln uns dort niitzlich sein werden.

Es sei

C A=t (6,(r 4 wim)\ d* [ Op(1 4 viw)
W)= e ('“7—)‘,,'(7) )drz < By (7) )
a=20,1,2 3; p=01, 2, 3.
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s und v ganze positive oder negative Zablen; i = + |/ — I3
w reell und zwar 0 <o < K'.
f1(7) ist eine doppeltperiodische Funktion erster oder zweiter
Art mit einem Pole von der Ordnung 2 x4 442 an den
Stellen 1 = iK' - 2m K 4 2m'i K",
Die Multiplikatoren sind:
wer = {afilox

— i;T (et io
M2ip == {aﬁ}ﬂz'lx" e K

{aplir = +£1; {afloip = L1
Je nachdem diese Multiplikatoren der Bedingung
a(p 4 vyo + Kin{afleix — i K'ln{aflary = 01 (1)

geniigen oder nicht, gehort f;(v) in verschiedene Darstellungs-
klassen. Wir haben 4 Fille zu betrachten:

wobel

L. {af}or = 1; {af}2;x- = 1, dann lautet Gleichung (I):
a4+ »)o = 0; d. h. 1+ » =0,

[;(x) ist eine doppeltperiodische Funktion erster Art.

2. {Qﬁ}«_}]{ = + 1: {(l/’)‘}-_»,'}"/ = - 1, also
a(e+r)o -+ia =0; d.h. pu4+r =0 und N = 0,

dieser Fall ist unmdoglich.

3o {apton = — 1s {uplosy = — 1, also
alw +v)o —iakK + KN'a=0; d.h. X =0 usw.,

dieser Fall ist unmiglich.

4, {aﬁ}“\- = —1; {(lﬁ}g,‘]"/ = 4 1, also
a(u+ro + K'a=0; dh (u+ o+ =0,
dieser Fall ist unmiglich, da 0 <o < K.

f1(7) ist also eine doppeltperiodische Funktion erster Art, wenn
Gleichung (I) erfiillt ist, oder eine der zweiten Art und zwar
der Hermiteschen Klasse, wenn Gleichung (I) nicht erfiillt ist.

1) Hauptwert des (.
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Wir betrachten eine zweite Funktion

= @+ (0,(1)) & (O.(r + piw)
RO = gerilo,0) i\ 60 )

Ste hat einen Pol von der Ordnung 2x 4-4 4 2 an den
Stellen 7 = iK' + 2m I 4 2m'i K’ und ist eine doppeltperio-

dische Funktion zweiter Art von der Klasse Hermites.
Eine dritte Funktion

_d (0,(0)\ d (0,(0)

A drt (@0(1)) dt* (@0 (T)>
hat dieselben Singularititen wie die vorangehenden und ist
doppeltperiodisch der ersten Art. Die Funktionen f,(7), f,(z),
fo(7) lassen sich nach der Theorie der elliptischen Funktionen
in anderen Formen darstellen, so daf ihr Verhalten an den

singuliiren Stellen zu deutlicherem Ausdruck kommt.
Es sei in der Umgebung des Punktes 7 = i I{*:

O.(r 4+ piw) O (10)

(')()(T) SR T — ZKI + l()"(/‘)o + l‘)“(lu)l(_r o ljf’)
+ D)y — 1K +
d* (),l(t -+ ;cw)) o o
dt* ( C) (7) A ) ) (_[ 21(,)/4_] + x! :)"(‘“)z
+(/+ ) ,) (LL)/+1(7—21 )+ "
o (T) Y

o (1) — L + 9+ 9z —iK)
Dy (T — i N2 4 -
d= (6 W@y . nld oy
dt* (Oi(iz)> =ilal) ( ZK') #tl g
1
-+ G T, 2k G- (z — 1K) 4 -
Dann gestaltet sich die Darstellung von f,(7) so:

2x4741 /6, (T + (u 4 J')im)
— (e, / 1) (e f) r t 36
fi(r) = L Cos d75< 0, (1) ) (36)
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wobet
(. f) =) (1,2) =3; 2,3)=1; (% 1) =
(@) = (5, 6)=0; (1,0) =1: (2,0) =2; (3,0) =3
diese Formel (36) gilt fiiv den Fall, daf nicht gleichzeitig
v =20; (up) = 0.

Wenn diese beiden Bedingungen erfiillt sind, ist:

2o il ds 5
hE) = Aty + X dig o (8 D) o

(das Residum verschwindet).

Die Konstanten ¢ und d sind durch folgende Gleichungen
bestimmt, die sich durch Gegeniiberstellung der Laurentschen
Reihen ergeben.

(Die Indices (a, 35 w1, v) sowie %, i werden wir hier nicht
schreiben.)

Cropirpr QA A1) p(t-r) = —CGeb2)1 2! Gu(10) 05(v)
c:[£=2x+7 bis x+7+1]=0
Coi (020 Oy (prv) = (4-2)! 2! 1')'“(‘1,¢)19ﬁ(1')z

ot B (petr) = (1 et )m(u)ﬁﬂo»Jr/
+ ,:! 2! D (1) O (v)

usw.

dopir - (224110 = — (1)1 2! 9, (1) Fs(»)
La = f p=—v]

(Z,+, (/—{—/)' d = (/+/)‘ x ! e’)“(u)ﬂﬂ(v),t

241 y o 5 an 1 q
d()+ ;E d&‘ * S‘ Q)S o (7‘1),{—}_‘(2 +/~)y (( +//—:_1))‘ )"('”)'9/’)()')2“*‘/:‘*‘1
M !
(__ 1)/ 4 ("' ;): 19 (1() +1 3 (J)

+ Get-2)! /! Fo(10hg 2 Pp(0)...

Die Funktion f,(r) lift sich so schreiben:
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2

i & (Ot + piw) -
p— ((( u) ‘
) = S st e (ol ™) (37)
wobel
(La,+,+1(7/+l—{—1)‘0 (u) = -—(/—}—7)' ARV :),l(u)
(y+)) “ G« Baftr

a, %! 9,.(10) = (— 1)’( +4)!
-} ! /.! l‘)Z -9.(a0)

Usw,
Endlich ist
oy EER & (00 N
fg(r) S b‘/., P10 T 2]_[: bz,/. el (ZT:<(')0(T)> (”‘S)

wobel
7'3/+/+1 (7/+7+ 1)' = - ("‘}‘;)' %!

it (2/ —}— 2 —}— 1)

b, + ‘Sb;-“'f)-———l"’"( ) V) IR

(..4/ + 1)'
—1 i

(=1r A1)

4 Ge 4 A ! Dgs
Nach dieser Vorbereitung fithren wir den formalen Aufbau
des polaren Hauptteiles der Funktionen /%) ~und (v} =~ aus.
Die Elementarfunktionen schreiben wir
meineren Form, die spiiter einen besseren Uberblick ither die

wesentlichen Punkte gewiihrt. Nimlich:

/—}l"

in einer allge-

: L - 14)
Pf):)” == L”t(u))o ) (r)
; d 0, (39)

m) — 7,
LI’ Jedr 6,(x)

A Rm
mit den Koeffizienten (3)(”

!P
Ferner:
6.(7) O (14 im)
(1 (i (0 .
vo = L‘ 4500 o () o(7) + L’Jooo o1 6, (1)

()00
()e(r —im)

+ "‘,‘(/(1‘) . =
%.r 000 ¢ —1 (.)O(T)

- erhilt dieselbe Form wie 1)

(39a)
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Dieselbe Form erhiilt (<, mit den Koeffizienten {/J‘."’e usw.
(GO '

und - "(—’,, mit den Koeffizienten dg{" usw.
s T

Die aus den Elementarfunktionen abgeleiteten Funktionen

R Gw P A% R

tmn’ tmn’ tmn? Imn? tmn?

same Form :

7D erhalten die gemein-

“ 0, ()
¢ %
lmn Jr 2-’ lmn |7 (lT - (T)
300 d= O (‘r)
U\ (1)
+ % 20-1 Imn|ex (ZT O (T)

3 4 * Ot +vim) (40)

;¢
° i L, e 6 (1)
D Zly 203 Clian v, dt Oy(7)

3 P O, —riw)
+ 20" ZJ }-J/ ilmn e, —v, CZT (-)O(T)

+ L [10garlthmisch-polm'er Teil und regulirer Teil].

<

Die Koeffizienten ¢, die wir fiir die einzelnen Funktionen
mit dem entsprechenden kleinen Buchstaben bezeichnen werden,
sind Funktionen von #(z); sie sind an den Stellen

= iK'+ 2mK -+ 2mi’
reguliir, haben jedoch Pole an den Stellen

=2mK - 2mi K, 1=K+ 2mA -+ 2m i K’
und

= K+ il + 2mK 4 2m'i K.

Diese Singulm'itiiten der ¢ miissen sich mit entgegengesetzten
in L aufheben.

Die Zahlen € und N sind abhingig von I 4 m + n.

Die Elementarfunktionen haben bereits die -— sehr ver-
einfachte — Form (40).

Wir setzen [ +m +n=P; a4 -+ y = 4.

Wir leiten nun die Funktionen U ound (x) in der

Form (49) ab, unter der Voraussetzung, daly alle BY o upin

oo . o - o .
('l-u,m- finey wobel nicht gleichzeitic « = 0, g ==0, y = 0,

bekannt sind und zwar in der Form (40).
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Dabei ist
fir BY, 0= d(P—d)=8; N=3(P-d)—2
fir (0, 0= 5(P—A)—1; N=3P—A)41. D

Die Fun]\tlonen RO und G - enthalten dann nach
Gleichung (5) eine Summe von Produkten von Funktionen der
Form (40); diese werden mit den Formeln fiir f,(z), £,(x), f,(x)
[Gleichung (36),(37), (38)] umgewandelt, so daf sie beide wieder-

um die Form (40) erhalten. Es wird dabei

fir RO 10 = 5P —5; N=3P— )
fir @ :C=5P—-2; N=3P—1. Eo)

Die Koeffizienten werden durch Formeln dieser Art be-
rechnet (hier treten die Grofen c“/+” usw. auf):

m —_ 2_4“[3/ (1+H (l+°)

/m n — o, m—f, n—y u, By
WA SR (5 o) p+2) r
L”+"" L“P [ '1—+a m-pgn—y /+/ o, fy = b” %0
- N ({+41) 4D .
+ Le 21 24/'+"’ 2—!“[’)7 l—a,m—f n—y e, z+/ a, Bve —v x d“: A0
i - 1 B
—}— ‘lz,,. . Lvel Glelchung )]

o P2 ey 4
/lmn 245 P-5 = Lu[’ 71 u, m—p, n—; /+/ ::,—i[—}“ » bz',‘ #pit 1 (4';)

41y {i-4+2) (e, 0)
+ Le 2—4(‘/) 7l—u m—p n—y e, nti )u, By e dz # w41

4D (1+2) de.r —)
+ }.:‘2.:‘ By l—u,m—ﬂ,n—; €, /+/ afiy e —v Z/ Aol

wobhel

24 A=5(FP— A)—3; x=54—3 usw.

Nach Vorschrift der Gleichung (7) werden mittels der
Gleichung (39) die Integranden von P4 und I') ~in der-

Imn Imn

selben Form (40) abgeleitet und daraus durch partielle Inte-
gration, eine endliche Anzahl mal ausgefiihrt, die Funktionen
Py und 'Y selbst gewonnen. Dabei entstehen Glieder des

polaren Teiles nur durch Integration von Gliedern der Form

dz
. ],c, wenn » > 1.
dr*
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Die letztgenannten I'unktionen erhalten also wiederum
die Form (40) und zwar ist

fir P (= 5P —1

S INEE 5 N=3P—-2
fir I :C=5—2; N=3P.

“lmn

(44)

SchlieBlich geben die Gleichungen (6) die gesuchten Funk-
tionen Y und (+% wiederum in der Form (40) und es ist

Imn “lmn

fiir B (' =5P—3; N=3P—2

) ) 'mn i . (45)
fir GY) O =5P—1; N=5P41.

Diese Gleichungen (45) sind dieselben wie Gleichung (41),
wenn P — A an die Stelle von I’ tritt.

Fir P =1 lassen sich die Funktionen R% —und G}
leicht in der Form (40) darstellen; nach unserer Auseinander-
setzung haben sie also fiir alle P =1, 2, 3 ... diese Form (40).

Wir haben diese Betrachtung kurz gefait; die Ausfithrung
ins einzelne verlangt die Mitteilung lingerer Formeln. Das
Wesentliche ist gezeigt: die Form der Funktionen R{” ~und

(%), insbesondere ihrer polaren Hauptteile und die Moglich-
keit und Methode, diese aufzubauen.

Eme eingehende Untersuchung iiher das Verhalten der

Funktionen an den singuliren Stellen miissen wir fiir eine
andere Arbeit vorbehalten.

Sitzungsb. d. math.-phys. K1, Jahrg. 1914, 22
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