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Uber das Verhalten von /' (x) fiir lim » = =, wenn
f(x) einer linearen homogenen Differentialgleichung
geniigt.

Von Oskar Perron.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 3. Mai 1913,

Herr Nérlund hat in seiner Arbeit ,Fractions continues
et différences réciproques®?) unter anderem die Frage behandelt,
wie sich die »% Ableitung f'(z) bel konstantem z fiir lim» = o
verhiilt, wenn die Funktion f(z) einer linearen homogenen Dif-
ferentialgleichung geniigt; dabei werden die Koeffizienten der
Differentialgleichung als rationale Funktionen von z voraus-
gesetzt und die singuliren Punlte sollen, aufier allenfalls 2 = oo,
lauter sogenannte Stellen der Bestimmtheit sein. Herrn Nir-
1)

r!

lunds Methode besteht darin, daB er fiir - eine lineare

Differenzengleichung aufstellt, auf welche sich dann, da ihre
Koeffizienten rationale Funktionen von » sind, die sogenannte
Laplacesche Transformation anwenden Lift. Da aber bei der
Laplaceschen Transformation immer eine Reilie von Ausnahms-
fillen bleibt, die eine gesonderte Uberlequng erfordern, so hat
diese Methode den Nachteil, daf sie zur Unterscheidung zahl-
reicher Spezialfiille zwingt, wobei die Gefahr sehr grof ist,
doch den einen oder anderen entschliipfen zu lassen. Obwohl
Herrn Norlunds Arbeit in der Erledigung dieser Spezialfiille

5 Acta Mathenmatica 84 (1910).
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sehr sorgfiltig ist, scheint es mir doch nicht tiberfilissig, wenn
ich im folgenden das Problem nach einer, wie ich glaube, natur-
gemiifieren und jedenfalls einheitlicheren Methode behandle.
Dabei gelange ich zu einer wesentlich priiziseren Formu-
lierung des Resultats und kann auberdem in zwei Punkten
tiber die Norlundschen Untersuchungen hinausgelien. Hrstens
hat nimlich Herr Norlund nur den Fall durchgefiihrt, daf3
in dem Integral f(2) an einer singuliiren Stelle ¢ hichstens die
erste Potenz von log (# — «) auftritt, withrend ich alle Tille
behandle. Zweitens aber brauchen bei mir die Koeffizienten
der Differentialgleichung keine rationalen Funktionen von z zu
sein. Es gelten dann die gleichen Resultate, wihrend man fiir

,
f—(:,(ﬁ) keine lineare Differenzengleichung mit in » rationalen
Koeffizienten angeben kann, so dafi die Verwendung der Nor-
lundschen Methode iiberhaupt nicht moglich wire.

Zum Schluf setze ich noch einige Anwendungen der er-
zielten Resultate auseinander. Insbesondere mdchte ich auf
§ 3 hinweisen; die dort gegebene Herleitung der Ubergangs-
substitutionen fiir die Integrale der hypergeometrischen Dif-
ferentialgleichung scheint mir wesentlich einfacher wie die seit-
her bekannt gewordenen Methoden.

§ 1
Hilfssatze.

Wir setzen, unter p eine komplexe Variable verstehend,

IS¢

ole+1)- - (e+r—1

A - = . ) = 2 e{)). v o)
(1) Lot ) =123 .0
Dann ist offenbar fiir » >1
y f. (o) (0 4 5)so !
2 =7 == N :
(") po—1 ¢ !:ll (s *_ 1) !

also auch?)

) S, etwa N. Nielsen, Handbuch der Theorie der (famma-
Funktion. Leipzig 1906, S. 13,
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6] Inn f ( ) = I"¢ (o),

r="" -
wo wir nach dem Vorgang von Weierstralh mit I'c(o) die
reziproke Gammalunktion bezeichnet haben. Dabei ist unter
e~ der eindeutig bestimmte Wert

),9——1 — {)u_)—-A) log»

zu verstehen mit reellem Logarithmus.
Wir wollen jetzt die Anniherung an den Grenzwert I'c (o)
noch etwas genauer untersuchen und beschriinken dabel o auf
ein Gebiet o <P, wo itbrigens P beliebig groB sein kann.
Wenn wir zunichst noch die Werte o =0, —1,
ausschlielen, so folgt aus (2) und (3):
Fe(o) 7 ( ) H("(“le‘*;_ _fI 1+
AR S

s=r s=

Daher auch:
filo) N 0 1
log Fe (o) — log ”" ] }; log {1+ ) —elog {1+ ]|

Nun folgt aus der logarithmischen Reihe mit Leichtigkeit fiir
s>P

| ! >2 ) 3 5
1Og<1+€>—glog(1+ i) <,] —1?1+1{,+_1

267 388
C C
—+ < S" < ( __ ﬁv
wo (' von s und ¢ nicht abhiingt. Daher fiir » > I:

) = ¢ C
log Fe(0) — Tog " Q <30 Y
¢ =l 5 (s — I) r—1
s=»
Setzt man also
‘ 1
) O
log f’(_‘l) — log I'e (o) = ,
e v—1
so ist |9 <1, und man erhiilt:
Sitzungsh, A. math.-phys, K1 Jahrg, 1913, 24
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oc
% (0> = Fe¢(o) er'.

Folglich auch

:Fc(g)(e%_Q’ Il[(*i'—l) -

y

| ]; ’( )1) Fe(o)

wo M das Maximum von | Fe(o)| fiiv o, < P bedeutet, und
wo (" von » und ¢ nicht abhingt. Diese Ungleichung gilt
aber offenbar auch fiir die bisher ausgeschlossenen Werte
0=0, —1, —2, ..., —(»r -1), weil dann die linke Seite
verschwindet.

Da die Funktion

f,(0)

,’,u—-

- e (e)

fir o' <P reguliiv ist, so lifit sich ihre wute Ableibung fiir
0 < P nach einem bekannten Satz folgendermafien darstellen:

(Zd:)l” (f, (0)> T (o) = 27 v f(f(—‘) =il )) (# —(15."+"

das Integral in positiver Richtung iiber die Kreislinie ¢ = I’
erstreckt. Wenn wir nun o sogar auf das Gebiet [0 <P —1
beschriinken, so ist auf dem ganzen Integrationsweg 'z—o0 > 1;
ferner nach dem sochen Bewiesenen

[®

| e
Daher folgt:

" 1/ v p
f d ( (0)) I’c"”(o)l< fc g, _mer

a Qu -1 v P
Nun ist identisch

o f.(0) SR\ dee o dr (o)
/“)({) (Zl)"( B po—l Z d ok=r (=) - d o \ o]

=0

N ; <7> o~ (logg Pyt - d“” </ '(_'_))>
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Also, indem man auf die Terme unter dem Summenzeichen die
letzte Ungleichung anwendet:

ke 144

& . C
(k) yo—1 R LI APV 3) | y0~1 T L
100 =33 (3) v o e @) < e g

n=u
wo auch " von » nicht abhiingt.

Indem wir eine bekannte, von Herrn Landau eingefithrte
Sehireihweise!) benutzen, konnen wir die bisher gewonnenen
Resultate formulieren in

Hilfssatz 1. Setzt man, unter o eine komplexe
Variable verstehend,

. 0 1 | ot
[y (0) = et ) 5’ ahic !

& -

(r=1,2,3 ...,

so 1st

fi(0) = I'c(o)re! + O(r2)

und allgemeiner fir £ = 0,1, 2,

@ =y ( 7') T (o) (og »)t= + 0 (3272 (log ).

=

Sei jetzt 2z eine komplexe Variable. Ist 5 eine positive
Zahl kleiner als 1, so legen wir in der z-Ebene vom Punkt
1 -9 aus eine Schleife um den Punkt 1
herum, die nach 1 4 3 zuriickliuft s
und ganz im Kreis ¢ — 1 <y bleibt, 0 (Q‘/‘Z’LV
so dalz der Nullpunkt aulierhalb ist. \ 1%

Diese Schleife, in negativer Rich-
tung durchlaufen, nennen wir S
(I'ig. 1). Daun heweisen wir den

Hilfssatz 2. Ist ®(2) eine fir z— 1, <z reguliire

analytische Funktion, so gilt die Formel

IO

e = D) Fee)rt 4 0(r-2),

)

S

) Siehe z B. dessen Handbuch der Lehre von der Vertei-
lune der Primzahlen, Leipzig 1909, S. 581,

21*
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und allgemeiner fir b =10,1,2...

(= 1F f D)L= ellogd—a)f

2t e
s
k ~
= Q1) re-! Z (ZZ) e (o) (log v)i—r + O(r2=2 (log »)Y).

="

Dabei bedeutet log (1 —2) denjenigen Zweig des
Logarithmus, weleher im Schnittpunkt der Schleife S
mit der Strecke 01 reell 1st), und (I — 2)7¢ bedeutet
¢ g]og(l—z).

Zum Beweis gehen wir aus von der Binomialformel
(4) I—ae=D (e  |2l<L,
r=u

wo fi (o) fiir »>1 die in Hilfssatz I auftretende Funktion ist,
und f,(¢) = 1. Da die Reihe (4) bei konstantem z gleich-
miiig im Bereich [¢ <P konvergiert, und ihre Glieder regu-
Lire Funktionen von g sind, darf man beliebig oft gliedweise
nach o differenzieren, und erhiilt:

(3) (= (L —2)~2[log (1 — )

"

= () f <.

1=t

Von jetzt an sel o konstant. Aus (5) ergibt sich fir

¢

{1 (o) die Bedeutung:

(— 1y @

ff,") (0) = o kl,e"'{(l —2)7[log (1 — ,g)'i/.-}z:m

und folglich ist auch

_ 13 — -0 — 2 |r
[ () = ,(2_:[1?./) J",(L__Z) Nl:lflza‘iq 2) ]! e

wo der Integrationsweg irgend eine den Nullpunkt in positiver
Richtung umlaufende geschlossene Linie ist, die den Punkt 1
aulierhalb Lift. Beispielsweise kann man den in Fig. 2 ge-

k)

1) Beim Durchlanfen der Schleife durchlingt der imaginiive Teil
von log (1 — 2} die Werte (<ai...0... — 79,
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zeichneten Weg wiihlen, der sich zu-
sammensetzt aus der schon beschrie-
benen Schleife S und dem Kreis K|
dessen Radius 14# und dessen Mittel-
punkt der Nullpunkt ist. Auf dem
Kreis & ist |2| =1 4~ 4; ferner bleibt
(1 —2)~2 [log(1—&)]* absolut unter
einer Schranke 3/, und man erhilt:

L paegizalty, L p W W

2n (

270 Pax
K K

Daher wird

/}’I:) (0) — (— 1)ﬁf (l —‘,;f:)—-y Uog(l ~ ‘g)]lc B 9

2 7i P Ge Gy

wo ¢ <1 ist. Mit Ricksicht auf Hilfssatz 1 folgt hieraus:
’ (— 1) j(l — 2)~2{log (1l — . A 4

2ai Zrt
(6)
l = pv~! L < ) I'¢t (o) (log )i 4+ O (w2~ (log 1)*).
u—|l A

Damit ist der Hilfssatz 2 bereits fiir die spezielle Funktion
@ (z) =1 bewiesen. Um ihn allgemein zu beweisen, setzen wir
zur Abkiirzung

-1 )ﬁ <7\> b c‘“‘(n) (10,“,)1c—u = 0,

u=‘)

und gehen dann aus von der Identitiit

R R

9 i skl —r])(l) Q.

(1){ l)kf(l—z)“"l_lo g(1— ) d:___”}

27 Uy <

Ay,

+(—1)’ jl‘f’ ”)—(1’(1)](1— ?) @ {log (1 -

27 it

R
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Nach Formel (6) ist die geschweifte Klammer gleich
O(lye=21 (log v)").

Der Hilfssatz 2 wird daher bewiesen sein, wenn wir zeigen
Lkonnen, dak auch

J‘l—([) N) - ([)(1) l (1 —z) e I:log (1 ")1,‘ » e ()( P2 (10(,.,,,)1()

1+l

ist; oder einfacher, indem wir

DH—P) _
——1 =7
setzen,
(N (1 — 2)e — )
@ [TAA=D2losU=IF . _ (-2 gogap.
5

Zum Nachweis dieser Formel bemerken wir zuniichst, dal
die Funktion ¥(z) im Kreis 1— 2 <y reguliir ist und daher
absolut unter einer Schranke G bleibt. Wir wollen dann bei
dem Integral (8) den Integrationsweg in erlaubter Weise ab-
indern, indem wir zuerst vom Punkt 1+ 4 geradlinig nach

1 I , . 1
14 > gehen = < |, daun auf einem Kreis /(, vom Radius

-
um den Punkt 1 als Mittelpunkt in negativer Richtung herum

und schliefilich von 14 1 - geradlinig nach 1+ zuriick. Wir
erhalten dadurch:
j’II(”)(l -&)'#[log(1=2)f , fl/@(_l—")‘ ¢llog(1=2)f

P -I—l —r-1

s K,

. fq/()(mu— 9 (z =1y~ [log (s —1) + =i}t

~)f—l
]+1/
11/ e--rx(l——/)(~_.l 1-2 10(" g—1) — B
+f (2) S B A DL U

14}

»
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wober in den geradlinigen Integralen log (¢ — 1) den reellen
Logarithmus bedeutet, und

(Z _1)1~g — c(l—g)log(z—l)

ist. Da der neue Integrationsweg ganz im Kreis 11—z <p
verliuft, ist auf ihm durchweg W(2) < G. Auf dem Kreis I,
. 1 . :
ist auBerdem 1— 2 = ¢~ wo ¢ von —n bis 4 = liuft;
’)l
daher
L Lot 1. \¥
(1— o) 2log(l — )]t = )v’-‘— etve=D{log ~ —ig t
v
< C 1yt (log ),

wo (' von » und von der Stelle ¢ auf K, nicht abhiingt.
Ferner ist auf X,

, " 1 1 .
o] = 1 — =iy > (1 — 1) > 3 (fitr groBe »),

y

so dafi man erhiilt:

: j_’f’@(lf z)'—e [tlf)g(l —a) [ dz < fg GC vt (log r): \dz
| Pansl - o ~

K, K,

9
: Py A
= 3GC v (logr)* ik

Die beiden geradlinigen Integrale auf der rechten Seite
von (9) kbnnen wir gemeinsam behandeln. Is ist

iy ) .
| Vet =2 (z —1)—2[log (¢ — 1)+ ni)f
5 [Her e D losb =Dt nil
ol
1+’}G1 +i(l ) ( 1 \(1 )
et =a(z —1) 2| (logy ++ @)* ,
<[ s Dl ogr k)
~
1+11T
14y

s —1)-e
< U, (log 1')"f ( qu_)l' | dz,

1
I+
.



e ¢
364 0. Perron

wo €, von » nicht abhiingt (ebenso wie nachher C,, (). Nun

z—)
iiberzeugt man sich leicht, dal fir 1<z<<2 stets 2 g>e 2
186, also auch

g~1 -
e
2H >e P >e ¥

Daher
Iy Ly 14 S
J (” —”‘_q,_)l_;f dz <f’( 1i-ele S P

Oder, indem man rechts die Substitution & =1 -+ " macht:
V

14y vy _r -

(~ _1)1-—”‘ z-cle 2da _Z
z 4= | k | yo—2 2=
f pan dz <f o <lw J\e x
1 !

1

<

dux

1 -2
= (], po=?

Trigt man jetzt die gefundenen Abschiitzungen in (9) ein,
so kommt:

=2 e llogd =T,

'.)—{-1

..,,7

360 e log )~
+ 2 (/’1 (108. 1,)]: 02 | po 2 ] — 613 :7,1‘» -9 (log ],)7:‘

Daraus ergibt sich nun sofort die zu beweisende Formel (8)
womit auch Hilfssatz 2 bewiesen ist.

§ 2.
Der Hauptsatz.
Sei y = f(x) ein Integral der Differentialgleichung

(10) YU o @y @)y =

deren Koeffizienten in der ganzen z-Kbene eindeutig sein migen.
f() sei an einer gewissen Stelle z, reguliir, und die der Stelle z,
nichstgelegenen singuliiren Punkte von f(2) seien in endlicher
Anzahl » vorhanden:
(1D a

by fyy vy Uy
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Wir setzen dann:
(12) w, —xz, = I (A=1,2,...,7).

Im allgemeinen ist r=1; nur bei spezieller Wahl von z,
kann +>1 sein. Wir setzen weiter voraus, dal sich f{x) an
den Stellen (11) bestimmt verhilt.

Bs sei jedoch bemerkt, daf die Differentialgleichung (10)
sehr wohl noch andere singuliive Stellen im Kreis |z —x,| < It
haben darf; sogar x, selbst darf eine solche sein. Auch brauchen
die Stellen (11) keine Stellen der Bestimmtheit zu sein in dem
Sinn, dat jedes Integral sich bestimmt verhiilt. Nur das ins
Auge gefafite partikuliive Integral f(z) muf8 die angegebenen
Figenschaften haben; auf die anderen Integrale kommt es uns
nicht an.

Nach unseren Voraussetzungen hat auf Grund der allge-
meinen Theorie der linearen Differentialgleichungen die Funk-
tion f(z) in der Umgebung der Stelle «; die Gestalt

(13) f@) =y (@ — )= log(z — a) ' P01 (2 — @),

e

wo die Exponenten s, im allgemeinen komplex sind, withrend
fiir 7 meistens nur der Wert 0, ausnahmsweise aber auch die
Werte 1, 2, ..., »n miglich sind; die ¥, ;; sind Potenzreihen?).
Nun st
[z 1 [@)dx
(14) e B A

y! 2aid (@ — z)y+

wo der Integrationsweg eine den Punkt x, in positiver Rich-
tung umlaufende geschlossene Linie ist, welche die singuliven
Punkte von f(z) auBierhalb liBt. Wir beschreiben um z; als
Mittelpunkt einen Kreis i vom Radius (1 -+ ) R, wo 5 zwi-
schen 0 und 1 liege und so klein sei, daB f(x) im Innern und

1) Es kommt im folgenden nur daraut an, dafi f(2) in der Um-
gebung von «; die Form (13) hat; die Differentinlgleichung selbst spielt
weiter keine Rolle. Auch ist nicht ausgeschlossen, dafs der Punkt a; in
Wahrheit gar nicht singulir ist, indem nwr 1=0, r_, = 0,1, 2, ...
vorkommt.

)
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auf der Grenze von K keine anderen
singuliiren Punkte hat als ¢, a,, ..., «,..
Alsdann wiihlen wir in Formel (14) als
Integrationsweg die aus I'ig. 3 ersicht-
liche Linie, wobei die Schleifen um die
Punkte «,, a,, . . ., @ herumfiihren,
withrend die Kreisbogen dem eben ein-
gefithrten Kreis /€ angehéren. lis ist
Fig. 3. also

F) <~ 1 f(x)dz 51 [(xydx
(15) ot T %:J:) rzif(;—_fc’n)"'“” - ; 2 nif(.L‘_~ )yt
7 1

wo S, die Schleife um a, bedeutet, withrend mit 7’ die Bogen
des Kreises I bezeichnet sind.

Auf dem Kreis K ist nun f(z) regulir, bleibt also absolut
unter einer Schranke G ferner ist 'z —z, = (1+ 3) 12, so
daff man erhiilt:

L | f{xydaz 1 HJ Gidx G

== i TN Pl = T e
!/Z:f ‘zrmT‘ (z—xzy)* 27[22:]’ . (14 yyH et (14 gy 1o
Also nach Einsetzen in (15):

/‘(1)(xn) . '_1 1 /(1‘) dw » . oy P
a6y B =35t Sy O R,

Auf der Schleife S; hat f(x) die Form (13), so dal sich
zuniichst ergibt:
L[ f@)dz
2aid (x — z)yt!

S
=3 L [l winlog@ — )l Burste = gy,
T2 (z — z )yt

S
Auf die Integrale der rechten Seite wenden wir die lineare
Transformation
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r— 1,
w, — &,

an; dadurch geht die Schleife S, iiher in eine den Punkt z =1
umlaufende Schleife S, wie sie in Hilfssatz 2 vorkommt, und
man crhilt:

1 f@)dx __:z“(xn——a,) 1

27id (@ — w)yt! (0, —ay 2mi

3,

y f_ﬁl_—j_)’i"ﬂog.Q—f)ﬂ%ﬁzfg@l Bonilwy—a)(1—2) 4
R Z

Oder, indem man [log (1-— 2) + log (2, — a;)}* nach dem hino-

mischen Satz entwickelt:

fyde (7, — '™ o .
_‘:m (x——x - _2-4 (a/—xo) 2( >f10 (g — ;)] %O, 1,

k=0
wobel zur Abkiirzung

f(l — &)t - )PV n (g — ) (1 — 2)) dz =0,
2mi ot

gesetzt wurde. Nach Hilfssatz 2 ist aber

k

@1', = (_ 1)1; (BZ, il (O) 1’— )'z, —12 (ll;) 1{10(‘11) (__ 7.2’ ;.) (108 7,)!: — 1t

u:U
) AL
4 O =272 (log 1M,
Setzt man dies oben ein und vertauscht dann die Reihenfolge
der Summationen nach ¢ und %, so erweist sich die Summe

nach % als eine binomische Entwicklung,
Zusammenfassen:

l f ("‘J) dx (@0 — @) I N i Lo g
27 af(x — gyt ;]—(7‘/ —z,) (=1 Hnu(0)r

X L ( ) Iret (—r, ) [logy — log (v, — a;)]—*

="

+ 30w — a7 v 5 7 logv)).
ol

und man erhilt durch
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Statt des letzten Gliedes kann man, well (a, — 2| = I ist,
schreiben:

300 1 g,

Z’l

Natiivlich lifit sich diese Summe auch durch ein einziges 0O
ersetzen, indem man offenbar nur ein Glied hichster Grilen-
ordnung beizubehalten braucht, also ein Glied, bei dem der
reetle Teil von ». ; am kleinsten ist, und das zugehorige [ am
grofiten. Doch ist es bequemer, die obige Summenform stehen
zu lassen.

Indem man endlich die letzte Gleichung nach 4 summiert,
ergibt sich mit Ritcksicht auf (16) die in dem nachstehenden
Satz enthaltene Formel:

Satz. Die Funktion f(z) sei im Innern eines Kreises
mit dem Mittelpunkt 2z, und dem Radius B reguliir,
withrend auf der Peripherie eine endliche Anzahl sin-
gulidrer Punkte liegen soll: «,, «,, .. ., «,. In der Um-
gebung von «, habe f(z) die Form

f0) = D — )~

0

\z, il (uL - 66;.) s

wo die 1, Potenzreihen sind.
Dann gilt fir den Mittelpunkt z, des Kreises die
Formel

() (4, 7,
e ZJZ((a ) ( 1P, 5,0 (0)y "2

r!

i

~+ 12 Z U~ p T Ima R (log1)").

=1 1

! .
A E (l> It (— /rz,;.) I_lOg Y — log (g;o S a/i)]lﬁu

In diesem Satze sind speziell auch die erwiihnten Nor-
lundschen Resultate enthalten. Wir wollen den Fall, dal
keine Logarithmen vorkommen, noch besonders hervorhehen,
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da dies doch der gewohnliche Fall ist!). Dann hat f(2) in
der Umgebung von «; die Form

fl@) =Y @ — ) P, (2 — @),

und es ist

/-(,q(xo):ZJL( Cl/‘ : l//(o)]' (_7//>’ Vi 2T

n TR ()

+ O(R-7»=5-9),

wo mit s der kleinste reelle Teil der Exponenten », ; bezeichnet
ist.  Ubrigens wird die Summe im allgemeinen auch Glieder
aufweisen, die von geringerer oder gleicher GroBenordnung sind
wie Br~=s=2 niimlich alle diejenigen, bei welchen der reelle
Teil von #. ; nicht kleiner ist wie s 4 1. Diese kinnen natiir-
lich weggelassen werden und sind ohne jede Bedeutung. Ent-
sprechendes gilt auch im allgemeinen Fall, wenn Logarithmen
auftreten.

Erste Anwendung: Ubergangssubstitutionen.

Unser Satz ist niitzlich zor Berechnung der sogenannten
Ubergangssubstitutionen, wie wir am Beispiel der hypergeo-
metrischen Differentialgleichung
17) @(1— )"+ [r “t Paly—apy =
zeigen wollen.  Zur Vermeidung von Komplikationen setzen

wir voraus, dalk y und « 4 — 7 keine ganzen Zahlen sind.
Dann hat die Dlﬁ'elentmlglelchung die folgenden vier Integrale:

(¥, = I(a, fi, 7; =)
lge =o' Flat+1—yp, f+1—y, 2—y; 2)
Yy = I, p, 1+ a+ [ — 1—:1')
=1 —ay Iy —a, y Jl—a =g+ 1—2),

(1)

H

(19) Lo

1) Diesen hat auf andere Art auch Herr Darboux behandelt, der
im wesentlichen unser Resultat fand (Journal de mathématiques pures
et appliqudées, sér. 3, tome 4 (1578), p. 1 {1, namentlich p. 19 - 200,
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wobei

ap

20) I'(a,p,y;a)y=1+4 e @ - @ (« —}—771)/5)([')_—*— 1) 22

1-2.9(y + 1)
ist.  Wir benitigen weiter nur noch die bekannte Formel

(21) (1 — @yt Fla, B, y;2) = F(y —a, y — f, y5 2).

_l_...

Da nur zwei Integrale linear unabhiingig sind, so existieren
in dem gemeinsamen Konvergenzgebiet, also in dem den beiden
Kreisen 2 <1, 1—u2 <1 gemeinsamen Bereich Relationen
der Form

(22) y, = Ay, + Dy,
(23) Yy, = Cy, + Dy,

mit konstanten Koeffizienten 4, B, €, ), die wir herechnen
wollen. y, ist an der Stelle @ = 0 reguliir; der niichstgelegene
singuliire Punkt ist # =1%); in der Umgebung von # =1 hat y,
die Gestalt (22), wo rechts die Werte (19) einzusetzen sind.
Daraus folgt nach unserem Satz:

()
(']/' ) = BFc(u + 4= prtf—y—1 -+ ()(>1"‘+ﬂ_7'—2').
=0

r!

Anderseits ist hier die linkeSeite der Koeffizient von 2 in der
Rethe y, = F(a, p, y; x); also mit Riicksicht auf Hilfssatz 1:

(y‘["'> _ a(a+1) - (a+r-1)p(p+1)---(pf +r-1) _ fi(@fi(p)
Joms T T LA D G T £
__Te(a)Fe(p)
o Fe(y)

p!

prtf—y—1 + ()( y't+/"—:'-—2‘)_

Durch Vergleich der beiden Resultate kommt:

(24) BFe(a + f—p)=""° (‘]‘)CJ(J‘;(’Q)

) Nur wenn « oder f# einen der Werte 0, — 1, — 2, ... hat, ist ¥,
ein Polynom, also 1 kein singuliiver Punkt. Aber das iindert nichts an
unseren Uberlegungen ; vgl. die Tufinote S. 365.
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Um c¢benso A zu finden, multiplizieren wir die Glei-
chung (22) mit (I — z)**#-7. Dann ergibt sich mit Riicksicht
auf (21):

IP(y—a, y—f,y;2) = A —z)y 7 I'(a, fy 14 a4-p—y; 1—2)
+ BIF(y—a,y—p, 1l—a—p+7y; 1—2).
Die linke Seite ist hier fir z =0 wieder regulir, und der
niichstgelegene singulire Punkt st 2 =1. Also folgt aus
unserem Satz:
FO@G —a,y— 75 0)
N Mnss
=AFc(y —a— == F1 L Oy —0mF—2),
Anderseits ist nach Hilfssatz 1
LG —oy—p7:0)  fiG—af(r — )
vl fr ()
Fe(y —a)Fe(y — f)
1 L3

. ;l—u—/:—l__*_ ()(l,;'—u—ﬂ—?).
Fe@)

Durch Vergleich der beiden Resultate kommt:

. ey  a)Fe(y —p)
9; AFc(y —a - fy =V —_
(25) 1Fe(y—a - ) Fe@)

Zur Berechnung von (' und 1) multiplizieren wir (23) mit

27~ "; es entsteht:
Flat+ 11—y, f+1--7,2—yp;)

@6)] = C0 —(d—a)y " Fla, f1 +atp—p1—a)

4+ DAz (L-A=-a))y I (y—a, -, 1wy 1-2).
Daher nach unserem Satz:

FOle41—3p4+1—52—y;0)
!

- [) Iﬂc ((l + I)’ — ;:) Py Bp—y 1 + ()( ]r"’l’/} i ‘—)b)'

Anderseits nach THilfssatz 1:
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0 (a1, ol =7, 275 0) _ filat1- DhG+1— 1)
y! (2 —7)
]_’c(a —{— 1— “’)1’ 0(/) —{— 1—

I
- pl iy - () et — =Y.
i +0() )

Durch Vergleich der beiden Resultate:

Feo(a+1—p) Fe(f+1—7)

@7 DFe(a+f— ) = T,

Badlich multiplizieren wir (26) noch mit (1 -— a)* /-7,
wodurch die linke Seite iibergeht in I'(1 — a, 1 — /5, 2 — 33 2):
das ergibt sich einfach aus (21), indem man «, f, b/\\. er-
setzt durch

a+1—y, p4+1—yp, 2—1.

Aus der so veriinderten Gleichung (26) folgt dann mit Iilfe
unseres Satzes:
O —al—p32—7:0)
!
.

= CTFc(y —a— b1 Qv =—F=2),

Anderseits lehrt Hilfssatz 1:

M'l—al—pf2—y0 L0Q—af.(0d—75
=" he-»
fc(l—a)]'c(l——/;)

= Fag—y IO

also durch Vergleich:

el — ) Fo(l — j
(28) OFo(y —a—p) = Fe(l—a)Iel /)

' ‘ N
4 0(2 )

Damit sind die Konstanten A, 0, ¢, I) herechnet, nund
man erhiilt die bekannten GauB-Kummerschen Formeln:

T Le(y —a) Ie(y — ) e Fe(a)IFe(f) .
oo T Teln ot — a— % T FopTow + f— ™
- )l _ Fe(l-u ]'((1—/; Fe(at 1= Fe(f+1-9)

|7 FeapFetap " ¥ ez Fe@ip-g
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Um umgekehrt y,, v, durch y,, y, auszudriicken, kann
man analog verfahren, wobei die singuliiren Punkte 0 und 1
ihre Rolle vertauschen; oder man kann (29) auflgsen. Die
entstehenden Formeln sind aber nichts Neues und lassen sich
bequemer aus (29) durch bloke Anderung der Bezeichnung ge-
winnen, indem man nimlich y durch 1+ a«+ f—y und =
durch 1 — 2z ersetzt. Man erhilt so:

Fe(a) I'e(p)

l/’ Fe(l+p-p) I'e(1+a-y) -

o) Teliati=g) Fe(i=) B Fo(lrarp-y) Foir DY
17 Pe(=a)'e(-f) . TFey-pleG-a)
W= Fe(-a-pp) Fe@Q-n " T Fe(l-a-prpe(z-1) 7>

§ 4.
Zweite Anwendung: Kettenbriiche.

Wir stiitzen uns hier auf folgenden Lehrsatz!): ,Irgend-
welche Griken a,, b,, X,, Y, selen durch die Formeln mit-
einander verbunden:

X=bX+1+a+1X+2 (1'=0,1,2,...)
Ir ——Z) Y+1+a,,_|_1 ,_{2 ('l’=0, 1, 2,)
iy, = 0

Dabei sollen alle a, und wenigstens ein X, von Null
verschieden sein. Dann ist, falls X :}:0 der Kettenbruch

,l |
X0 :
konvergent und hat den Wert X Ist aber X, = 0, so ist
1
der Kettenbruch unwesentlich divergent.®

I. Nun wenden wir uns zuerst zu der Differentialgleichung

(31) y=bay + ax?y"” (@ = 0).

1) Vgl. des Verfassers Lehrbuch: Die Lehre von den Ketten-
briichen, Leipzig 1918, S. 291, Satz 46, Zift. C.
Sitzungsb. d. math.-phys. Ki. Jahrg. 1913. 25
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Sind ¢,, 0, die Wurzeln der quadratischen Gleichung
(32) aolo—1)+bo—1=0,
woraus inshesondere
(33) b=a(l—g,—g)
folgt, so hat (31) die beiden Integrale
Yy, = a2
B [x?? falls o, == ¢,
7 |aslogz  falls o, = o,

¥

Wir setzen voraus, da& ¢, und ¢, von 0,1,2,... ver-
schieden sind, so daB der Nullpunkt fiir beide Integrale sin-
gulir ist. Jeder andere Punkt =, ist reguldr, und aus unserem
Satz folgt dann, wenn wir 2 fiir x, schreiben:

¥ z

= Cayp Felmedrma™l 4+ 0z rjpman?),

[ ooyt £ 0= ) fulls oy,

¥y
v ] — e Fel—e)(ogr —loga) + Fo'(— )
+ O(z —"jy—2a=2[log») falls o, = p,.
Setzt man daher
(34) (—ayyy = X,, (—ayyy =1,
so wird
v . X
(35) lim =0 falls o, = g, oder R(e,) >R (2,),

wo mit R der reelle Teil bezeichnet ist. Dagegen existiert
der Grenzwert nicht, wenn R (o,) = R(o,), aber g, - g, ist.
Durch »-malige Differentiation von (31) folgt nun:
[av(y—1)+ Dby — 1]y = — (b4 2a»)zy"+t) — q 22 yor+2),
Oder, indem man mit (— z)* multipliziert, sodann durch

ur(@p =1+ by —l=0a@—o)r—o9,)
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dividiert und endlich fiir b den Wert (33) einsetzt:

(—a)y” =
1 + 2y — 0, — 9
i HhT 0 2yl — ( o al caal
—e)b ey T
Da dies fiivr ¥y = y, und y =y, gilt, so erhilt man unter An-
wendung der Bezeichnung (34):

, 1+2y—90,—o0, 1 ,
X, = —2 X4 X,y
’ b — o)l —e) T o= a6 =z
(36)
lY,:liz"_Q Ly, — _,_1*171_0
T —o)(r—o) T — ) — 0y

Aus (35) und (36) folgt nun dem obigen Lehrsatz zufolge:

1 l
X, _1—o,—uo,  (— D(—o) (1—01)(1 o), o
Xl (—“1)( ) ‘3_01 Q@ - *)_O — 0 '

S Q2
(1_’)1)(1 92) .(2_91)(2_4)

oder, indem man den Kettenbruch durch einen figuivalenten

ersetzt, sodann mit o, 0o, multipliziert, und endlich fiir X,, X,

ihre Werte

Xo =Yy, =z, X, =—zy = — QX
einsetzt:
1— (1 in)(l 02)/ (2 — 91) (2 e 02)!
“TET 3 g —o 5—0,— 0,
(37) _B=0)B—0)

fir o, =0, oder R(o,)>R(0y): o0,0,+0,1,2,....

Das Resultat ist iibrigens nicht neu. Es ist ein spezieller
Fall des in meinem genannten Lehrbuch auf ganz andere
Weise bewiesenen Satz 10, S. 215. Setzt man dort speziell

1—op - 0 0, — 0,
a = Az‘lv P=*’21v5-— 2’"“7
so geht genau die Formel (37) hervor.
25*
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II. Herr Norlund hat a. a. O. in ihnlicher Weise die
hypergeometrische Differentialgleichung

(39) (@—ay + [r — (1 + a + Paly — afy = 0
behandelt, was wir hier in etwas modifizierter Form auch
noch tun wollen. Die Fille, in denen Logarithmen auftreten,
schlieBen wir dabel nicht aus; nur sollen «, f, y von 0, — 1,
— 2,... verschieden sein, damit die Reihe I'(«, f, y; x) ge-
bildet werden kann und nicht abbricht. Wir haben dann die
folgenden linear unabhiingigen Intergrale:

39) ¥, = F(a, f; 75 )
PP+ 1— 5 f 152 = 75 2)
falls y 21,2, 3,...

%zlmlwx+wﬂwfwa+%ﬁ+~o
falls y =1, 2, 3, ...,

(40)

wobel «,==0 ist; iibrigens bezeichnen wir im folgenden mit

Y+ ¥, auch das, was aus diesen Reihen durch analytische

Fortsetzung ohne Uberschreiten der Linie 1o hervorgeht.
Durch »-malige Differentiation von (88) folgt:

@+ 7)(f + 1)y
= [+ v — @v 4 1+ a4 Aa]yet) 4 (2 — aF)yoid,
Also, indem man -
(41) =X, =17,

setzt,

v 7 Tr—=Qrtlia+ o
’ (a+ (B +7)
xr — 22
RECERST R Ry
y o=@ttt pa
v (4 0 + )
x — 22

S

X1'+1

(42)
Y.

+
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Sei nun 2 ein von Null verschiedener Wert, dessen reeller
Teil R (z) kleiner als } ist, so daB || <|1—z ist. Fir v,
ist dann der Nullpunkt der niichstgelegene singulire Punkt.
In seiner Umgebung hat y, die Gestalt (40); also ergibt sich
aus unserem Sabz:

1—y o
(.x_‘. x)'l: Fc (;’ _1) 1’7_2 + 0( x|—v ,";,_3 )
fir y £1,2,3,...
Z’/;") 1—p
I —! d —1 %7 —2
y! (-——:v_)’FC 0)» —f'-(—:WaoFg(y_l),,,
+ O =" v2log) + O( x|~ »~9
fiir y=1,2’3’.”

In jedem Fall existiert also der Grenzwert

und ist von Null verschieden.
Fir y, dagegen ist der Nullpunkt reguliir; der niichste
(1)

singulidre Punkt ist 1, so daB das infinitiire Verhalten von -”l'-

bestimmt wird durch Glieder der Form

1
2 (log v
(l_x)roz (log )*.
. W
Wegen [z < 1—x hat also sicher o fiir » =00 den Grenz-
wert Null; daher )
(43) '11=n; 3\,: = 0.

Aus (42) und (43) folgt dann nach dem obigen Lehrsatz:
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z — x|
X __r—=U+atPe 0!/3'1
X, af 7H+1—@B+a+pPa
@+1D@+1)
(44) x—at |
@+1E+1)
TR —Grarpr

(@ +2)( + 2)

Oder indem man den Kettenbruch durch einen #quivalenten
ersetzt, mit a8 multipliziert, und fiir X, X, ihre Werte ein-
setzb:

(a+ DB+ 1D @—2%

!y—a+a+mm+y+1 e

(45) (a+ 2)(f + 2)(z — 2%)| 7
l+‘w+%—®+a+mx+ =y
fir , f,y $0, —1, —2,...: 2%0; RN(x) <.

Diese Formel ist identisch mit Gleichung (10) auf S. 484
meines genannten Lehrbuches, woselbst sie zwar auch mit Hilfe
der hypergeometrischen Differentialgleichung, aber auf andere
Art wie hier, gewonnen wurde (auch die Fille «, g, y = 0,
—1, —2,... sind dort behandelt). Ich benutze diese Ge-
legenheit zu der Bemerkung, daf dort die Literaturangabe

versehentlich weggefallen ist; die Formel findet sich bei Nor-
lund a. a. O.

Was den Wert des Kettenbruches (45) fir R (z) > 1 an-
geht, so kann man ihn auf gleiche Weise finden, indem man
von den Integralen

(46) y3:]u(a, /')', 1—-}-(,{—’—ﬁ_;;; 1-—-2?)
(1—56);'_ H "ﬂF(;'_a, 7’*/‘))7 1—"(‘_ﬂ+7’; 1—»7/)
[ falls a + p— 7 40,1, 2, ...

| slone =D (A= a4y 1= ) 409
falls a4-p— 9y =0,1,2, ...,

47y, =
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wo b, & 0 ist, ausgeht; dabei ist dann vorauszusetzen, dak
at+p—yF+—1, —2, —3,...1ist. Es kommt aber nichts
Neues heraus, sondern die betreffende Formel ist wesentlich
mit (45) identisch, indem sie aus ihr durch blofie Anderung der
Bezeichnung entsteht; man hat wieder y durch 1+afpg—y
und z durch 1 — 2 zu ersetzen.

Anders ist die Sache fiir R ()= 1. Dann sind die sin-
guliiren Punkte 0 und 1 gleich nahe; wir miissen also, um

oy

—s i beurteilen zu konnen,
V. V.

das Infinitire Verhalten von

die Integrale y,, y, auch in der Umgebung der Stelle 1 kenuen.
Dazu dienen die Formeln

(y, = Ay, + By,
ly, = Cyy + Dy,
wobei wir die Konstanten 4, B, C, D iibrigens gar nicht zu
kennen brauchen.

Da y, nur an der Stelle 1 singulir ist, am Nullpunkt aber
reguldr, so lehrt unser Satz:

(48)

Y '

»!

1 — z)yr—h
= ]j (—(1‘_ -TE)"‘ — FC((l+ﬁ — 7) Vtrf‘ﬂ“? -1
L O( 1=z~ b=,

falls a 4+ — 9 40, 1,2, ... ist; dagegen

" —1 ,
R e A Ol

)
p— x);'—a -p

LY e e
FO(1—2 =" ?logr) + O(1—a|=ryeti=r=2),
falls a - f —p = 0,1,2,... ist. In jedem Fall kommt also:

7 () . P
49) im0 =@ ek

! ],(L-F[);—;!—I

+ 5

r=w ¥

Yy ist auch am Nullpunkt singuliir, und es ergeben sich
vier verschiedene Iille:
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Ly=1,238..; a+f—yp=0,1,2,...

yg') "EI —y , .
T (= );.]0(?'—1)%
(1 ) I ! ya+p—r—1
4 OQatr 3] + 01— z|=+|mtir-2).
I y=1,2,3,...; a+p—y=+£0,1,2,...
W —1 0y, ' 7 -2
_1!_!-—?7?10(0)’ +(___x)va0rc(y_]‘)’/
+ _D (1 (1 ) _;)(:_ Ivc(a + ﬂ— 7,)1,11-{-/‘,‘—;/_1

+ O(z="v2logy) 4+ O(z =7 v 4+ O(|1— z — petiv=2),

Ol y +£1,2,3,...; a+pg—y=0,1,2,...
Y z!=r —1
2 = t _ =2 —
i - )Ic(/ Dy -—}—D(l

S O L
+O0(z[~7v3)4+ 01—z~ »2logy)
+ O(1— [~ [prhi=r=2)).

Fc’ (0)r—t

IV. y=1,2,3,... ;a—}—f’—y:O 1, 2,.
—1

1,!')4 = (— ) et (0) ! +( g Ie(y — 1) pr—2

)

+ D (127 I'e (O)'V_l
+ DG T Folat p— pyti=r—t

+ 0z~ 12 log ) 4 O(lz|=*»79)
+ O 1—z|=rpeth=r=2),

Setzt man daher

(50) 9?(7)>5R(~1+g+ﬂ), also R (7 — 2)> R(a | f— y—1)
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voraus, so kommt in allen vier Fillen, weil jetzt |2 | = [1— | ist,
7‘()”) . ¥
(51) Iim 72 _“’;) — endlich = 0.

y=w y! oy

Aus (49), (50), (51) folgt nun:

LYY . X,
lim -l—) = 0; also lim = 0.
r=cw Y 2v » =0 K'

Daher gilt nach unserem Lehrsatz wieder die Formel (44),
also auch (45). Man kann daher den Geltungsbereich von (45)
ausdehnen auf

(52) R =1 we>w(PEGEL),

wie ebenfalls Herr Norlund a. a. O. bereits gefunden hat,
allerdings ohne Beriicksichtigung der Fille, in denen Loga-
rithmen auftreten. Um den Wert des Kettenbruches (45)
auch fiir

R =1 we<w (G

zu erhalten, hat man wieder nur nétig, y durch 14« 4+ f —7
und z durch 1 — z zu ersetzen.

Beim Nachweis des Geltungshereiches (52) haben wir
iibrigens hisher angenommen, dafi « 4 f — y keine negative
ganze Zahl ist; denn die in (46), (47) gegebene Form der Inte-
grale w, y, war an diese Voraussetzung gebunden. Indes
bleibt unser Resultat auch ohne sie richtig; um das einzusehen,
set also

atp—y=—1,—2, —3,....
Dann modifizieren sich die Formeln (46), (47) in folgender
Weise:
Ys = (1 - x)}'—a—ﬁl«'(,}, — a4, Y ﬂa 1—a— ﬁ + 7y 1 —.’L)
(= regulir fiir x =1)

Yo=Y log@—1)+ec+el—2a)+e,(I—ap+---.
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Fithrt man das in (48) ein, so liefert jetzt unser Satz:

()
o
vl

gy —a—8
S I B s

4 O(|1 —z —yeti—r—2log»).

b

Ferner fiir y£1, 2, 3,...:

ysho wr =
Ty Y
(1 —ay-e=f e
D& TR e p— et

+0( 2= w8 4+ O(1—z|—"p*+6=1=2]og »);
| | o

dagegen fiir y =1, 2, 3, .

¥ —1 z' -
= [t / ,—1 - o J— "W 2
o & Fe'(0)r—! + —ar ay Ic(y — 1)
_p=—arm PRy
D 0 — oy Fe'(a+ f—y) 7

+ O(z|="rv=2log») 4+ O(lz —7»~?)
+ O(1—z ~"yti-r—2log ).

Daraus folgt bei unseren Voraussetzungen wie vorhin:

' )
X, W
lim 5" = lim 5 =05
y=wm Yv y=0 _/1/2

daher gilt wieder die Formel (44), also auch (45). W. z b. w.



