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63

Ober
die Nicht-Fortsetzbarkeit gewisser Potenzreihen.

Von Georg Faber.

(Emf/damftn 6. Februar.)

Es sei ny(v= 0,1, 2..) eine Folge wachsender natir-
licher Zahlen und es werde gesetzt:

8] F X = 0 a,yx*r,

WO:

) lim V'lond = 1,
NN}

sodass also die Potenzreihe F(x) den Konvergenzradius 1 be-
sitzt. Nachdem man zunéchst erkannt hatte, dass fttr gewisse
spezielle Falle (wie nr= yi, tK= 2V ny= rl) die Reihe F(x)
Uber den Einheitskreis nicht fortsetzbar ist, zeigten zuerst
die Herren Hadamard und Borei, dass diese Erscheinung
allemal eintritt, wenn:

(3) \I/i:m}r}HnTK >X>0,%

bezw. wenn

4 lim >X>0 »)
y=®

ist, und schliesslich gelang es Herrn Fabry das gleiche nach-
Zuweisen, wenn nur

1) Hadamard, Joum. de Math. (4) s (1892).
* Borei, Comptes rendus de I'Acad. des Sc. vom 5. Okt. 1896.
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(5) lim»,+i—n, = 00, »)

*=y

ja selbst unter gewissen noch allgemeineren Voraussetzungen.

Der Fabry'sehe Beweis bietet durch die verwickelten
Rechnungen, deren er bedarf, dem Verstéandnis nicht unerheb-
liche Schwierigkeiten. Es dirfte daher nicht unwillkommen
sein, wenn ich im folgenden fir die Fabry’schen Satze einen
neuen, verhaltnismassig einfachen Beweis liefere, der sich ledig-
lich auf ohnehin bekannte Hilfssétze stitzt und keine umstand-
liche Rechnung verlangt.

s 1.

Setzt man, wie zunachst geschehen mdge, statt der Be-
ziehung (5) die engere aber (3) und (4) als einfachste Falle
umfassende
(6) lim >1>0 (0> 0)

fly
voraus, so lasst sich der Beweis besonders einfach auf die so-
gleich anzufihrenden Hilfssatze stitzen. Der Beweis der noch
allgemeineren Fabry’schen Satze folgt im § 3, wahrend im
§ 2 ein einfacher Beweis der Hilfssatze Il und Il einge-
schoben wird.

Als 1. Hilfesatz erwéahne ich den folgenden, der in dieser
Form von Herrn Fabry, in weniger pragnanter schon von
Herrn Hadamard angegeben ist, und verweise wegen des
Beweises auf die in der Fussnote*) angefuhrten Stellen:

I. Hilfssatz: Der Punkt e™ist ein singuléarer oder regu-
® \%

larer der Funktion avxy, wo lim V\ar1= 1, je nachdem
0 y = 00

lim VW .(«'91 1 °~er kleiner als 1 ausfallt; dabei ist

kn

) Hedi) = a, + (Cra,+,er™+ C_ro,_rtr'n»
0

1) Fabry, Ann. t'c. norm. (3) 13 (1896); acta math. 22 (1898).
s) Hadamard und Fabry a a 0. (s. Fussn. 1 p. 63 und 64); ein
anderer Beweis findet sich in meiner Dissertation p. 19.
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ein gewisses die Koeffizienten ay mit Indices zwischen n (1 —X)
und n (1 + X) enthaltendes Polynom und X eine beliebige von
n unabhangige Zahl zwischen Null und 1.

Aus diesem Hilfssatz ergibt sich sofort der Einheitskreis
als naturliche Grenze unter der Annahme (3) (da sich fur jedes
3 die gar auf die aH reduzieren); und hierauf lasst sich, wie
jetzt gezeigt werden soll, die weitere Voraussetzung (6) zurick-
fuhren.

Es werde, wie erlaubt ist, angenommen, dass die Grenz-
bedingung (6) schon von v= 0 ab gilt, also

», — n0> X»o0
(8) »g —», > Xtil

woraus durch Addition folgt:

(@ »r+1 > X («S "f* -f- - J- W),

oder, da wegen der vorhandenen Lucken nr> v vorausgesetzt
werden darf:

(].0) »r+, >0 (1" + 2%+ o -f V)
> XJV dx — —X -vatl.

Wird nun g zwischen O und 1 so gewahlt, dass q (a + 1)
um eine bestimmte Zahl d grosser als 1 ausfallt, so folgt
as (10):

(1)

darnach ist die Reihe © ' konvergent,
0

Die ganze Funktion G(x), welche die nr oder einen Teil
derselben zu Nullstellen hat, ist demnach héchstens von der
Ordnung g und es besteht daher fiir ein beliebiges positives e
und fur r>r* die Ungleichung:

1904. 8itmogsb. d. math.-phys. KI. 5
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(12) IG (rex®)j<cr
und umsomehr, da g < 1,
(12») \G{rei*)\<e". I

Andererseits gilt fur alle reellen r > r*\ die von jeder Null-
stelle der Funktion G (x) um mindestens die Einheitsstrecke
entfernt sind, und fur jedes noch so kleine e die Ungleichung:

(13) IG (r) |> e~ri+t. *)
Da g< 1 ist, darf auch g + e< 1 gedacht werden.

Als Nullstellen von G(x) mdgen samtliche nr gewahlt
werden mit Ausnahme einer Folge mv tn9..., die der Bedingung

(14) «Jr+iH*. > A
fiwy
genugt.
Nach (12) und (13) gelten, sobald m¥ eine gewisse Grenze
Ubersteigt, die Ungleichungen:

eemy>\ G(m,) |> e~nr+ ,

also, indem man uUberall die myie Wurzel nimmt:
i - i

ew~e>V\G(m~)\>em~c~"

und da hier die Exponenten von e mit wachsendem mr der
Null zustreben:

(15) lim |/'6 (ni) j= 1.

V= 00

¥ Poincaré, Bull, de la soc. math. de France 11 (1883). —
Borei, Lecons sur les fonctions entiéres (Paris 1900), p. 56. — Lin-
deldf, aeta soc. fenn., Bd. 31 (1902), p. 4 — Prings heim, Sitzungsber.
der Minch. Akad., Bd. 33 (1903), p. 111, Math. Ann. 58 (1904), p. 299 ff.

2 Hadamard, Journ. de Math. (4) 9 (1893). — Borei, a a. 0.,
p. 79. — Lindeldf, a a 0., p.s. — Fur die oben benutzte spezielle
Funktion G (j) lilsst sich der Beweis bedeutend vereinfachen (vgl. g 3).
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Nun bestehen folgende Hilfssatze:
Hilfssatz 11.) Genugt die ganze Punktion G(x) fur ein
beliebiges positives e und fur r > r * der Ungleichung:

(12») \G (reM)\<eFf,
®
so hat die Funktion £' G (v) xv (d. h. die Reihe und ihre ana-

lytische Fortsetzung) keine andere singulédre Stelle als z = 1.

Als G (x) denke man sich speziell die vorhin so bezeich-
nete Funktion.

Hilfssatz Ul.g Sind a die singularen Stellen der Funktion

00 00

arxv und B diejenigen der Funktion E* brxy, so befinden
0

®
sich die Singularitaten der Funktion Jp* avbvxr unter den
0

Stellen a - R.

(0]

®
Wendet man diesen Satz auf die Reihen aH xH (1)
0
@®
und o G{v) xv an, so ergibt sich unter Beachtung des Hilfs-

®
satzes U, dass jede singulédre Stelle der Reihe 1j* G(n\J)*an

0 v

fur die nach der Definition von G(x) auch

(16) o G (tw,) anyxny

geschrieben werden darf, auch eine solche der Funktion
@

o ist; da infolge von (2) und (15)

@an limVvG (m)]Jamd = 1

ist, hat die Reihe (16) als Eonvergenzkreis den Einheitskreis;
und dieser ist nach der Bestimmung der tny (14) und nach
Hilfssatz | eine singulare Linie flr (16) und damit auch fur (1).

) Leau, Journ. de Math. (5) 5 (1899). — Faber, Math. Ann.
57 (1903), p. 874.

*» Hadamard, acta math. .. (1898).
5*
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§ 2.

Die Hilfssatze U und 11l lassen sich, soweit sie hier an-
gewandt wurden, in die folgende Aussage zusammenfassen:

Verhalt sich die Punktion
(18) F{x) = irarx’
0

in dem den Nullpunkt enthaltenden von der rektifizierbaren
Kurve C begrenzten Gebiete $, sowie auf C selber regular, so
ist in S auch die Funktion

(29) F1(x) = t*G (v)ayx"
0
regularen Verhaltens, wenn G (x) eine ganze Funktion bedeutet,
die der Bedingung
(20) lim G (re(f)c~er= 0
r=Q
fur jedes positive e genigt.

Dieser Satz lasst sich verhaltnismassig einfach direkt be-
weisen: Es genligt zu zeigen, dass Fx(x) in einem Gebiete
S* regulér ist, das nur diejenigen Punkte von S nicht enthalt,
die von C einen Abstand <rj (< 1) haben. Fir jedes x in
S ist
¢]V) nM— .
21) F*-2n-iJ
also wenn |F{z) |< G auf C und L die Lange dieser Kurve ist:

/nn\ I fp{x) '~ x n n
N < 2*/\ + l_

Bedeutet ferner # (F{x)) die Operation x §7F W(F(x)) die

v malige successive Anwendung derselben und d°(F(x)) soviel
wie F(x), so ergibt sich speziell

(xXy) = v*xy, also
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und allgemein, wie man leicht durch vollstdndige Induktion
nachweist:*)

(24) (Fix)) = 1> tfVv
We)
(25) 6,< — (v -1)1,

also wenn das Gebiet S ganz innerhalb des um den Nullpunkt
mit dem Radius iZ (>1) beschriebenen Kreises liegt:

v!
und mit Benutzung von (22):

@7) 17N <”.2-0-DIX5.(1y

271-rj \fj )

Lautet nun die Potenzreihenentwickelung der oben ((19)
und (20)) erwéhnten Funktion G(x):

(28) G(x) = £0> c, XK
so folgt aus (20):
(29 lim V\ex\-x!= 0. %

00

Bildet man daher die Reihe £* cx (F(x)), so ist die-
0

selbe wegen (27) und (29) fur alle x in S* gleichmassig kon-
vergent, stellt daher nach dem Weierstrass'schen Doppel-
reihensatze eine in S* regulare analytische Funktion dar; die

» s . Faber, Math. Ann. 67 (1903), p. 375.

*) Poincarg, Bull, de la soc. math, de France .. (1883). — Lin-
delsf, a. a O, p. 3. — Pringsheim, Sitzungsber. d. Munch. Akad.
Bd. 32 (1902), p. 188; Math. Ann. 58 (1904), p. 266.
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letztere ist aber keine andere als Ft(x) (19); denn der Koeffizient
03}

von xvV in der Potenzreihe fir ¢t (F(x)) ist (vgl. (23)):
0

®
(30) ay ig" cH* = arG (v).

§ 3.
Es werde jetzt nach Herrn Fabry eine Reihe
(31) FXx)= _ XV
u

angenommen und vorausgesetzt, dass es unendlich viele Indices
und zugehorige Intervalle:

(32) ro(1—k) bism@-f4 —i—1,2..—
gibt von folgenden Eigenschaften: Es ist
. AN =
(33) !le%Yﬁ 7_\1 1
und
(34) lim~ ~ 0,

I= 3
wenn S die Anzahl der im il der Intervalle (32) ausser
noch vorhandenen nicht verschwindenden Koeffizienten bedeutet
Unter diesen Voraussetzungen, die unter anderem bei den ein-
?
gangs erwadhnten Reihen anyzryi wo lim nvf\ — = 00 ist,
0

r=x
zutreffen, wird sich der Einheitskreis als natlrliche Grenze
ergeben.
Es kann ferner vorausgesetzt werden, dass die m- so aus-
gewahlt seien, dass die Ungleichungen bestehen:

(35) ntt+i > 2-j-~ mt

und

wo ¢, .. eine gegebene der Null zustrebende Zahlenfolge ist.
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Wegen (34) gilt ferner, wenn e > 0 beliebig klein vorgeschrieben
ist, fur ein bestimmtes n und jedes r>0:

(37) sHr< J mH
woraus durch Addition fur r= I, 1—1, ... 2, 1, 0 folgt:
*

W ONTHE# mt W J
(nach (35))

Wahlt man noch | so gross, dass

so ergibt sich fur
(39) fiz3xllx.!-<e.
mH

Es wird nun wieder eine ganze Funktion G(x) gebildet,
welche die Indices der in den Intervallen (31) nicht verschwin-
denden Koeffizienten, die m1m%.. selber ausgenommen, sowie
die negativen Werte jener Indices *zu Nullstellen hat. Die
Beziehung (39) sagt dann aus, dass, wenn rxr%. . die nach
der Gtrosse ihres absoluten Betrags geordneten Nulistellen von
G{x) sind,

(40), lim~= 0 oder lim—= oo ist
\ y
Die direkte Vergleichung der Funktion

(41) e<»)_ & (i-g)
mit

42 siniex= te-x FAI*[1
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lim G(re*)#-*'= 0 1)

fur jedes positive e.
Andrerseits ist zu zeigen, dass

(44) limViG@m)j= 1 ist

Da durch (43) ein limY ;G (w,) |> 1 schon ausgeschlossen

b,
ist, so genligt es zu zeigen, dass lim V,G (m<)1 nicht kleiner
als 1 ist. Um diesen Nachweis zu fuhren, denke man sich
das Produkt (41) fur G (»,-) in Px-P%zerlegt, wo Px die Null-
stellen mit einem absoluten Betrage < w, (I + fyi P%die Ubrigen
enthalt. Da |P% grosser ist als das Produkt auf der linken

Seite von (36), so kann limI?~jP*! nicht <1 sein; und es

erubrigt nur, das gleiche von Px zu zeigen; es ist aber

H+*H-- (5~ \tHi )
(45) PLi= T M) N v
ry-ry
Im Zahler von (45) steht das Produkt der Entfernungen
der 2(§ 4" ' *s) dem absoluten Betrage nach unter

in, 1 -j- A liegenden Nullstellen vom Punkte nt, im Nenner
das gleiche fiur den Nullpunkt gebildete Produkt. Solange
ry nicht im Intervalle wi, (1 — A bis w, (1 -}- X liegt, ist nach
(35) w:->2 r,, also der von rv herrtihrende Faktor des Zahlers
in (45) grosser als derjenige des Nenners. Es konnte also

lim 1P, prf~héchstens noch durch den Einfluss der s, im Inter-

valle hu(@ —/) bis m @+ A —i= 1,2... — gelegenen

) Die ganze Funktion G (r) ist hier im allgemeinen nicht — wie
im § 1 — von einer Ordnung 0 < ., sondern von der Ordnung :, gehort
aber dem Minimaltypus an nach der Bezeichnungsweise des Herrn
Prings heim; vgl. Sitzungsber. d. Minch. Akad., Bd. 33 (1903), p. 111
und p. 129.
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Nullstellen unter 1 herabgedrickt werden. Unter diesen s
Nullstellen mégen si grosser, si kleiner als tn, sein, sodass

(46) 9= Si-{-Si.

Da aber die Differenz zweier aufeinanderfolgender Null-
stellen eine ganze Zahl und daher mindestens = 1 ist, so
geben diese Nullstellen im Zahler von P, zu einem Produkte
Anlass, das mindestens = 1-2., s4-1-2 ... $; andrerseits ist
jede dieser s<Nullstellen < w, (1 -f- A, ihr Produkt im Nenner
von Pj also < (1 -f- i) % sodass sich ergibt

] il
(47) wivsc oS

wo nach dem yorher Bemerkten C> 1, und da allgemein

ent (1 -M)"*«
Mit unendlich wachsendem i konvergieren aber

S & 9
m(’ m/

nach Null und die drei Faktoren auf der rechten Seite von

(48) einzeln nach 1 (die beiden letzten wie x* fur # = 0);
«*

damit ist aber die Beziehung (44): lim VAG(mt) I= | bewiesen.
iss B
(03]

Die Reihe G (v) arxv hat nun in den Intervallen
0
vss (1—1i) bis v= @ -(- A jedesmal nur einen nicht
verschwindenden Koeffizienten: amiG(mi); auf diesen reduziert
sich fur jedes B das Polynom <mi(eRi) (s. (7)) und es ist

™M m. tu,
Riy E V\a-\ -\ =1
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(nach (33) und (44)); d. h. (s. Hilfssatz 1) die Reihe
EvG (v)avxr
0

und die mit ihr in den Singularitdten Ubereinstimmende (31)
hat den Einheitskreis zur natirlichen Grenze.

Zum Schlisse mdge ein noch allgemeineres Theorem des
Herrn Fabry Platz finden:

Bedeutet yMeinen beliebigen mit n veranderlichen Bogen
und sHdie Anzahl Zeichenwechsel der Realteile

so lange v zwischen — XmHund -|- XmMvariiert, und ist

1
(49) lim (R(anf eVi)*% — |
(50) r|1|:mcd mn 0.

so ist der Punkt e”i ein singulérer der Reihe  a vx¥{[TmyT§*jzl).
0

Man wird hier zwischen zwei Indices, die zu Koeffizienten
mit verschieden bezeichnetem St(Bn™+r gehdren eine
Nullstelle von G(x) legen und so erreichen, dass fur die

Funktion EvG 00 xvdie Realteile der einzelnen Summanden
u

in cMi (pivh (eP*) gleichbezeichnet werden, sodass

« (erci<>,, > 9t (a,H ais0 lim K | = 1 wird-

Wenn ein lim a~—1: efti existiert, so befindet man sich

in den Voraussetzungen dieses Theorems und der Punkt efii
ist also ein singularer.



