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Uber die gewﬁhnlich-diﬁ'erenzierbaren Punkte der Bogen
n-ter Ordnung im R,.

Von Otto Haupt in Erlangen.

Vorgelegt von Heinrich Tietze in der Sitzung vom 7. Juli 1934.

Bei den Untersuchungen iiber Bogen #-ter Ordnung %, im
R, hat sich gezeigt, daB wichtige Eigenschaften des Konvex-
bogens, d. h. des Bogens 2. Ordnung im R&,, auch fiir belicbiges 7
gelten.! Eine weitere derartige Eigenschaft bezieht sich auf die
Mdichtigheit der nicht-gewdhnlich-differenzierbaren Punkte. Wir
erliutern den hiermit gemeinten Sachverhalt zunachst fiir den
Fall der Ebene (7 = 2): der Punkt 2 eines ebenen Bogens 8
heiflt gewdhnlich-differenzierbar, oder auch gewdhnlicher dif-
ferenzierbarer Punkt?, wenn in 2 die vordere und die hintere
Halbtangente existicren und identisch sind; fiir den Konvex-
bogen ist bekanntlich jeder Punkt — mit hdchstens abzdhlbar
vielen Ausnahmen — gewohnlich-differenzierbar. Allgemein wer-
den wir den Punkt P eines Bogens B im R, als gewdhnlich-
differenzierbar bezeichnen, wenn in P fiir jedes v =1,2,...,
1 — 1 der v-dimensionale vordere Tangentialschmieghalbraum?

1 Vgl. a) Haupt, Uber die Erweiterung eines beliebigen Bogens dritter
Ordnung usw., Crelles Journal 170 (1934), S. 154 ff.; b) eine daran anschlic-
Bende, den Fall # > 4 behandelnde, noch nicht verdffentlichte Arbeit von
I. Sauter; ¢) Marchaud, A., Sur les continus d’ordre borné, Acta math. 53
(1930), S.97 ff.; d) Sauter, 1., Uber die Stetigkeit der Tangentialschmieg-
halbriiume eines Bogens 7-ter (Realitits-)Ordnung im projektiven A, Er-
langer Ber., Bd. 65 (1934), S. 189-190.

? Rosenthal, A., Uber die Singularititen der reellen ebenen Kurven,
Math. Ann. 73 (1913), § 1, Nr. 2. — Man beachte, daf3 der Begritf der hinteren
Halbtangente a. a. O. anders definiert ist als bei uns oben im Texte: Wir ver-
stehen nimlich unter hinterer Halbtangente dicjenige Halbgerade, welche
kompleinentir ist zur hinteren Halbtangenre im Sinne von Herrn Rosenthal.
Lntsprechendes gilt von dem im Texte gebrauchten Begriffe des v-dimen-
stonalen hinteren Tangentialschmieghalbraumes filr v=1 (2). Vgl. dazu die
in 1), b) zitierte Arbeit.

3 Vgl. dicin 1), a) und b) angegebenen Arbeiten.
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Tht und ebenso der hintere Tangentialschmicghalbraum
7/ cxistiert und wenn beide identisch sind. Man kann diese
Definition auch noch etwas anders aussprechen, nimlich unter
Zuhilfenahme der Begriffe ,,vorderes (bzw. hinteres) begleitendes
#n-Bein im Punkte P von B¢, Dabei verstehen wir unter cinem
vorderen begleitenden »-Bein in £ jedes n-tupel von Halbgeraden
H, mit P als Anfangspunkt derart, dal3 /7, gleich der vorderen
Halbtangente 7/7 ist; dal ferner A, in 7/%, aber nicht in
Thi liegt; Hy in ThY§, aber nicht in 7/4%; usw. Dic letzte
Halbgerade /A, soll nicht in 7%}, liegen, wohl aber in dem-
jenigen, durch 7%, begrenzten, n-dimensionalen Halbraum,
in welchem die vordere Umgebung von 2 auf B enthalten ist.
Fir das, ganz entsprechend zu erkldrende, hintere 2-Bein ist /7,
ebenso zu definieren wie fiir das vordere, falls 2 = o (2); dagegen
ist fiir 4, die komplementédre Halbgerade zu nehmen, falls n =1.
Fir jeden ¥, ¢ilt dann: Jedes vordere begleitende #-Bein in
P ist zugleich ein hinteres und umgekehrt dann und nur dann,
wenn P gewdhnlich-differenzierbar ist; dies gilt uncingeschrinkt
natiirlich nicht fiir Bogen beliebiger Ordnung.

Die Verallgemeinerung des obigen Satzes fiir Konvexbogen
lautet nun:

Satz: Ein (keine hyperebenen Teilbogen enthaltender) Bogen
i-ter Ordnung B, im R, ist iiberall gewdhnlich- differenzierbar
miit Ausnahme von hichstens abzihlbar vielen Punfkiten. Anders
ausgedriickt: Die Menge der Punkte etines B, in welchen die
vorderen und die hinteren begleitenden n-Beine nicht identisch
sind, ist hochstens abzdllbar.

Flr 2 = 3 ist diese Aussage bereits von Herrn Marchaud?
bewiesen worden. Der von Herrn Marchaud gegebene Bewels
scheint indes nur schwer auf den allgemeinen Fall 72~ 4 verall-
gemeinerbar. Ich méchte daher im folgenden fiir den obigen
Satz einen Bewels angeben, welcher also gleich fur beliebiges 2
zum Ziele fihrt und welcher tiberdies schr einfach erscheint.

4 Vgl 1), ¢), a.a. 0., S. 103, Théoreme V. Es handelt sich aber bei Herrn
Marchaud nicht um dic Tangentialschmieghalbebenen, sondern um die
Tangentialschmicgebenen. Indes 1aBt sich wohl (fiir 22 = 3) auch die Aus-
sage tiber die Halbebenen mit Hilfe der Uberlegungen von Herrn Marchaud
beweisen.
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Zum Beweise kann

1. angenommen werden, dafl die Behauptung bereits fur
v =1, 2,..., 2 — 2 richtig ist. Projiziert man namlich den B,
etwa von cinem sciner Endpunkte aus auf eine Hyperebene
9, des R, so ist das Bild ein B,,_; im $,_, und die p-dimen-
sionalen Tangentialschmieghalbraume 777 des B,_, sind die
Bilder der p-dimensionalen Tangentialschmieghalbriume 7775
des B, fir ¢ =1, ..., »—2.5 Nehmen wir daher unscren Satz
als bereits fir den B, ; im R, bewiesen an, so ist er zu-
nichst auch fiir den B, richtig, soweit nur die p-dimensionalen
Tangentialschmicghalbraume mit p = 1, ..., z#—2 in Frage
kommen.

2. Wir betrachten also lediglich die Punkte P des 8,
chen bereits 747 = Th, firv=1, 2, ..., n—2, hingegen
Thi_, = Thy . Es sci w(P) der absolut kleinste der beiden
Winkel, welchen 77%;_, und 7/,”_, in P miteinander bilden;

nach Annahme ist w (P) > o0. Die Menge M dieser Punkte P
ist Summe von abzéhlbar vielen Teilmengen M;(/ =1, 2,...),

in wel-

wobei jedes A7; alle P enthalt, deren w (P) groBer ist alsjl, . Unser

Satz ist also bewiesen, sobald wir zeigen kénnen, dal jedes A7
abzihlbar ist.

3. Nun ist aber 47; isoliert. Wire namlich ein Hiufungspunkt
Q von M, vorhanden, so gibe cs in ciner eznseitigen z. B. in der
hinteren Umgebung 1l von @ auf %, eine gegen @ konvergie-
rende Folge {Q,} von Punkten aus A/;. Zufolge des verschirften
Stetigkeitssatzes® konvergieren indes die 77, | in Q, und die
Th,_y in Q, gegen eine bestimmte Halbebene, ndmlich gegen
die (hintere) 7/,~, in Q. Das steht im Widerspruche damit,

=

daB w (Q,) > 1 scin soll fiir alle v =1, 2, .... M ist also isoliert.
J

Und da der R, separabel ist, so mu3 47; abzihlbar sein. Damit
ist alles bewiesen.

5 Vgl 1), a), a.a. O, Nr. 1, 7, sowie 1), b).
& Vgl. 1), d).



