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42B

Ueber den Schatten eines Planeten.

Von H. Seeliger.

{SiMg4lau/0n 1. DtetmUr.)

Für einen leuchtenden Punkt ist die Schattenfläche eines

Planeten, der als ein abgeplattetes Rotationsellipsoid ange-

sehen werden darf, ein Kef^el zweiter Ordnung. Infolge

der Ansdehnnng der kugelförmigen Sonne entsteht das Phä-

nomen des Halbschattens. Die Schattenfläohe giebt in diesem

Falle die Grenze des Kern- bezw. des Haibsebattens an und

ist die Einhüllende aller gemeinschaftlichen Tan^jientialebenen

an die Kugel und das Ellipsoid. Die Gleichung dieser Fläche,

welche vom 8. Grade ist, ist bekannt und u. A. in dem ver-

breiteten Lehrbuche der analytischen Geometrie von Salmon

gegeben, auch besitzt man Modelle, welche ihre wesentlichen

GestaltungSTerhaltnisse ssur Anschauung bringen. Zu Ver-

wendungen auf astronomische Aufgaben, bei denen es sich

um wirkliche numerische Ausrechnungen handelt, wird in-

dessen diese Gleichung nicht sehr geeignet sein. Laplace

hat in der Mec. cel.*) angegeben, wie man die Gleichung der

Schattenlliiciie als das Resultat der Elimination eines Para-

meters aus 2 Gleichungen erhält und es ist bei yieleu An-

wendungen bequemer an diesen Gleichungen die erlaubten

1) Livre VUI, Chap. VIIL
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424 Sitzung äet malh.-phys. Classe votn 1. Deceinber 1804.

und erwünschten Vereinfachungen auszuführen. Laplace hat

nur einen verhältnissinilssig eiiifucheii Fall, der sich bei den

Verfinsterungen der Jupitertrabanten darbietet, wirklich im

Einzelnen verfolgt. Es blieb hier demnach noch manche

Lücke auszufüllen und dies ist zum Theil durch die Arbeiten

Yon Hall^), Souillart*), Bruns') geschehen. Die folgenden

Zeilen verfolgen auf anderer Grandlage dasselbe Ziel, näm-

lich die Vorschriften fttr die Berechnung von einigen Phä-

nomenen, die mit der Schattenfläche zusammenhängen, mög-

lichst einfach zu gestalten und die bereits bekannten auf

einfachem Wege zu begründen. —
£s werde in den Mittelpunkt der Sonne der Anfang

eines rechtwinkligen Coordinatensystemes gel^fc. Seine xy^

Ebene sei parallel zum Aequator des Planeten, dessen Mittel-

punkt in der xjf Ebene liegen und die Coordinaten Ä und 0
haben mOge. Es sei femer R der Radius der Sonne, R' der

äquatoreale und JR'j der polare Radius des Planeten» Nennt
j^' j^'

man noch e die Ellipticitat e =« —
^, so wird die Gleichung

der Sonnen- bezw. der Planetenoberfläcbe:

J»» y> -|- jg% jp.

(x " Ar + //* + (1 + ^')' [(^~ Cf- B?] = 0 (1)

Eine gemeinsame Tangentialebene an Sonne und Planet

wird offenbar ausgedrückt durch

xy — ya — jsß ~ R= 0

wo — tt,-^ ß die Richtungscosinus der Normale der Tan*

gentenebene smd, welche parallel sein muss zur Normalen

des Ellip0oides.

1) Astron. Nachr. Band 90 S. 305 ff.

2) Astron. Nachr. Band 91 S. 129.

3) Vergl. J. Hartmann, die Yergrössercing des Erdschattens bei

Mondfinsternissen. Abhandlimgen der sftcbs* Geeellsch. d. Wissensch.

Leipsig 1691 $. 13. (375).
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Seeliger: L'<bcr den SdtatUm eine» üameUH,

Man bat also

^= (X- il)» -r if* + (1 + ^/U- Cj*

425

(2)

Sehrabi uui die Kbeaengkachang so:

80 eigiebi sieh mit Hülfe too (2):

Setzt mim andererseiU (2) iu die KUip^oidgleichung (1)

eiii, so wird:

Jbn kommt abo lo den zwei UleicbuDgea

p (S-rA+ßCf

7»+ o» +^= l

und man kann demnach a und y dorth ß ansdrtcken.

Behitt man ß mls cineD Paramster bei, so wiid die

Schattenflicbe, d. L die Kinballwide aDer Tat^^eBtenebaieD,

sieh ergebeo dmeh KKmipaHon tob ß aas den GleiehimgeD:

yz — ay— ßs— B=^0

dy da ^

oder, was dasselbe ist, doicb Rliminatioa Ton ß

F=i>4F— —Ä*—a*/«0 ond ^^«O (3)
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426 SÜMung der malthj-jh/ys, Clont «om i. Deeember 1894,

Indem niun nun '/ und a durch ß ausgedruckt iu (3)

eiDsetzt, ist es Tortheilhaft die Grösse

einzuführen. £s ist auch e oder das Quadr%|i der Ezeen-

tricitat »2^1 — oj, wo die Abplattang im gewöhnlichen

Sinne bedeutet. Die obigen Gleichungen geben nun:

Führt man nun die Hülfsgrössen ein:

»« ^, (* - + - [1
J

-ja-*} + + (4)

»- («— -4) + y"]

so werden die Gleichungen (3) sich so darstellen:

n+ 2pß^^^[{l4-^ß^')Yl'^~e]
I
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Sediger: Ueher den Schatten eines Planeten. 427

Die Elimination tod ß mBchi nun keine Schwierigkeit

nnd man kannte das Resultat in Form einer Determinante,

welche die Gleichung der gesuchten Schattenflüche darstellt,

sofort hinschreiben. Diese Gleichung hat aber einen viel zu

hohen (irud lunl die Absonderung der unnöthigen B^actoren

ist verwickelt. In mathematischer Beziehung ist demnach

die Form (5) nicht befriedigend. Für die zur Anwendung

kommenden Ffille aber ist sie, wie aus dem Folgenden her*

vorgehen dflrfte, recht geeignet. Wenigstens gelaugt man

durch yerhftltttissmSssig nicht sehr complicirte Rechnungen

zu den Ke.sultaten, welche abfreleitet werden sollen.

Die SchattenHiiche wird geljraueht, wenn man die Ver-

finsterungen der Trabanten iu unserem Öonnensjätem genauer

zu verfolgen hat. Suchen wir die speciellen Erfordernisse

auf, welche hier auftreten. Bei der Verfinsterung des Erd-

mondes ist eine ssiemlich weit gehende Genauigkeit in den

Angaben Uber den Verlauf der Schattenfläche erwünscht.

Hier ist aber e rnnd y ^^, also eine sehr kleine GrOsse und

man wird demzufolge !nit V^ortheil nach Potenzen von e ent-

wickeln und wie sich leicht ergiebt mit der Mitnahme nur der

ersten Potenz ausreichen. Unter diesen Voraussetzungen ist

die Aufgabe von den Herren Hall, Souillart und besonders

im Anschluss an Herrn Bruns von Herrn Hartmann voll-

ständig gelöst worden. Im Folgenden wird das Resultat des

Herrn Hartmann ebenfalls auftreten.

Bei den Jnpitertrabanten ist e nicht so klein, dass man

hier ohne Weiteres vernachlässigen kann. Hier tritt aber

der. Fall ein, dass die Trabanten sich sehr nahe in der

Aequatorebene bewegen und demzufolge der Verlauf der

Schattenflache nur in der Nähe dieser Ebene gebraucht

wird. Die Aufgabe ist von Laplace a. a. 0. behandelt wor-

den und die dort gegebene Lösung wird wohl den Anforde-

rungen der Praxis genßgen.

Es bleibt noch die Schattenfläche des Saturn zu be-
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428 SiUwng der math.-phys. Glosse vom 1. Deeemiber 1894.

tmchien fibrig. e irt hier (roni () durcliafis irieht Uein;

eine EntwicUang nach Potenzen Ton e ist jedenfolk nicbt

einwurfnfrei , wenn man schon die zweiten Potenzen fort-

lassen will. Thut man Letzteres aber nicht, so werden die

Entwicklungen äusserst coraplicirt, wenn sie auch durch-

führbar sind. Es Enden bei den Saturntrabontea aber an-

dere Umstände statt, die sehr weitgehende Vemacblässigongen

gestatten, besonders da hier eine grosse Genauigkeit der Por-

mek fSr die Praxis aemlidi bedeatnngsloe am dfirfte.

Nach dem Gesagten werden also die Yerftisterangen des

Erdmondes nnd der Satnmtrabanten zü behandehi sein.

Zuerst soll die Entwicklung von (5) nach Potenzen

von e vorgenommen werden.

Setzt man

<^(ß) = - (i"

+

"ß) dß'^ +*/»*«•+••.•)

ao wild (S):

(••-») + 2j>/J=
II

Wird nmi noch geettat:

^o='-^^i ß = ß, + -Jß

SO ist Jß eine Grösse yom Range e. Nimmt mau zunächst

überall noch mit, so erhält man

und da bis auf Glieder vom Range e

ist, so wird die Gleichung der Schatteufläche

4p(m - Ii) - (n- 1')*= 4p0 (ß,) + (6)
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Se^ufer: Üeber den SdtaiUn eines PUmeUn. 420

Wenn man nnn liie Glieder Tom Bange «' forüaasfc, so

ist das zwetto Glied rechts sn sbreichen nnd sa sefeien

n^ative Vorzeichen vorsetzen.

Dieses doppelte Vorzeichen bezieht sich, wie leicht za

sehen, auf die beiden Schalen der Schattenfläche, welche den

Kern- und Halbschatten begrenasen. Man braucht nur das

eine Vorseichen zu berücksichtigen und dann im Resultat

iS' mit — M' za Tertauschen. Für die Anwendung auf Mond-

finsternisse ist es am zweckmassigsten, wenn man den Durch-

schnitt der Schatt^nfläche mit einer Ebene aufsucht, die senk-

recht auf der Verbindungsilinie Sonne -Erde steht und nicht

weit vom Mondiuittelpunkte entfernt ist. Nennt man die Ent-

fernung Sonne- Erde Z), lässt in diese Richtung die £-Axe

eines rechtwinkligen Coordinatensystems fallen, dessen An-

fang im Erdmittelpunkte sich befindet, dessen y-Axe au der

früheren parallel lauft und dessen £-Axe senkrecht darauf

nach Norden zeigt, so hat man:

Wird noch zur AbkOrzung gesetzt

P
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430 SiUtuit ätr maOtrphys. (Xattt vom t. D*eaA«t iSU.

Die Gleichnng (6) wird jetet;

+ 4/ [u^ + £2 ")* - " + S - "')]

In den mit e multiplicirtea Gliedern darf aber ange-

nommen werden:

4p*
-

p

und es wird also, wenn der Ausdruck in der eckigen Klammer

für den Augenblick mit / bezeichnet wird,

4»'/= «KÄ { 4^ (x= + y') - 2 (/i + j

,

was man nach leichter Zwisclienrechnung und mit Ver-

nachlässigung von €^ schreiben kann:

In dem Ansdrucke I ist aber weiter •

X+C^a=S^^-jr 9,, (8)

wenn man mit den Radios der Kugel bezeicbnet, die

mit dem Mittelpunkt in | den im Falle esO entstebenden

Schaitenkegel berührt; ferner ist in (7) einzusetzen:
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Seetiger: U^bw den 8<AaUen Piamien. 431

Man kann sich nun überaus leicht davon fibensengen,

dasB man von der Erde gesehen die Schai;tenflache in der

Entfenrnng des Mondes nur um einige himdertstel Secunden

verscliiebea kann, wenn man einfach setzt

^» ^

ferner in der Klammer der Formel (7) als unmerklicli

fortstreicht das erste, vierte und sechste Glied, schliesslich

o* gegen im Ausdrucke von / Temacblfissigt. Auf diese

Weise wird

Mit Hülfe der im Vorigen enthaltenen Gleichungen kann

man dies auch schreibe

oder auch, ohne Fehler zu begehen, die mehr als wie die

Hundertstel der Secunde alteriren können,

eJ-V + e^= ~^,|«^e. (9)

und fOr x kann man für alle Fälle genügend genau

setzen. Die Gleichungen (8) und (9) geben nunmehr die

Schattenfläche bei Mondfinsternissen in der Nähe des Mondes

mit fast vollkommener Strenge.

Der Durchschnitt derselben mit der Ebene ^ = const.

ist, wie man sofort sieht, eine Ellipse. Die beiden Halbaxen

^ und B liegen in der Richtung der y bezw. der ^. Und

es ergiebt sich sofort

1894^ lbth.-pbya. Ol. 4. 28
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432 SiUung der nusük-phifa, Cku$e vom 1. Deemnber 1894,

(10)

Diese Formeln stimmen vollständig übereiu mit den von

Herrn Hartmann gegebenen, die in der That die denkbar

grösste Einfachheit bei vrirklichen Ausrechnungen darbieten.

Wenn man nun die zweite oben erwähnte Aufgabe, die

Schattenfläche des Saturn, wie sie bei den Verfinsterungen

seiner Trabanten g;ebrancbt wird, zu entwickeln, dadurch in

Angritl" nehmen wollte, dass man in der begonnenen nach

Potenzen von e fortscbreitenden Entwicklung weiter gebt,

so wäre dieser Weg durchaus beschreitbar, aber äusserst um-

ständlich; auch ist nur schwer auf diese Weise zu fibersehen,

welche Vernachlässigungen begangen werden. Dagegen stellt

sich eine einfachere Lösung der Aufgabe dar, die den prak-

tischen Erfordernissen genügen dürfte, wenn man berück-

sichtigt, dass an den Stellen, an welchen die Saturntrabanten

in die Scbattenfläche des Planeten treten, diese sich nicht weit

von dem Tangentialkegel entfernt, den man vom Sonnen-

mittelpuukt ans an Saturn legen kann.

Man wird demnach von diesem E^el als erster Nähe-

rung ausgehen können und die nothigen Correctionen auf-

znsnchen haben. Den genannten Tangentialkegel erhält

man, wenn man in den Gleichungen (5) 12= 0 annimmt.

Setzt man:

X(ß) = /« Vi —ßU — m, - nß

so kann man (5) schreiben

VT—/»'« )

(11)
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Seeliger: I7<6er dm St^aUen eine$ Moneten. 433

Wenn AssA'«0 angenommen vird, so ergiebt die

Elimination von ß ann diesen Oieicbnngen den erwähnten

Tangentialkegei. Setzt man noch zur AbkArzaug

m wird man leicht die Gorrectionen bestimmen können,

welche an die den Taiigentiallcej^el bestimmenden Coordi-

niiten anj^ebracht werden müssen, um den Bedint^nnfifen der

Schattenfläche zu genügen. Denkt man sich Polarcoordiiiaten

in einer zur §-Axe des oben benutzten Coordinatensystems

senkrechten Ebene eingeführt nnd setzt demgen^lss

y=zQcoäq); ^ = Q sin (p; ^= const.

so kann O ab Function Ton q und g> angesehen werden. Einem

bestimmten Werthe von entspricht in der Schatteniläche

ein Werth ^= wo demselben Werthe von

g> entsprechende q fQr den Tangentialkegei ist. Aber zu

gleicher Zeit nniss auch ß = -\- Jß gesetzt werden, wenn

der Werth von ß für A = 0 ist. l<]ntwickelt man nun

die Gleichungen (11), welche sich so schreiben lassen

<I»0»,»)= A(Af)
®'

(ß) = X (/S)

und bedenM man, dass «o)
= 0, —5^ =»0, so er-

giebt sich
"

dii)

—jQ+...^m
3e„

(12)

St^Sß^-" ' dßi ' 9ß

So wird man durcli snccessive iSülierungen zn den rich-

tigen Werthen yon und Jß gelangen können. In erster

Näherung ist aber

— J^ = k(ß,) (13)
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434 SUsung der mtäh.'fh^8, Claaae wm 1, Deeember 1894.

lud da man bei den Sataratrabanten hierdurch den Verlauf

der Schattenfläche (vom Saturn ans gesehen) auf einige Se-

canden genau erhält, so wird man, wie noch erörtert werden

soll, dabei stehen bleiben können. Es soll nur diese Nähe-

rungsforniel entwickelt werden.

Die und werden aus den beiden Gleichungen be-

stimmt:

Vi-ßU
Hieraus folgt:

Die Gleichung des Tangentialkegels ist hiernach

i^= 4mo(p + mo£) (U)

Für die weiteren Reductionen sind noch von Werth die

Relationen:

Will man (14) vollständig entwickelt hinschreiben, so

mnss man die HOl&grOssen »Iq, m^^ n etc. nach (4) ein-

fahren. Man kann diese aber so schreiben:

n a=

V =

R
A

2R{C
Ä
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Sediger: Oäber den SehaHen eines FUineUn, 435

Die Gleichung (14) gestaltet sich jetast so:

C 1) .\

Wenn man aher bedenkt, dass ffir Saturn -r sehr klein
A

iät (<Cfirhnr) P aowM uls auch £ gegen x ebenfalls,

so wird man mit hinreichender Genauigkeit setzen dflrfen

Hierdurch ist nun bestimmt. Um auch (13) ollstandig

zu entwickeln, wäre jetzt eine etwas umständlichere Rech-

nung auszafQhren. Man vereinfacht aber die Sachlage durch

weitere Vernachlässif^nngen, welche die Schattenfläche in dem

betraciiteten Fall»', wo es .sich um die Verfinsterung der

•Saturntrabanten handelt, ebenfalls höchstens um einige Bogen-

secunden verschieben können. Diese Vernachlässigungen und

deren Berechtigung ergeben sich aus den folgenden Werthen,

die man den Httlfisgrdssen m^, ifi| etc. geben kann:

(15)

P
2RB'

A- ^^D'
(16)

A A

Hierdurch wird, weil auch x in den vorstehenden Gleich-

migen nahezu unabhängig von ist:
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Man kann aber die rechte Seite mit Hfilfe der oben an-

gegebenen Relationen so darstellen:

A^

Für die rechte Seite von (13) ergiebt sich zanächst:

und wenn man (16) benutet, so wird schliesslich mit aus-

lachender Omanigkat

Diese Formel lässt an Einfachheit nichts zu wünschen

fibrig. Wollte man anch noch die zweiten Potenzen Ton e fort-

lassen, so ergäbe sich einfach was eigentlich

auch schon der Genauigkeit, welche die hier in Frage kom-

menden Beobachtungen verlangen, voraussichtlich genügen

dürfte.

Was den letzteren Punkt betrifft, so ist vor allem zu

bemerken, dass die Grenze sowohl des Eemschattens als

auch des Halbschattens eine rein mathematische Fiction ist,

welche in den Beobachtungen nicht klar hervortreten kann.

Wie der Halbschatten in unmerklichen Abstufungen in die

volle Helligkeit übergeht, so bedeutet die Grenze des Kern-

schattens nichts anderes, als den Ort, wo der Halbschatten
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Seeliger: Ueber den St^atten eines Fianeten. 437

aiifanj^t, sich in stetiger Weise aufzuhellen. Ich liabe die

VerhältDisBe, wie sie sich in Folge dieser Umstände hei

Mondfinsternissen darstellen, an einem anderen Orte^) be-

sprochen nnd gezeigt, dass sich die Grenze des Kemschattens

in Folge physiologischer Einwirkungen fHr das beobachtende

Ange in den Halbschutten hinaus scheinbar verschieben rauss.

Es entsteht so das hckatiiit»' l'hänonien der scheinbaren Ver-

grösserung des Erdschattens, ich habe dort einen Ausdruck

abgeleitet für das Verbältuiss der Heiligkeit welche in

der scheinbaren Entfernung x (hier gesehen von Saturn aus)

von der Grenze des Kernschattens stattfindet, zu der unge-

schwächten Helligkeit und den Ausdruck gefunden:

1 5X-j- 1 /Dx\t1 5A-j- 1 /J>x\

^o"^ V^Jl^) '
^^^^

worin X =s '^^
Nimmt man, was in runden Zahlen uu-

gefahr den Verhältnissen entspricht, wie sie bei den Ver-

finsterungen des Japetus durch Saturn stattfinden, = t>0,

ß^ 18^00 « ^ As 30 und wenn x" den Werth von x

in Bogensecunden bedeutet:

f = L^.Ü72- 10](a?")*

Hieraus folgt für a;"= 5 : 0.005 und fOr x^ 10:

^ = 0.015.

Mit Hülfe dieser Zahlen wird man leicht ermessen

können, dass die Beobachtung des Eintritts nicht sehr sicher

sein kann — bei Japetus entspricht einer Zeitminute ein

1) Vierteyafamchrift der Astronomischen QeselUchaft. Jahr-

gang 87. 8. 197 ff.
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438 Sitzung der matK-phyn. Classe vom 1. Vecember 1894.

Bogen von 11" vom Saturn aus gesehen — und diisn es

auf die Feststellung der Schattengreuze auf einige Bogen-

secunden auch dann nicht ankommen kann, wenn sehr

grosse Fernrohre zar Verfagang stehen. Wesentlicher £in-

flass kommt hierbei auch noch dem Umstände zu, dass die

Trabanten keine Punkte, sondern ausfgedehnte Massen sind.

Doch ist hier nicht der Ort, auf diese Gegenstände n&her

einzugehen.
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