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Ueber Verkettung.

Von Hermann Brunn.
(Mit Tafel 11-1V.)

(Eingelaufen 19. Afare.)

I. Verkettete Ringe. Schema ihres Verkettungs-
zustandes.

1. Man stelle sich Gebilde vor von der Art eines in
sich zurlcklaufenden Fadens, ganz gleichgultig, ob man da-
bei den Faden als Curve, als Flache oder als Koérper sich
denkt, und lege diesem Faden die Eigenschaften einerseits
der Beweglichkeit, Biegbarkeit und Dehnbarkeit, andrerseits
der Unzerreissbarkeit und Undurchdringlichkeit bei.) Ein
solches Gebilde sei im Folgenden kurzweg als Ring bezeichnet.

2. Wenn eine Anzahl beliebig verschlungener Ringe
vorliegt, so ergibt sich als ein zur Beschreibung des Ring-
system mit verwendbarer Begriff der des Verkettungszu-
standes. Dieser Begriff ist Gegenstand der folgenden Blatter,
zu deren Abfassung ich die erste Anregung fand in zwei
von Tait nebeneinandergestellten wesentlich verschiedenen
Beispielen je dreier verketteten Ringe,2 und die sich inhalt-

1) Eine genauer eingehende Definition wirde uns zu Umstand-
lichkeiten verfilhren, die fir das Folgende keinen Werth haben.

2) Siehe Figg. 1 und 2 auf Tafel Il. Vgl. Tait, On knots,
Transact. of the R. Edinb. Soc. 187G, Vol. 28. Plate XV Fig. 15 und
Plate XVI Fig. 2G
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lieh an die Betrachtungen anreihen, mit denen Listing seine
»Vorstudien zur Topologie*“ abschliesst.

3. Verkettet mit einander sind Ringe dann, wenn die
Weite, bis zu welcher sie von einander entfernt werden
kénnen, von ihren Dimensionen abhd&ngt. Wenn eine Anzahl
Ringe eine Kette bilden, so kann keiner vom &ndern Uber
jede Weite hinaus entfernt werden, ohne dass mindestens
einer von allen Ringen uber jede Lange hinaus gedehnt wiurde,
und es mussen, wenn man die Dimensionen der Ringe hin-
langlich verkleinert, sammtliche Ringe auf einen beliebig
kleinen Raum zusammengezwungen werden.

4. Bildet ein Theil der Ringe einer Kette Xl allein fur
sich betrachtet, ebenfalls eine Kette jie so heisse h eine Unter-
kette von K.

5. Nachdem der Begriff von verketteten Ringen darge-
stellt ist, lasst sich der von verketteten Ringketten leicht
daraus ableiten.

6. Im Gegensatz zu Gebilden, die mit einander verkettet
sind, sprechen wir von unverketteten oder ,von einander
freien“ Gebilden.

7. Unter der Beschreibung des Verkettungszustandes von
n Ringen verstehe ich die genaue Angabe der Ketten, welche
durch die Ringe gebildet werden, und der sdmmtlichen in
ihnen enthaltenen Unterketten. Diese Beschreibung wird
durch ein jetzt zu bildendes Schema geleistet.

8. Man setze in eine erste Zeile die Namen der Ringe
nebeneinander, etwa

1) Ri, N3, RN

Dann bilde man die sammtlichen Combinationen dieser Buch-
staben zu zweien und untersuche, welche dadurch darge-
stellten Kingpaare, fur sich allein betrachtet, mit einander
verkettet sind, welche nicht. Die Bezeichnungen der ver-
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ketteten Paare setze man in eine zweite Zeile neben-
einander, etwa:

2) R.R., R R R. R.

In eine dritte Zeile stelle man diejenigen Ringtripel, welche,
far sich allein betrachtet, Ketten bilden, etwa:

3) R.R, .8,

. . R
nio A3

aRER, Ri R. J2,
I ARG) ng 2 KI—I

und so fahre man fort und stelle, allgemein gesprochen, in
der m-ten Zeile die Ketten, resp. Unterketten von m Ringen
zusammen. Das Schema bricht von selbst ab, spéatestens mit
der w-ten Zeile, welche fur den Fall, dass sammtliche Ringe
in eine einzige Kette zusammentreten, ein Glied enthalt. Die
sammtlichen Zeilen zusammen seien als das (Verkettungs-)
Schema der n Ringe bezeichnet.

9. Es liegt nahe, die in einer Zeile stehenden Glieder
von der 3. Zeile an in zwei Gruppen zu theilen. Das Be-
stehen der in einer Zeile vorkommenden Ketten und Unter-
ketten ist entweder aus vorher angeschriebenen Zeilen er-
sichtlich, oder nicht. So z. B. wirde aus dem Bestehen der
beiden Ketten ACEF und BCD das Bestehen einer Kette
A B CD E F folgen; denn da A, E und F mit C, C mit
B und Z) zusammenhangt, so hangen sdammtliche sechs Ringe
unter einander zusammen. Ueberhaupt immer, wenn Ketten
einen oder mehrere Ringe gemeinsam haben, lassen sich
andere, umfassendere als vorhanden erkennen.

10. Die aus friheren Zeilen zu folgernden Ketten einer
Zeile setze man in eine erste, die Ubrigen in eine zweite
Gruppe der Zeile und trenne beide Gruppen durch einen kraf-
tigen Verticalstrich. Anbei (s. S. 80) folgt zur Erlauterung
ein ausfuhrlicheres Beispiel; die Unterketten sind mit durch-
laufenden Nummern unterschrieben und bei den abgeleiteten
links zugleich die Nummern vorhergehender Ketten, aus denen
sie abgeleitet werden konnen, verbunden durch ein Plus-
zeichen angegeben.



11. Zur weiteren Erklérung des folgenden Beispieles vgl

a, b, c, d, e £ g, ft, », fc, Z W2, &% o0, p, q, T, 5 # u, v, w,

8+9+89+40+5<)+51

1.
2. a&, crf, de, dt, At, Afc, ifc,
1 2 3 4 5 6 7
3. c<Ze, cdi, det, liik
10,2-1-3 11,2+4 12,8+1 13,5+7
4. abcd, cdeg, cdetj
18,2+14 19,2+15 20,4+10
dgpu. dqtu,
24*8+16 25,4+16
5. abcde, abcdt, cdegt,
28,10+14 29, 1+ 14 30,11+15
degpu, deqtu,
34,3+24 35,4+23
6. abcdeg, abcdet, abcdgu,
40,15+28 41,4+28 42, 16+18
degptu, hikwyz.
46,4+34 47,5+38
21. abcdefghikpgrstuvwxyz

30 xy
8

9

cdqu,
21,2+16
W Xyz
26,9+17

cdegu,
31, 10+16
dgptu
36, 4+24
cdegpUf
43, 8+31

ikwxyz,
48, 9+87

degt,
22,4+15

cdgpu,
32,2+27

cdeg tu,
44,4+31

frwxyz
49,9+38

X, ¥, 2

degut

23, 3+16

cdgtu,
83, 4+21

cdgptu,
45,4+32

auch 10.—18.
abc, deg dgu, toyz
14, 1+c 15.8+0 16 17
Imno
27
ikwyz frwyz qrsvz
37, 7+17 39, 17+/V 89
dethik frpwyz
50,12+13 0l,38+p

TR

»

48
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12. Die abgeleiteten Ketten lassen sieh oft auf mehr-
fache Weise aus vorhergehenden zusammensetzen, wie z. B.
Kette 41: ab cd et statt mit 4+ 28 auch mit 28+12 etc.
unterschrieben sein kénnte.

13. Das gegebene Schema ist nur bis zur 6. Zeile aus-
gefuhrt, und angenommen, dass von hier ab in den rechten
Zeilenhdlften keine neuen Ketten mehr auftreten. Jedenfalls
reicht das Schema dann bis zu der wieder angeschriebenen
21. Zeile, und man sieht, dass das ganze Ringsystem aus
den von einander freien Ketten

abcdefghikpgrstuvwxy# und Imno
besteht.

14. Die rechten Gruppen sdmmtlicher Zeilen zusammen
wollen wir als die rechte, die linken Gruppen zusammen als
die linke Schemahélfte bezeichnen. Die erste und zweite
Zeile haben gar keine linke Gruppe und missen vollstandig
zur rechten Schemahéalfte gerechnet werden.

15. Durch Weglassen der linken Halfte wird der Inhalt
dessen, was das Schema uns lehren kann, in keiner Weise
vermindert, da die linke Halfte stets mittels der rechten re-
construirt werden kann. Es dirfte aber trotzdem in den
meisten Fallen sich empfehlen, die linke Halfte auch auszu-
fuhren, resp. beizubehalten.

16. Fur die weitere Anordnung der Glieder kénnen sehr
verschiedene Gesichtspunkte maassgebend werden.

FUr unsere Zwecke nehmen wir in der rechten Halfte
eine bestimmte weitere Eintheilung vor, zusammenhangend
damit, dass die Glieder einer 2eile Glieder vorhergehender
Zeilen als Unterketten enthalten koénnen oder nicht. Jede
rechte Zeilenhalfte wird in drei Theile getheilt. Es werden
immer gestellt

in das erste Drittel: Die Glieder, welche aus lauter (bereits

vorhergegangenen) Unterketten zusammengesetzt sind;
1862. Math.-phys. CI. 1. 6
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in das zweite Drittel: Die Glieder, welche Unterketten
enthalten, ausserdem aber noch eine Gruppe G von
Buchstaben, welche zusammen keine Unterkette bilden;

in das dritte Drittel: Die Glieder, welche gar keine Unter-
ketten enthalten.

17. Die ersten Drittel der sammtlichen rechten Zeilen-
halften seien als erstes Drittel der rechten Schemahalfte be-
zeichnet, und entsprechend seien die Benennungen zweites
und drittes Drittel zu verstehen.

18. Die Zeilendrittel halte man durch kleinere Vertikal-
striche auseinander, oder man bilde, wie in dem Beispiel ge-
schehen, gleich drei durchgehende Kolumnen von der 3. Zeile
an. Sollten gewisse Drittel gar keine Glieder enthalten, so
wird es doch gut sein, trotzdem die Trennungsstriche zu
setzen.l) In dem Beispiel 11 enthédlt nur Zeile 5) Ketten in
allen drei Dritteln der rechten Halfte, Zeile 3) nur zweites
und drittes Drittel, Zeile 4) nur ein drittes Drittel, Zeile 6)
nur die zwei ersten Drittel. FUr die Ketten der ersten zwei
Drittel ist durch die untergeschriebenen Summen angedeutet,
aus welchen Unterketten und Buchstabengruppen G sie zu-
sammengesetzt sind.

1. Bildung von Ketten, deren Schema ein
gegebenes ist.

19. Man wirde sich den Gegenstand dieses Aufsatzes
zu einfach vorstellen und den Zweck der Aufstellung eines
so allgemeinen Schema’s nicht einsehen, so lange man nur
an die gewdhnlich sich darbietende Art der Verkettung denken
wollte. Die gewdhnlichsten Ketten haben ein Schema,
dem abgesehen von Zeile 2) die rechte Halfte ganz
fehlt. Unser Begriff der Verkettung ist aber ein
viel weiterer, und es kann das Zusammenhangen

1) Aebnliches gilt fUr die Trennungsstriche der Halften.
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einer Anzahl von Ringen in viel absonderlicheren
Weisen stattfinden, auf welche eben hingewiesen
werden soll.

20. Dies wird ersichtlich, wenn wir zeigen, dass
jedes Schema eine Beschreibung wirklich vorhan-
dener darstellbarer Ketten liefert.

Wir sagen: jedes Schema; vorausgesetzt ist dabei na-
tirlich, dass ein Schema stets die Buchstabenbezeichnung
jener Ketten und Unterketten enthalten muss, welche aus
anderen Unterketten mit Nothwendigkeit sich ergeben. Es
ist z. B. keine Kette denkbar, deren Schema die Glieder A B
und AG enthalt, ohne zugleich das Glied ABC zu enthalten.

Es gentgt fur unseren Zweck, anzugeben, wie man zu
einem beliebig gegebenen Schema irgend eine zugehdrige
Kette construirt, und es liegt uns fern, die Gesammtheit der
durch das Schema beschriebenen Ketten erschipfen zu wollen.

21. Es kann hier das Gestandniss nicht umgangen werden,
dass die folgenden Nachweise an dem allen jenen Verschlin-
gungs- und Verknotungsuntersuchungen gemeinsamen Uebel
kranken, welche Uber die durch Anwendung des Gauss'schen
Verschlingungsintegrals gesteckte Grenze hinausgehen. Eine
mathematisch strenge und auf jeden Fall anwendbare For-
mulirung der Merkmale, wann zwei oder mehr Ringe un-
trennbar verbunden sind, liegt zur Zeit nicht vor, trotz
mancher in dieser Richtung gemachten Anstrengungen. Wie
die meisten der bekannten Tait'schen und Simony\schen
Untersuchungen sind daher auch die folgenden vorlaufig zum
Theile auf den Boden der Empirie gestellt.

Eine allgemeine Methode.

22. Jedermann weiss, dass man zwei Ringe nach Maass-

gabe von Fig. 3 Taf. Il mit einander verketten und durch
G
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Aufschneiden des einen von beiden wieder von einander frei
machen kann.

23. Auffalliger ist schon die Mdglichkeit, 3 Ringe so
ineinander zu verflechten, dass kein Paar derselben verkettet
ist, sondern alle drei Ringe frei werden, sobald ein beliebiger
anfgeschnitten wird.

Tait gibt ein Beispiel fur diese Moglichkeit, welches wir
in Fig. 2 reproduciren.])

24. Wir sind nun weiter gegangen und haben in Fig. 4
und Fig. 5 Taf. Il Ketten von 4, resp. 5 Ringen gebildet,
welche ganz entsprechende Eigenschaften zeigen, d. h. sofort
vollstandig zerfallen, sobald irgend einer der Ringe aufge-
schnitten wird.

Ja, es lasst sich allgemein folgender, auf den ersten
Blick sehr unwahrscheinliche Satz behaupten:

25. Es lassen sich beliebig viele Ringe B, so zu
einer Kette K verbinden, dass in K gar keine Unter-
ketten vorhanden sind. Zerschneidet man einen ein-
zigen ganz beliebigen der Ringe R%so werden so-
fort sammtliche R frei von einander.

26. Nachdruck ist darauf zu legen, dass das Zerfallen
bei der Zerschneidung eines ganz beliebigen der Ringe ein-
tritt, denn Beispiele fur Ketten aus n Ringen, die bei Zer-
schneidung eines bestimmten Ringes in ihre Elemente zer-
fallen, liegen auf der Hand: Man denke sich nur beliebig
viele Ringe auf einen éndern aufgereiht, wodurch eine Kette
entsteht, deren rechte Schemahalfte die Form

) A B C ... N
2) AB, AC ....AN

hat, und welche beim Zerschneiden des Ringes A, aber keines
andern in ihre Elemente zerfallt.

1) Siehe Oitat bei 2.
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27. Wir wollen ein Verfahren angeben, welches Ketten
obiger Art herzustellen gestattet. Um es hinlanglich zu illu-
striren, ist es in den Figg. 3 (Taf. IlI), 6 und 7 (Taf. 1V),
8 und 9 (Tafel IIl) fur 2, 3, 4, 5 und 6 Ringe ersichtlich
gemacht.

28. Allgemein gesprochen werden dabei, wenn nRinge eine
Kette sub 25. bilden sollen, n— 1 derselben, A2,A31AN..-A,,,
der Uebersichtlichkeit wegen wie ein System concentrischer
Kreise angeordnet, ein w-ter, An in eigenthimlicher Weise
in dieselben verflochten. Zur Beschreibung des Verfahrens
dient am besten die vollstandige Induction. Um die Art des
Fortschreitens von n zu n-f- 1 Ringen zu characterisiren,
wird es geniigen, in Worte zu fassen, wie aus der Kette von
5 Gliedern die von 6 Gliedern abgeleitet wird.

29. In Fig. 9 tritt zu den 4 concentrischen Ringen
A2, Az, A4, A5 der Fig. 8 ein weiterer, A6, aussen hinzu.
Die Lage des durchgeflochtenen Ringes At gegen A2, A3,
Az bleibt vollstdndig ungeandert, die Aenderung der Ver-
knipfungsart &aussert sich nur an seinem Verhalten gegen
den fruher &dussersten Ring A5 und den neuen AG.

30. Fur A5 steigt die Zahl der ,Ueberkreuzungen® mit

A x auf das doppelte; man kann sagen, an Stelle jeder bis-

herigen Ueberkreuzung treten zwei neue, z. B. an Stelle)

von xt in Fig. 8 tritt xk und x2 in Fig. 9, an Stelle von
in Fig. 8 x5 und x6 in Fig. 9.

31. In Fig. 8 geht der Ring A xvon einer Ueberkreuzung
ungerader Ordnungszahl zur néachsten rechts immer so fort,
dass er dabei von einer Seite des Ringes A5 auf die andere
tritt. In Fig. 9 hingegen geht der Ring A xvon einer Ueber-
kreuzung ungerader Ordnungszahl zur néchsten rechts so fort,

1) Wir numeriren auf den concentrischen A die Ueberkreuzungen
von links nach rechts, wie aufden Figuren zu sehen, und bezeichnen
eine Ueberkreuzung mit x und ihrer Ordnungszahl als Index.
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dass er auf der nemlichen Seite von A5 bleibt. In Fig. 8
fand zwischen zwei Ueberkreuzungen x24 x und %2w2 e*
Umfangen, Unterqueren von As durch AXx statt; an dessen
Stelle tritt jetzt sozusagen ein ,Reiten* von Ax auf A5
zwischen zwei Paaren von Ueberkreuzungen xtv+v #4i/+2

und xXA/+v indem Ax auf jeder Seite von A5 eine

Schleife herabhangen lasst. In Fig. 9 befindet sich ferner
allgemein bei x2n_1 und x2n At auf der nemlichen Seite von

A5 wie in Fig. 8 bei %

32. Nun zu A6l Mit diesem Ring bildet A k geradeso-
viel Ueberkreuzungen wie mit A5 und wir nennen die Ueber-
kreuzungen gleicher Ordnungszahl auf A5 und A6 entspre-
chende. Die Ueberkreuzungen entstehen, indem A6 jede der
von A5 herabhangenden Schleifen einmal durchbohrt. AX
befindet sich daher, gerade im Gegensatz zu dem Verhalten
entsprechender Ueberkreuzungen auf A5, auf verschiedenen
Seiten von A6, wenn man eine Ueberkreuzung ungerader
Ordnungszahl und die rechts folgende ins Auge fasst.

Ferner:

33. Bezeichnet man das Vornlaufen von At bei einer
Ueberkreuzung mit v, das Hintenlaufen mit A so entspricht
jeder Reihe von Ueberkreuzungen eine Reihe von Buchstaben
v, A, und es gilt die Regel: Einer Buchstabenfolge vv hh
resp. hh vv auf A5 muss eine symmetrische Buchstabenfolge
auf AR entsprechen, also entweder vhhv oder hvvh.

Schliesslich:

34. Symmetrieen von Buchstabenfolgen auf A5 miussen
in den entsprechenden Buchstabenfolgen von A6 erhalten
bleiben.

35. Durch die unter 30— 34 gegebenen Regeln sind nun
auf AR die Ueberkreuzungen vollstandig bestimmt bis auf
eine beliebige, die zu Anfang willkurlich gewdahlt werden
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darf. Wir durfen also z. B. bestimmen, dass die Ueberkreu-
zung der Ordnungszahl 1 stets den Buchstaben v zugetheilt
erhalt.

36. Es lasst sich die Anordnung der Ueberkreuzungen
durch ein Schema wiedergeben, indem man die Ueberkreu-
zungsbuchstaben der Ringe A2, A8 . . . in aufeinanderfol-
gende, mit A2l Aa . . . bezeichnete Zeilen setzt.

Fur zwei Ringe erhalt man das Schema:

At: V h
fur drei Ringe:
A2: VV hh
vh | hv
fur vier Ringe:
At: VV hh
A - vvhli hhvv
A,: vhhv vhhv

fur funf Ringe:

At: VV hh
A3: vvhh hhvyv
Aa vvhh hhvv vvhh
A5: vhhv vhhv vhhv
etc. etc.

Die senkrechten Linien deuten Symmetriemitten an, und
setzen sich, wenn sie in einer Zeile zum Vorschein gekommen
sind, nach unten durch alle folgenden Zeilen fort.

37. Dass ein nach diesen Vorschriften gebildetes System
wirklich eine Kette bildet, davon mag man sich durch das
Experiment Uberzeugen. Vergl. Ubrigens 21.

38. Dass diese Ketten aber bei Zerschneidung eines
einzigen beliebigen Ringes sofort in ihre sammtlichen Ele-
mente zerfallen, soll jetzt eingehend gezeigt werden.
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Selbstverstandlich ist das Zerfallen, wenn der zerschnit-
tene Ring gerade AX ist.

Zerschneidet und entfernt man den &ussersten Ring, so
kann An weil es auf den Ubrigen Ringen nur ,reitet*, ein-
fach von ihnen abgehoben werden, wie ein Reiter vom Ross.

Zerschneidet und entfernt (= ,léscht”) man den zweiten
Ring von aussen, so kann man alle Schleifen, mit denen At
auf diesem Ringe ,ritt“, nach unten fallen lassen, woflr die
von der Mitte dieser Schleifen ausgehenden Symmetrieen von
Wichtigkeit sind, und findet dann den &ussersten Ring nir-
gends mehr unterquert. Daher steht dem Abheben des
Ringes Ax, der auf den Ringen innerhalb des zerschnittenen
nur reitet, nichts im Wege.

Loscht man den dritten Ring von aussen, so werden die
auf diesem reitenden Schleifen frei, und lassen sich, wieder
in Folge der Symmetrieen, die in den zwei ausseren Ringen
von ihren Mitten ausgehen, durch einfaches Abwickeln resp.
Durchschieben ganz aus denselben herausflechten. Auf den
weiter innen liegenden Ringen findet wieder nur ein Reiten
statt und dem Abheben von At steht nichts im Wege.

39. Ueberhaupt: Ldéscht man einen beliebigen der con-
centrischen Ringe, so besteht die sichtbarliche Freimachung
des Ringes Ax von den dbrigen nach Richtung der &ussern
in einem Abwickeln und Durchschieben der Schleifen, welche
auf dem zerschnittenen Ringe geritten waren, nach Richtung
der innern Ringe in einem Abheben. Die erste Operation
ist stets wesentlich bedingt durch die von der Mitte jener
Schleifen ausgehenden Symmetrieen der Ueberkreuzungsbuch-
staben, welche die Ueberkreuzungen stets paarweise aufzu-
heben gestatten.

Dass nach Ausflechtung von AXx die ubrigen Ringe alle
frei sind, ist von selbst klar.

40. Wir werden nun keine Schwierigkeit haben, auch
die Mdglichkeit des folgenden einzusehen:
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Beliebige von einander freie Ketten A, B— N,
bestehend aus Ringen AL A2 ... Aa; BAB2 .. .BR\

Nt N2 ... Nv respective kénnen in der Weise

zu einer Kette P vereinigt werden, dass, beim Zer-
schneiden eines einzigen beliebigen Ringes, P in
die sammtlichen Ketten A, B, ...N zerfallt. Besser
gesagt: Das Resultat der Aufschneidung ist das
nemliche, als ob der Schnitt an den von einander
freien Ketten A, B . . . N ausgefihrt worden wére.

41. Man denke sich in den Figg. 3, 6, 7, 8, 9 die
Ringe, statt sie in den ungezeichneten, resp. punctirten
Theilen kreisformig und von einander frei zu erganzen, dort
beliebig mit einander verschlungen, oder anders gesprochen:
Man zerre aus den beliebig mit einander verketteten oder
nicht verketteten Ringen Ax A2 ... Nv Theile so hervor,
dass sie die Anordnung wie in den als Muster dienenden
Figuren 3—9 erhalten, und denke sich einen beliebigen
derselben wie Ay in die andern hineingeflochten. Bei der an
unseren Ringen (s. 1) vorausgesetzten unbegrenzten Dehn-
barkeit ist dies stets zuléssig. Sobald man eine der Curven
A, A9 . . . Nv zerschneidet, bedeutet die neu hinzugekom-
mene Verflechtung nur eine fiur den Verkettungszustand des
Systems irrelevante Lagendnderung, die Ketten A, B ... N
trennen sich.

42. Man koénnte einen Augenblick denken, dass die neu
hinzugefuigte Verkettung friher vorhandene Verkettungen
zerstdren koénnte, indem sich neue Ueberkreuzungen gegen
alte aufheben Hessen. Alsdann wirden wir nicht wissen, ob
bei unserem Versuch, aus A, ... N eine einzige Kette P
zu bilden, nicht vielmehr frihere Ketten in Unterketten zer-
fielen und wirden in grésser Verwirrung sein. In Wahr-
heit ist die Gefahr nicht vorhanden; weil eben die neue
Verkettung nur fur die Gesammtheit der Ringe wirksam (s.
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oben 41) und somit fur die anfangs vorhandenen Verket-
tungen, die sich nur auf einen Theil der Ringe bezieheD,
vollig belanglos ist.

43. Das geschilderte Verfahren reicht vollkommen aus,
um bei beliebig gegebenem Schema eine dementsprechende
Kette zu bilden. Man bilde der Reihe nach die in der
rechten Schemahéalfte vorkommenden Unterketten, die der
linken Halfte entstehen dann von selbst. Die Mdglichkeit,
dass Ringe oder Unterketten zu einer Kette zusammentreten,
nachdem sie schon zur Bildung andrer Ketten verwendet
und in denselben befangen sind, stért in keiner Weise. Es
macht also gar nichts, dass z. B. nach zwei Ketten ab cd
und efgh eine Kette acfg im Schema auftreten kann. Nur
ein Paar Worte sind oben in 42 zu verandern, um die dor-
tigen Schlussfolgerungen auch auf diesen Fall anzuwenden.

Andre Methoden, um speciell Ketten ohne Unter-
ketten zu bilden.

44. Da speciell die Ketten ohne Unterketten, welche
unter 25. erwahnt sind, einiges Interesse erwecken durften,
so sollen noch zwei andre Methoden angegeben werden, um
solche Ketten zu bilden.

45. Man denke sich auf eine Ebene einen kreisformigen
Ring B gelegt, darlber einen ebensolchen Ring A, so dass
die beiden Kreisflachen sich zum gréssten Theile Uberdecken,
und A etwas mehr nach links liegt. Dann schlage man —
die Ebene wird weggedacht — den Theil des Ringes A, der
innerhalb des Umfanges von B liegt, nach unten und links,
den Theil von B, der innerhalb A liegt, nach oben und
rechts, so werden A und B nach dem Muster von Fig. 11
zusammengesetzt sein. Operation wie Resultat wollen wir
mit dem Symbol [A B\ bezeichnen. [A B] bildet keine
Kette, sondern die beiden Ringe sind frei von einander.
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46. [AB] erinnert, so wie es in Fig. 10 gezeichnet ist,
mit den bei p und q nahe sich umwindenden und im Ubrigen
eng nebeneinanderherlaufenden Strangen, selbst an die Ge-
stalt eines Ringes, der bei r seinen Durchgang hat und kreis-
formig verlauft.

47. Diese Vorstellung des Ringartigen bei [AS] lasst
sich verstarken und die Handhabung des Gebildes als Ring
erleichtern dadurch, dass man [A B] in das Innere eines
Hohlringes eingeschlossen denkt, resp. einschliesst, der es wie
eine Haut umgibt und zusammenhalt. Natirlich kann die
Hilfsvorstellung resp. Hilfsvorrichtung des Hohlringes jeder-
zeit wieder beseitigt werden.

48. Es wird jetzt, und noch mehr durch die folgende
Verwendung, erklérlich sein, warum wir das Gebilde [A Z7]
als ,Systemring“ uns zu bezeichnen erlauben, trotzdem es
nicht ein Ring nach der Definition 1 ist.

49. Wir koénnen in dem Systemring [A B] offenbar an
Stelle von A und B selbst Systemringe treten lassen, wo-
durch Gebilde der symbolischen Bezeichnung

[A[BO], [{ABjICD:}]

entstehen, die selbst wieder als ,Systemringe“ bezeichnet und
gehandhabt werden durfen.

Man kann mit diesen Systemringen wieder die nemlichen
Operationen vornehmen, wie mit den bisherigen einfachem,
also z. B. Gebilde der symbolischen Bezeichnung

[[AB] [CZ]E], [IA B][CD]I[EF]] etc.
hersteilen, wodurch man zu immer complicirteren System-
ringen gelangt.

50. Jeder Systemring S hat die Eigenschaft, aus zwei
einfacheren Systemringen (resp. Ringen) 81 und S2 zusam-
mengesetzt zu sein, und einen Hauptdurchgang zu besitzen,
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der einerseits durch die Strdnge von Sx andrerseits durch
die von S2 begrenzt wird.

51. Keiner der behandelten Systemringe bildet eine
Kette; sie bestehen aus lauter freien, nur in eigentimlicher
Weise zusammengelegten Ringen.

Sobald jedoch durch die Hauptéffnung eines solchen
Systemringes S ein Ring oder andrer Systemring T gefuhrt
wird in der Weise, dass eine Verkettung stattfinden wirde,
sobald an Stelle von S und T einfache Ringe traten —
am einfachsten also nach Muster von Fig. 3 —, so sind auf
einmal sammtliche Ringe mit einander verkettet und zwar
liegt dann eine Kette ohne Unterkette vor. Der Schlussring
versperrt sammtliehen Ringen die Wege, auf denen sie aus
den andern hervorgezogen und von ihnen frei gemacht werden
kénnten. Man Uberzeuge sich durch Experimente und er-
innere sich an 21.

52. Dass ein vollstandiges Zerfallen eintritt, sobald ein
Ring RJin einem der Systemringe, sagen wir in Sx, zer-
schnitten wird, lasst sich folgendermaassen klar machen:

Innerhalb 8 ist Rt jedenfalls mit einem andern Ring
oder Systemring jR2 nach Muster von Fig. 11 zusammenge-
legt, spater eventuell noch gefaltet worden. Fihren wir den
Schnitt an Rx in der Nahe von p,) so lasst sich dort der
Systemring auseinanderzerren, ganz gleichgultig, welche Ver-
bindungen er noch mit andern Ringen eingegangen ist, und
verhélt sich in Folge dessen in Bezug auf seinen Haupt-
durchgang r nicht mehr wie ein Ring, sondern wie ein zwei-
endiger Faden. [RLi?2] war wieder mit einem &ndern Ring
oder Systemring Rs zu einem Systemring zusammengelegt
worden, der sich nach der mit vorgegangenen Ver-
anderung selbst wie ein zweiendiger Faden verhdlt; etc. etc.

1) Nur der bequemeren Vorstellung wegen; die Stelle, wo der
Schnitt gefuhrt wird, ist gleichgultig.
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so schliesst man fort und sieht schliesslich, dass S selbst sich
wie ein zweiendiger Faden verhalt nnd von T befreit werden
kann; worauf alles zerfallt, da T allein ja keine Kette bildet.

53. Ein weiteres ganz besonders einfaches und symme-
trisches Verfahren, um Ketten mit beliebig vielen Ringen
ohne Unterketten zu bilden, ist durch Fig. 42 angedeutet.
Es ist nur ein Stuck der Kette gezeichnet, welche unter stets
gleicher Wiederholung der Glieder, in Richtung des Pfeil-
bogens in sich zuricklaufend zu denken ist.

54. Es moge schliesslich noch bemerkt werden, dass
diese Ketten mit den vorher unter 51 geschilderten eine viel
grossere Verwandtschaft haben, als auf den ersten Blick er-
sichtlich ist.

I11. Zerschneidungszahlen einer Kette.

Charakteristische Zahlen einer Kette im
Allgemeinen.

55. Der fur unsere Vorstellung einfachste Zustand von
n Ringen ist der, wo sie sammtlich unverkettet sind. Wir
sind daher geneigt, jede Kette daraufhin zu beurtheilen, ob
sie diesem Zustande nah oder ferne steht, und bezeichnen
dementsprechend die Ringe als schwacher oder starker ver-
kettet. Diesen Grad der Verkettung kann man durch ver-
schiedene charakteristische Zahlen darzustellen, zu messen
versuchen.

56. Um eine erste derselben zu definiren, stellen wir uns
die undurchdringlich gedachten Ringe einen Augenblick als
durchdringlich fur einander vor, und definiren sie als die
geringste Anzahl der gegenseitigen Ringdurchdringungen,
welche néthig wird, um sdmmtliche Ringe von einander zu
trennen. Ueber diese Zahl sagt uns unser Schema gar nichts



94 Sitzung der math.-phys. Classe vom 5. Méarz 1892.

aus, und um sie zu untersuchen, mussten wir Uber den
Rahmen dieses Aufsatzes hinausgehen. Wir schreiten daher
zu einer andern charakteristischen Zahl fort.

57. Vorausschickend bemerken wir, dass unter einem
Querschnitt ein Schnitt verstanden werden soll, der einem
Faden seine ringférmige Natur nimmt, und ihn in einen
solchen mit zwei Enden verwandelt.

58. Man kann sich nun fragen: Welches ist die ge-
ringste Anzahl von Querschnitten, welche man an
den gedachten Ringen ausfihren muss, um dieselben
sdmmtlich von einander frei zu machen?

59. Und andrerseits: Welches ist die grésste An-
zahl von Querschnitten, die man zur Zerfallung der
Ketten in ihre Bestandtheile ausfiuhren kann unter
der Bedingung, dass nie ein bereits frei gewordener
Ring zerschnitten wird?

60. Wir nennen die erste Zahl kurz die Minimalzer-
schneidungszahl, die zweite die Maximalzerschneidungszahl
unseres Ringsystems.

Ableitung der Zerschneidungszahlen fur eine
specielle Art von Ketten.

61. Wir behandeln zunachst die Zerschneidungszahlen
solcher Ketten, in deren Schema die linke Halfte vollstan-
dig fehlt.

Ein solches Schema enthélt kein einziges Glied, dessen
Vorhandensein aus Gliedern, die in vorhergehenden Zeilen
angeschrieben sind, nothwendig folgen wirde, wie etwa aus
zwei Gliedern A B und B G der zweiten Zeile nothwendig
ein Glied ABC flr die dritte Zeile sich ergibt.

62. Wenn zwei in einem solchen Schema vorkommende

(Ketten resp.) ITnterketten Ringe gemeinsam haben, so muss
eine derselben sammtliche Ringe der andern enthalten, mit
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andern Worten: Unterketten des Schema%, welche Ringe
gemeinsam haben, koénnen einander nicht coordinirt, sondern
eine von beiden muss der &ndern subordinirt sein.

63. Daraus folgt:

1) Die in den Gliedern einer Zeile auftretenden Ringe
mussen sammtlich von einander verschieden sein, somit kdnnen
das zweite und dritte Drittel einer Zeile keine Ringe gemein-
sam haben wie im allgemeinen Falle.

2) Die in den Gliedern des dritten Drittels vorkommen-
den Ringe sind sammtlich von einander verschieden, wahrend
beim allgemeinen Falle im dritten Drittel ein und derselben
Zeile gleiche Ringe in verschiedenen Gliedern Vorkommen
kénnen.

3) Schneidet man einen Ring einer Kette des letzten
Drittels auf, so werden sofort alle Ringe dieser Kette géanz-
lich frei, nicht bloss frei von einander.

Denn bliebe ein Theil T der Ringe dieser Kette, welche
ausserdem noch die durch T' angedeuteten Ringe enthalten
soll, mit nicht in der Kette enthaltenen Ringen U verkettet,
so wuirde eine Kette mit den Gliedern T + T'+ U sich er-
geben, die aus den Ketten T+ T' und T -f- U ableitbar
und daher in die linke Seite des Schema's zu setzen ware,
welche doch frei bleiben soll. Dass die Ringe T allein fir
sich zum Theil verkettet bleiben, ist ersichtlich ebenfalls
ausgeschlossen.

Minimalzerschneidungszahl p.

64. Es ist klar, dass, um das Ringsystem in seine Ele-
mente zu zerlegen, in jeder Kette des dritten Drittels ein
Schnitt gefiihrt werden muss, da diese Ketten anders nicht
aufgeldst werden kdnnen, und keiner dieser Schnitte seinen
Einfluss auf zwei Ketten des dritten Drittels erstreckt.

65. Andrerseits folgt aus Satz 3) des letzten Abschnittes
63, dass nach Ausfuhrung dieser Schnittei sdmmtlicho Ringe
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vollstéandig frei sind. Die Minimalzerschneidungszahl ist also
hier gleich der Anzahl der Glieder des dritten Drittels:

H = ds.

G6. Um eine deutlichere Einsicht von der Richtigkeit
dieses Satzes zu bekommen, kénnte man den Einfluss der
successiven Schnitte auf den Verkettungszustand des Ring-
systems verfolgen, was wir aber hier der Kirze halber Uber-
gehen.

Maximalzerschneidungszahl M.

67. Bei Ableitung der Maximalzerschneidungszahl wird
ein Umstand wichtig, der bei Ableitung der Minimalzer-
schneidungszahl belanglos war: Die Reihenfolge der Schnitte.

68. Sind M Ringe gefunden, bei deren Zerschneidung
in bestimmter Reihenfolge das Ringsystem erst mit dem
Jf-ten Schnitte in seine Elemeute zerféllt, so gibt es sicher
andre Reihenfolgen, bei deren Einhalten dieses Zerfallen vor
dem M-ten Schnitte eintritt.

69. Jedenfalls lasst sich aus den M Ringen ein System
von dg Ringen herausheben, das mit jeder im dritten Drittel
stehenden Kette nur je einen Ring gemein hat. ist dann
die Minimalzerschneidungszahl (i, s. den Schluss des vorigen
Abschnittes, und das ganze System zerfallt schon nach dem

ten Schnitte, wenn man gerade die herausgehobenen ju
Ringe zuerst aufschneidet.

70. Die M—p Ubrigen Ringe kdnnen offenbar nicht in
Ketten des dritten Drittels Vorkommen, da sonst mindestens
in einer derselben zwei Ringe aufgeschnitten wirden. Dies
hiesse aber, einen bereits ganz freigewordenen Ring auf-
schneiden (s. 63. 3)), was ausgeschlossen sein soll (s. 59).
Es missen daher Ringe sein, deren erstes Auftreten im
zweiten Drittel erfolgt, als zu Gruppen G gehdrig (s. 16).
Schneidet man einen solchen Ring auf, so zerfallt die be-
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treffende Kette in die zur Gruppe G gehdrigen Ringe und
in Unterketten, welche bereits in friheren Zeilen Vorkommen;
ausserdem koénnen in den ersten zwei Dritteln von folgenden
Zeilen dadurch Kettenzertheilungen eintreten, nicht aber in
vorhergehenden. Die Ketten des letzten Drittels bleiben ganz
unbeeinflusst.

71. Um nun die Zerfallung des ganzen Systems erst
nach maglichst viel Schnitten eintreten zu lassen, beginne
man in der letzten Zeile, welche ein zweites Drittel aufweist,
und schneide in jedem Gliede des zweiten Drittels einen,
gleichgultig welchen Ring der Gruppe G auf. Dann be-
handle man nach dem nemlichen Verfahren die vorhergehende
Zeile, und so fort. Schliesslich wird man in jedem Gliede
des zweiten Drittels einen Schnitt gefiihrt haben, im Ganzen

Schnitte. Hierauf lasst sich aber kein weiterer Schnitt
machen, der nicht eine Kette des letzten Drittels angreifen
wirde.

72. Die Maximalzerschneidungszahl ergibt sich nach
diesen Betrachtungen gleich der Summe der Anzahlen der
in den letzten Dritteln stehenden Glieder:

M= d2+ p—d2 +
73. Es ist auch klar, dass die Zerschneidungszahl des
Systems jeden zwischen fi und M liegenden Werth annehmen
kann. Man kann ja von den d2 Schnitten im zweiten Drittel

(s. 71) eine beliebige Theilanzahl ausfihren und dann zu
den  Schnitten im dritten Drittel Ubergehen (s. G9).

Die Zerschneidungszahlen fur allgemeine
Formen der Kette.

74. Die Zahlen [i und M lassen sich fur Ketten allge-
meiner Schemaform nicht in &ahnlich einfacher Weise ab-

leiten; man kann einige Regeln angeben, welche unndthige
1892. Math.-phys. CI. 1 7
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Umwege vermeiden lassen, und scheint im Uebrigen auf das
Durchprobiren der verschiedenen Mdglichkeiten angewiesen.

75. Zunéchst ist fur die Aufsuchung von fu wichtig, dass
das ganze System dann und erst dann in seine Bestandteile
zerlegt ist, wenn die Glieder des letzten Drittels zweiter Halfte
im Schema in die ihren zerféllt sind. Es handelt sich also
darum, diese Glieder durch mdglichst wenig Schnitte voll-
standig zu zerfallen.

76. Geht man die Glieder des letzten Drittels durch
und sucht eine Anzahl solcher heraus, welche aus lauter ver-
schiedenen Buchstaben bestehen, es seien die Glieder

. ryl so ist v eine untere Grenze fir ju Es missen min-
destens v Ringe An A2, A3 . . . Av zerschnitten werden,
welche resp. den Gliedern JH, T2, jT3 . . . Tv angehoren.

Dadurch wird die Auswahl der zu zerschneidenden Ringe
unter Umstanden wesentlich beschrankt.

77. Fur M ist Folgendes zu bemerken;

Jedes Glied des zweiten Drittels rechter Halfte ist zu-
sammengesetzt aus Gliedern vorhergehender Zeilen und ausser-
dem aus Ringen £r, die zusammen kein vorhergehendes Glied
bilden, obwohl sie in solchen vorhergehenden Gliedern Vor-
kommen kénnen. Zunéchst kennzeichne man in jedem Gliede
die Ringe Cr; weiterhin unter diesen wieder die, welche in
keinem Glied des letzten Drittels Vorkommen: sie mégen G'
heissen. Durch Zerschneiden eines G' wird ein Glied zweiten
Drittels rechter Halfte in Unterketten vorhergehender Zeilen
nnd die Ringe G zerlegt. Man beginne nun (vgl. 71) da-
mit, in jedem Gliede der letzten Zeile, die ein zweites Drittel
enthalt, einen Ring @& aufzuschneiden und schreite dann zu
vorhergehenden Zeilen weiter.

78. Es ist aber jetzt moglich, dass die Auswahl des G-
im einzelnen Gliede nicht mehr gleichglltig ist, wie bei den
speciellen Schemata 61, weil sehr wohl einzelne Ringe in
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der Gesammtheit der O mehrfach Vorkommen kénnen. Es
ist also zu ermitteln, bei welcher Auswahl der zu zerschnei-
denden G' die meisten Schnitte mdglich sind, ehe sammtliche
G sich losldsen.

Es sei M x diese Maximalzahl.

79. Dann mache man, ebenfalls durch Probiren die
Maximalzahl der Schnitte ausfindig, welche geflihrt werden
kann, bis sammtliche Ketten im letzten Drittel zerfallen:
Sie sei M2. Dann ist

M=Mi-f M2

80. Fassen wir den Inhalt dieses Aufsatzes noch einmal
kurz zusammen:

Die Arbeit bezieht sich auf Ringe, das heisst auf geo-
metrische Gebilde von der Art in sich zurtcklaufender Faden.
Den eigentlichen Gegenstand der Untersuchung bildete der
»Verkettungszustand“ eines Ringsystems. Es war dies ein
Begriff, der sich nicht auf die specielle Art der Verschlingung
und Verknotung von Ringen bezog, sondern nur auf die
Thatsache, ob Ringe Zusammenhéangen oder nicht. Die voll-
standige Beschreibung des Verkettungszustandes wurde durch
ein Schema geliefert, das sammtliche Ringe, Unterketten und
selbstandige Ketten eines Ringsystems in passender Anord-
nung angibt. So weit der erste Theil; im zweiten Theil
wurde gezeigt, dass nicht nur jede Kette ihr Schema hat,
sondern auch fur jedes Schema Ketten existiren, und hiebei
besonders auf eine Art von Ketten hingewiesen, welche keine
Unterketten enthalten. Im dritten Kapitel wurde von den
Zerschneidungszahlen der Ketten gehandelt, charakteristischen
Zahlen, welche ein gewisses Maass fur den Verkettungszu-
stand abgeben.



