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U e b e r  V e r k e t t u n g .

V o n  H e r m a n n  B r u n n .

( M i t  T a fe l  I I - I V . )

(Eingelaufen 19. Afäre.)

I. V erk ettete  R inge. Schem a ih res V erk ettu n gs ­

zustandes.

1 . M a n  ste lle  s ich  G e b ild e  v o r  v on  d er  A r t  eines in 

s ich  z u rü ck la u fe n d e n  F a d en s , g a n z  g le ic h g ü lt ig , o b  m an  d a ­

b e i  den  F a d en  als C u rve , a ls F lä ch e  o d er  als K ö r p e r  s ich  

d e n k t , und le g e  d iesem  F a d e n  d ie  E ig e n s ch a fte n  e in erse its  

d e r  B e w e g lic h k e it , B ie g b a rk e it  u n d  D e h n b a rk e it , a n drerseits  

der  U n z erre issb a rk e it  u n d  U n d u rc h d r in g lich k e it  b e i.1)  E in  

so lch e s  G e b ild e  sei im  F o lg e n d e n  k u r z w e g  als R in g  b ez e ich n et .

2 . W e n n  e in e  A n z a h l  b e l ie b ig  v e rs ch lu n g e n er  R in g e  

v o r lie g t ,  so  e r g ib t  s ich  a ls e in  zur B e s ch r e ib u n g  des R in g ­

system  m it  v e rw e n d b a rer  B e g r i f f  d er  des V e rk e ttu n g s z u ­

stan d es. D iese r  B e g r i f f  ist G eg en sta n d  d er  fo lg e n d e n  B lä tter , 

zu  d eren  A b fa s s u n g  ic h  d ie  erste  A n r e g u n g  fa n d  in  z w e i 

v on  T a i t  n e be n e in a n d e rg e ste llte n  w es en t lich  v ersch ied en en  

B e isp ie len  j e  d re ie r  v erk ette ten  R in g e ,2)  und d ie  s ich  in h a lt ­

1) E in e  g e n a u e r  e in g e h en d e  D e fin it ion  w ü rd e  uns zu U m stä n d ­

l ich k e it e n  ve rfü h re n , d ie  fü r  das F o lg e n d e  k e in en  W e r th  h a b e n .

2 ) S ieh e  F ig g . 1 u n d  2 a u f T a fe l II . V g l .  T a i t ,  On k n o ts , 

T ra n s a c t . o f  th e  R . E d in b . S o c . 187G, V o l. 28. P la te  X V  F ig . 15 und 

P la te  X V I  F ig . 2G.
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l ie h  an  d ie  B e tra ch tu n g e n  a n re ih en , m it  d en en  L i s t i n g  seine 

„ V orstu d ie n  zu r T o p o lo g ie “ a b sch liesst .

3 . V e rk e tte t  m it e in a n d er  s in d  R in g e  da n n , w e n n  die 

W e i t e ,  b is  zu  w e lc h e r  sie  v on  e in a n d er  e n t fe rn t w erden  

k ö n n en , v o n  ih ren  D im e n sion e n  a b h ä n g t . W e n n  e in e  A n z ah l 

R in g e  e in e  K e tte  b ild e n , so  k a n n  k e in e r  v o m  ä n d ern  über 

je d e  W e it e  h in a u s e n t fe rn t  w e r d e n , o h n e  dass m indestens 

e in er  v o n  a llen  R in g e n  ü b e r  je d e  L ä n g e  h in au s g e d e h n t  w ü rde, 

u n d  es m üssen , w en n  m an  d ie  D im e n sion en  d e r R in g e  h in ­

lä n g lich  v e r k le in e r t , sä m m tlich e  R in g e  a u f  e in en  b e lie b ig  

k le in en  R a u m  z u s a m m e n g ezw u n g en  w erd en .

4 . B ild et ein  T h e i l  d er R in g e  e in e r  K e tte  JST, a lle in  für 

s ich  b e tra ch te t, eb e n fa lls  e in e  K e tte  jfe, so  heisse h e in e  U n ter ­

k e tte  v on  K .

5 . N a ch d e m  d er  B e g r i f f  v on  verk ette ten  R in g e n  d a rg e ­

s te llt  is t ,  lässt s ich  d e r  von  v erk ette ten  R in g k e tte n  le ich t 

darau s a b le ite n .

6 . Im  G e g en sa tz  zu  G e b ild en , d ie  m it  e in a n d er  v erk ette t 

s in d , s p rech e n  w ir  v on  u n v erk ette ten  o d e r „v o n  e in a n d er  

f r e ie n “ G e b ild en .

7 . U n ter  d er B e s ch re ib u n g  des V e rk ettu n g sz u s ta n d e s  von  

n  R in g e n  versteh e  ich  d ie  g e n a u e  A n g a b e  d er  K e tte n , w e lch e  

d u rch  d ie  R in g e  g e b ild e t  w e rd e n , un d d er sä m m tlich e n  in 

ih n en  e n th a lte n e n  U n terk etten . D iese  B e s ch r e ib u n g  w ird  

d u rch  ein  je t z t  zu  b ild en d e s  S ch e m a  g e le is te t .

8 . M a n  setze in  e in e  erste Z e i le  d ie  N a m en  d e r  R in g e  

n e b e n e in a n d e r , e tw a

1 )  R i ,  ^ 3 ..... .. .. .. .. Rn

D a n n  b ild e  m a n  d ie  sä m m tlich e n  C o m b in a t io n e n  d ieser B u c h ­

sta b en  zu  zw e ien  u n d  u n te rsu ch e , w e lch e  da d u rch  d a rg e ­

s te llten  K in gp a a re , fü r  s ich  a lle in  b e tra ch te t , m it  e in a n d er  

v e rk e tte t  s in d , w e lc h e  n ich t . D ie  B ez e ich n u n g e n  d e r  v er ­
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k e tte te n  P a a re  setze  m an  in  e in e  zw e ite  Z e ile  n e b en ­

e in a n d er , e t w a :

2 )  R .  R .  , R .  R .  R .  R .

In  e in e  d ritte  Z e ile  ste lle  m a n  d ie jen ig en  R in g t r ip e l,  w e lch e , 

fü r  s ich  a lle in  b e tra ch te t , K etten  b ild en , e t w a :

3 )  R . R , . ß ,  , R ,  R .  R ,  R i  R .  J2 ,
n i  / t j  A3 ft'4 «5 n g  2 Kl— I

u n d  so  fa h re  m an  fo r t  u nd  ste lle , a llg e m ein  g e sp ro ch e n , in  

d e r  m -ten  Z e ile  d ie  K e tten , resp . U n terk etten  v on  m  R in g e n  

zu sam m en . D a s S ch e m a  b r ic h t  v on  se lbst ab , spätesten s m it 

d e r  w -ten  Z e i le ,  w e lch e  fü r  den F a ll, dass sä m m tlich e  R in g e  

in  e in e  e in z ig e  K e tte  zu sam m en  treten , e in  G lied  e n th ä lt. D ie  

sä m m tlich e n  Z e ile n  zu sam m en  seien  als das (V e r k e t tu n g s -)  

S c h e m a  d er  n R in g e  b e z e ich n e t.

9 . E s l ie g t  n a h e , d ie  in  e in er  Z e ile  s teh en d en  G lie d e r  

v o n  d e r  3 . Z e ile  an  in  z w e i G ru p p en  zu  th e ile n . D a s  B e ­

s teh en  d er in  e in er  Z e ile  v o rk o m m en d e n  K e tten  u n d  U n t e r ­

k e tte n  ist e n tw e d e r  aus v o r h e r  an g es ch r ie b e n e n  Z e ile n  e r ­

s ich t l ich , o d e r  n ich t . S o  z. B . w ü rd e  aus d em  B esteh en  der 

b e id e n  K e tte n  A C E F  u n d  B C D  das B e steh e n  e in er  K e tte  

A  B  C  D  E  F  f o l g e n ; d en n  da  A ,  E  und F  m it  C , C  m it 

B  u n d  Z ) z u sa m m e n h ä n g t, so  h ä n g e n  sä m m tlich e  sech s  R in g e  

u n ter  e in a n d er  zu sam m en . U eb e rh a u p t  im m e r, w en n  K etten  

e in en  o d e r  m eh rere  R in g e  g em ein s a m  h a b e n , lassen  sich  

a n d ere , u m fassen d ere  als v orh a n d e n  erk e n n e n .

1 0 . D ie  aus frü h e ren  Z e ile n  zu fo lg e rn d e n  K etten  e in er  

Z e i le  setze  m a n  in  e in e  erste, d ie  ü b r ig e n  in  e in e  z w e ite  

G ru p p e  der Z e ile  un d  tren n e  b e id e  G ru p p en  d u rch  e in en  k rä f ­

t i g e n  V e r t ica ls t r ic h . A n b e i  (s . S . 8 0 ) f o lg t  zu r E r lä u te ru n g  

e in  a u s fü h rlich e re s  B e is p ie l ; d ie  U n terk e tten  sin d  m it  d u rc h ­

la u fen d e n  N u m m e rn  u n tersch r ie b e n  u n d  b e i den  a b g e le ite te n  

lin k s  z u g le ich  d ie  N u m m e rn  v o rh e rg e h e n d e r  K e tte n , aus denen  

sie  a b g e le ite t  w erd en  k ö n n e n , v erb u n d e n  d u rch  ein  P lu s ­

z e ich en  a n g e g e b e n .
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1 2 . D ie  a b g e le ite te n  K e tte n  lassen  s ieh  o f t  a u f  m e h r ­

fa c h e  W e is e  aus v o rh e rg e h en d e n  zu sam m en  setzen , w ie  z. B . 

K e tt e  4 1 :  a b  c d  e t  sta tt m it  4  +  2 8  a u ch  m it  2 8 + 1 2  e tc . 

u n te rs ch r ie b e n  sein  k ön n te .

1 3 . D a s  g e g e b e n e  S ch e m a  ist n u r  b is  zu r 6 . Z e ile  aus ­

g e fü h r t , u n d  a n g e n o m m e n , dass v o n  h ie r  ab  in  d en  rech ten  

Z e i le n h ä l ft e n  k e in e  n eu en  K e tte n  m e h r a u ftreten . J e d e n fa lls  

r e ic h t  das S ch e m a  d an n  b is  zu  d e r w ie d e r  a n g e sch rieb e n e n  

2 1 . Z e ile , u n d  m a n  s ieh t, dass das g a n z e  R in g s y s tem  aus 

d e n  v on  e in a n d er  fr e ie n  K e tte n

a b c d e f g h i k p q r s t u v w x y #  und  I m n o

b e s te h t.

1 4 . D ie  r ech ten  G ru p p en  s ä m m tlich e r  Z e ile n  zu sam m en  

w o l le n  w ir  a ls d ie  r e ch te , d ie  lin k en  G ru p p en  zu sam m en  als 

d ie  lin k e  S ch e m a h ä lfte  b e z e ich n e n . D ie  erste  u n d  zw e ite  

Z e ile  h a b e n  g a r  k e in e  lin k e  G ru p p e  u n d  m üssen  v o lls tä n d ig  

zu r  r e ch te n  S ch e m a h ä lfte  g e re ch n e t  w e rd e n .

15 . D u r ch  W e g la s s e n  d er  lin k e n  H ä lft e  w ird  d er  In h a lt  

dessen , w as das S ch e m a  u n s le h ren  k a n n , in  k e in e r  W e is e  

v e rm in d er t, da  d ie  lin k e  H ä lfte  stets m itte ls d er  r ech te n  r e -  

c on s tru ir t  w e rd e n  k a n n . E s d ü r fte  a b e r  tro tzd em  in  den  

m eisten  F ä llen  s ich  e m p fe h le n , d ie  lin k e  H ä l ft e  a u ch  au szu ­

fü h re n , resp . b e izu b e h a lten .

1 6 . F ü r  d ie  w e itere  A n o r d n u n g  d e r  G lie d e r  k ön n e n  seh r 

v ersch ied en e  G e sich tsp u n k te  m a a ssgeb en d  w erd en .

F ü r  u n sere  Z w e c k e  n eh m en  w ir  in  d er r ech te n  H ä lfte  

e in e  b estim m te  w e itere  E in th e i lu n g  v o r , z u sa m m en h ä n g en d  

d a m it , dass d ie  G lie d e r  e in er  2 e i le  G lied er  v o rh e rg e h e n d er  

Z e ile n  als U n te rk e tte n  e n th a lte n  k ön n en  o d er  n ich t . J ed e  

re ch te  Z e ile n h ä lfte  w ird  in  d re i T h e i le  g e th e ilt . E s w e rd e n  

im m e r  g es te llt

in  das erste D r it t e l:  D ie  G lied er , w e lc h e  aus lau ter (b e re its  

v o rh e rg e g a n g e n e n )  U n terk etten  z u sa m m en g esetz t s in d ;

1862. M a t h . -p h y s .  CI. 1. 6
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in das z w e ite  D r it t e l:  D ie  G lie d e r , w e lch e  U n terk e tte n  

en th a lten , ausserdem  a b e r n o ch  e in e  G ru p p e  G  von  

B u ch s ta b e n , w e lch e  zu sam m en  k e in e  U n terk e tte  b i ld e n ; 

in  das d r itte  D r i t t e l : D ie  G lie d er , w e lch e  g a r  k e in e  U n ter ­

k etten  e n th a lte n .

1 7 . D ie  ersten  D r it te l d er sä m m tlich en  rech te n  Z e ile n ­

h ä lften  se ien  a ls erstes D r it te l d er  r ech ten  S c h e m a h ä lfte  be ­

z e ich n e t, u n d  e n tsp rech e n d  seien  d ie  B e n e n n u n g e n  zw eites  

und d rittes  D r it te l zu  versteh en .

1 8 . D ie  Z e ile n d r it te l h a lte  m a n  d u rch  k le in e re  V e r t ik a l ­

s tr ich e  au se in a n d er , od e r  m an  b ild e , w ie  in  dem  B e is p ie l g e ­

sch e h e n , g le ic h  drei d u rch g e h e n d e  K o lu m n e n  v on  d e r  3 . Z e ile  

an . S o llten  g ew isse  D r it te l g a r  k e in e  G lie d e r  en th a lten , so 

w ird  es d o ch  g u t  se in , tro tz d em  die  T re n n u n g s s tr ich e  zu 

s e tze n .1)  In  dem  B e isp ie l 11 e n th ä lt  n u r  Z e ile  5 )  K e tte n  in 

a llen  d re i D r it te ln  d er rech ten  H ä lfte , Z e ile  3 )  n u r  zw eites 

u n d  d rittes D r itte l, Z e ile  4 )  n u r  ein  drittes D r it te l, Z e i le  6 )  

n u r  d ie  zw ei ersten  D r itte l. F ü r  d ie  K e tte n  d er ersten  zw ei 

D r it te l ist d u rch  d ie  u n te rg e sch r ie b e n e n  S u m m en  a n g ed eu tet, 

aus w e lch e n  U n te rk e tte n  u n d  B u ch sta b e n g ru p p e n  G  sie  zu ­

sa m m en g esetzt s in d .

II. B ildung von  K etten , deren Schem a ein 

gegebenes ist.

1 9 . M a n  w ü rd e  s ich  den  G e g e n sta n d  dieses A u fsa tzes  

zu  e in fa ch  v orste lle n  u n d  den  Z w e c k  d er  A u fs te llu n g  eines 

s o  a llg em e in e n  S ch e m a ’s n ich t  e in seh en , so  la n g e  m a n  nu r 

an  d ie  g e w ö h n lic h  s ich  d a rb ieten d e  A r t  d er  V e rk e t tu n g  den k en  

w o l lte . D i e  g e w ö h n l i c h s t e n  K e t t e n  h a b e n  e i n  S c h e m a ,  

d e m  a b g e s e h e n  v o n  Z e i l e  2 )  d i e  r e c h t e  H ä l f t e  g a n z  

f e h l t .  U n s e r  B e g r i f f  d e r  V e r k e t t u n g  i s t  a b e r  e i n  

v i e l  w e i t e r e r ,  u n d  e s  k a n n  d a s  Z u s a m m e n h ä n g e n

1) A e b n lich e s  g i l t  fü r d ie  T re n n u n g s str ich e  d er  H ä lften .
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e i n e r  A n z a h l  v o n  R i n g e n  i n  v i e l  a b s o n d e r l i c h e r e n  

W e i s e n  s t a t t f i n d e n ,  a u f  w e l c h e  e b e n  h i n g e w i e s e n  

w e r d e n  s o l l .

2 0 .  D i e s  w i r d  e r s i c h t l i c h ,  w e n n  w i r  z e i g e n ,  d a s s  

j e d e s  S c h e m a  e i n e  B e s c h r e i b u n g  w i r k l i c h  v o r h a n ­

d e n e r  d a r s t e l l b a r e r  K e t t e n  l i e f e r t .

W i r  s a g e n : j e d e s  S c h e m a ; v orau sg ese tz t  ist d a b e i n a ­

tü r lic h  , dass e in  S ch e m a  stets d ie  B u ch s ta b e n b e z e ich n u n g  

j e n e r  K e tte n  u n d  U n te rk e tte n  e n th a lten  m u s s ,  w e lch e  aus 

a n d e re n  U n terk etten  m it  N o th w e n d ig k e i t  s ich  e rg eb e n . E s 

is t  z . B . k e in e  K e tte  d en k b a r , d eren  S ch e m a  d ie  G lie d er  A  B  

u n d  A G  e n th ä lt, o h n e  z u g le ich  das G lied  A B C  zu en th a lten .

E s  g e n ü g t  fü r  u n seren  Z w e c k , a n zu g e b e n , w ie  m a n  zu 

e in em  b e l ie b ig  g e g e b e n e n  S ch e m a  irg e n d  e in e  z u g e h ö r ig e  

K e tte  c on stru ir t, u n d  es lie g t  un s fe rn , d ie  G esa m m th e it  der 

d u rch  das S ch e m a  b e sch r ieb e n en  K e tten  e r sch öp fe n  zu  w o llen .

2 1 . E s  k a n n  h ie r  das G estän d n iss  n ic h t  u m g a n g e n  w e rde n , 

dass d ie  fo lg e n d e n  N a ch w e is e  an  d em  a llen  je n e n  V e r s c h l in - 

g u n g s -  u n d  V e r k n o tu n g s u n te rs u ch u n g e n  g em ein sa m en  U eb e l 

k ra n k e n , w e lc h e  ü b e r  d ie  d u rch  A n w e n d u n g  des G au ss’sch en  

V e rs ch l in g u n g s in te g ra ls  g e s te ck te  G ren ze  h in a u sg e h e n . E in e  

m a th e m a tisch  s tren g e  und  a u f  je d e n  F a ll a n w e n d b a re  F o r -  

m u lir u n g  der M e rk m a le , w a n n  z w e i o d e r  m e h r  R in g e  u n ­

t r en n b a r  v e rb u n d e n  s in d , l ie g t  zu r Z e it  n ic h t  v o r ,  tro tz  

m a n c h e r  in  d ieser R ic h tu n g  g e m a ch ten  A n s tre n g u n g e n . W ie  

d ie  m eisten  d e r  b ek a n n ten  T a it ’s ch en  u n d  S im ony\schen  

U n tersu ch u n g e n  sin d  d a h er  a u ch  d ie  fo lg e n d e n  v o r lä u fig  zu m  

T h e i le  a u f  den  B o d e n  d er  E m p ir ie  g este llt .

E i n e  a l l g e m e i n e  M e t h o d e .

2 2 . J e d e rm a n n  w eiss, dass m an  zw ei R in g e  n a ch  M aass ­

g a b e  v on  F ig . 3 T a f . I I  m it e in a n d er  v erk etten  und d u rch

G*



8 4 S itz u n g  d e r  m a th .-p h y s . C la ss e  v o m  5 .  M ä r z  1 8 9 2 .

A u fsch n e id e n  des e in en  v on  b e iden  w ie d e r  v on  e in a n d er  frei 

m a ch e n  k a n n .

2 3 . A u ffä l lig e r  ist s ch o n  d ie  M ö g lic h k e it , 3  R in g e  so 

in e in a n d e r  zu  v e rfle ch te n , dass k e in  P a a r  d e rs e lb e n  ve rk e ttet  

ist, son d ern  a lle  d re i R in g e  fr e i w erd e n , s o b a ld  e in  b e lie b ig e r  

a n fg esch n itte n  w ird .

T a it  g ib t  ein  B e isp ie l fü r  d iese  M ö g lic h k e it , w e lch e s  w ir 

in  F ig . 2  r e p ro d u c ire n .1)

2 4 .  W ir  s in d  n u n  w e ite r  g e g a n g e n  u n d  h a b e n  in  F ig . 4 

und  F ig . 5  T a f . I I  K e tte n  v on  4 , resp . 5 R in g e n  g e b ild e t, 

w e lch e  g a n z  e n tsp rech en d e  E ig e n s ch a fte n  z e ig e n , d . h . so for t 

v o lls tä n d ig  z erfa llen , so b a ld  irg e n d  e in er  d er R in g e  a u fg e ­

s ch n itte n  w ird .

J a , es lässt s ich  a llg e m e in  fo lg e n d e r , a u f  d en  ersten 

B l ic k  seh r  u n w a h rs ch e in lich e  S atz  b e h a u p te n :

2 5 . E s  l a s s e n  s i c h  b e l i e b i g  v i e l e  R i n g e  B, s o  zu 

e i n e r  K e t t e  K  v e r b i n d e n ,  d a s s  i n  K  g a r  k e i n e  U n t e r ­

k e t t e n  v o r h a n d e n  s i n d .  Z e r s c h n e i d e t  m a n  e i n e n  e i n ­

z i g e n  g a n z  b e l i e b i g e n  d e r  R i n g e  R % s o  w e r d e n  s o ­

f o r t  s ä m m t l i c h e  R  f r e i  v o n  e i n a n d e r .

2 6 . N a ch d ru ck  ist d a ra u f zu le g e n , dass das Z e r fa lle n  

be i d er  Z e rs ch n e id u n g  eines g a n z  b e l ie b ig e n  d er R in g e  e in - 

tr itt , denn  B e isp ie le  fü r  K e tte n  aus n R in g e n , d ie  b e i Z er ­

s ch n e id u n g  e ines b e s t i m m t e n  R in g e s  in  ih re  E le m e n te  zer ­

fa llen , l ie g e n  a u f  d er  H a n d :  M a n  d en k e  s ich  n u r  b e l ie b ig  

v ie le  R in g e  a u f  e in en  ä n d ern  a u fg e re ih t , w o d u rch  e in e  K e tte  

e n tsteh t, d eren  re ch te  S ch e m a h ä lfte  d ie  F o rm

h at, und w e lch e  b e im  Z e rsch n e id e n  des R in g e s  A ,  a b e r  k e in es  

än dern  in  ih re  E le m e n te  z e r fä llt .

1 )

2)

A ,  B ,  C .. .. .. .. .. .. .  N

A B ,  A C  . . . . A N

N

1) S ieh e  O ita t b e i 2.
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2 7 . W i r  w o l le n  ein  V e r fa h re n  a n g e b e n , w e lch e s  K etten  

o b ig e r  A r t  h erzu ste llen  gesta tte t . U m  es h in lä n g lic h  zu i llu -  

s tr ire n , ist es in  den  F ig g .  3  (T a f .  I I ) ,  6  u n d  7 (T a f . I V ) ,

8  u n d  9 (T a fe l  I I I )  fü r  2 , 3 , 4 , 5 u n d  6 R in g e  e r s ich t lich  

g e m a ch t .

2 8 . A llg e m e in  g e s p ro ch e n  w e rd e n  d a b ei, w e n n  n  R in g e  e in e  

K e tte  su b  2 5 . b ild en  s o llen , n — 1 d erse lb en , A 2 , A 31A ^ . . - A „ ,  

d e r  U e b e rs ich t lich k e it  w e g e n  w ie  ein  S ystem  co n ce n tr is ch er  

K re is e  a n g eo rd n et , ein  w -ter, A n  in  e ig e n th ü m lich e r  W e is e  

in  d iese lb e n  v e r flo ch te n . Z u r  B e s ch re ib u n g  des V e r fa h re n s  

d ie n t  am  besten  d ie  v o lls tä n d ig e  In d u c t io n . U m  die  A r t  des 

F o rtsch re ite n s  v on  n  zu  n  - f -  1 R in g e n  zu  ch a ra c te ris ire n , 

w ir d  es g e n ü g e n , in  W o r t e  zu  fassen , w ie  aus d er  K e tte  v on  

5 G lie d ern  d ie  v on  6  G lie d e rn  a b g e le ite t  w ird .

2 9 . In  F ig .  9  tr it t  zu  den  4  c o n ce n tr is ch e n  R in g e n  

A 2 , A z , A 4 , A 5 der  F ig .  8 e in  w e ite re r , A 6 , aussen  h in zu . 

D ie  L a g e  des d u rch g e flo ch te n e n  R in g e s  A t g e g e n  A 2 , A 3 , 

A ±  b le ib t  v o lls tä n d ig  u n g eä n d e r t, d ie  A e n d e ru n g  d er V e r ­

k n ü p fu n g s a r t  äu ssert s ich  n u r an  se in em  V e rh a lte n  g e g e n  

d en  frü h e r  äussersten  R in g  A 5 u n d  den n eu en  A 6 .

3 0 . F ü r  A 5 s te ig t  d ie  Z a h l d er „U e b e r k r e u z u n g e n “ m it 

A x a u f  das d o p p e lt e ; m a n  k a n n  sa g en , an  S te lle  je d e r  b is ­

h e r ig e n  U e b e rk re u z u n g  treten  zw e i n eu e , z. B . an S t e l le 1) 

v o n  x t in  F ig .  8 tr itt  x k und x 2 in  F ig . 9 , an S te lle  v o n

in  F ig . 8 x 5 u n d  x 6 in  F ig .  9 .

3 1 . In  F ig .  8  g e h t  d er  R in g  A x v on  e in er  U e b e rk re u z u n g  

u n g e ra d er  O rd n u n g s z a h l zu r  n ä ch sten  re ch ts  im m e r  so  fo r t ,  

dass e r  d a b e i v o n  e in er  S eite  des R in g e s  A 5 a u f d ie  an d ere  

tr it t . In  F ig .  9 h in g e g e n  g e h t  d er  R in g  A x v on  e in e r  U e b e r ­

k reu z u n g  u n g e ra d er  O rd n u n g sz a h l zu r n ä ch sten  rech ts  so  fo r t ,

1) W ir  n u m eriren  a u f d en  co n ce n tr is ch e n  A  d ie  U eb erk reu z u n g en  

v o n  lin k s  n a ch  re ch ts , w ie  a u f d en  F ig u re n  zu  seh en , u n d  b ez e ich n en  

e in e  U e b e rk re u z u n g  m it  x  u n d  ih rer  O rd n u n g s za h l a ls  In d e x .



dass er  a u f  d er  n em lich e n  S e ite  v on  A 5 b le ib t . In  F ig .  8 

fa n d  z w is ch en  z w e i U e b e rk re u z u n g en  x 2V+ x u n d  %2v+ 2  e*n 

U m fa n g e n , U n terqu eren  v o n  A s d u rch  A x s ta t t ;  a n  dessen 

S te lle  tr itt  je t z t  so z u sa g en  e in  „ R e i t e n “ v o n  A x a u f  A 5 

z w is ch e n  zw e i P a a re n  v o n  U e b e rk re u z u n g en  x ±v+ v  # 4i/+ 2 

u n d  x Ay + v  in d e m  A x a u f  je d e r  S e ite  v o n  A 5 eine

S ch le i fe  h e ra b h ä n g en  lässt. In  F ig . 9  b e fin d e t  s ich  fern er  

a llg e m e in  b ei x 2n_ 1 u n d  x 2n A t a u f  d er  n e m lich e n  S e ite  von 

A 5 w ie  in  F ig . 8  b e i %n.

3 2 . N u n  zu A 6l M it  d iesem  R in g  b ild e t  A k g e ra d e s o ­

v ie l U e b e rk re u z u n g en  w ie  m it A 5 u n d  w ir  n en n en  d ie  U e b e r ­

k re u z u n g e n  g le ic h e r  O rd n u n g sz a h l a u f  A 5 u n d  A 6 en tsp re ­

ch e n d e . D ie  U e b e rk re u z u n g e n  en tsteh en , in d em  A 6 j e d e  der 

v on  A 5 h era b h ä n g e n d en  S ch le ife n  e in m a l d u rch b o h r t . A x 

b e fin d e t  s ich  d a h er , g e ra d e  im  G e g en sa tz  zu  dem  V e rh a lte n  

en tsp re ch en d e r  U e b e rk re u z u n g en  a u f A 5 , a u f  v ersch ie d e n e n  

S e iten  v o n  A 6, w e n n  m an  e in e  U e b e rk re u zu n g  u n g era d e r 

O rd n u n g sz a h l u n d  d ie  rech ts fo lg e n d e  in s A u g e  fasst.

F e r n e r :

3 3 . B e z e ich n e t  m an  das V o r n la u fe n  v on  A t b e i einer 

U e b e rk re u z u n g  m it  v , das H in te n la u fe n  m it  A, so  en tsp r ich t  

je d e r  R e ih e  v o n  U eb e rk reu z u n ge n  e in e  R e ih e  v on  B u ch s ta b e n  

v , A, u n d  es g i l t  d ie  R e g e l :  E in e r  B u ch s ta b e n fo lg e  v v  h h  

resp . h h  v v  a u f  A 5 m uss e in e  s y m m e trisch e  B u ch s ta b e n fo lg e  

a u f  A ß  en tsp rech e n , a lso  e n tw e d e r  v h h v  o d er  h v v h .

S c h l ie s s l i c h :

3 4 . S y m m e tr ie e n  v on  B u c h s ta b e n fo lg e n  a u f  A 5 m üssen  

in  den  en tsp rech e n d e n  B u ch s t a b e n fo lg e n  v on  A 6 e rh a lten  

b le ib e n .

3 5 . D u rch  d ie  u n ter  3 0 — 3 4  g e g e b e n e n  R e g e ln  s in d  nun  

a u f  A ß  d ie  U eb e rk reu zu n g e n  v o lls tä n d ig  b e st im m t b is  a u f 

e in e  b e l ie b ig e , d ie  zu  A n fa n g  w illk ü r lic h  g e w ä h lt  w e rd e n

8 6  S itz u n g  d e r  m a th .-p l iy s . G lo s s e  v o m  5 . M ä r z  1 8 9 2 .
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d a r f. W ir  d ü rfen  a lso  z . B . b est im m en , dass d ie  U e b e rk re u - 

z u n g  d e r  O rd n u n g s za h l 1 stets den  B u ch s ta b e n  v  z u g e th e ilt  

e r h ä lt .

3 6 . E s lässt s ich  d ie  A n o r d n u n g  d e r U e b e rk re u z u n g en  

d u rc h  ein  S ch e m a  w ie d e rg e b e n , in d em  m an  d ie  U e b e rk r e u - 

z u n g s b u ch s ta b e n  d er  R in g e  A 2, A 8 . . . in  a u fe in a n d e r fo l ­

g e n d e , m it A 21 A a . . . b e z e ich n e te  Z e ile n  setzt.

F ü r  z w e i R in g e  e rh ä lt  m a n  das S ch e m a :

A t : V h

fü r  d re i R i n g e :

A 2 : V V h h

v  h | h v

fü r  v ie r  R in g e :

A t : V V h h

A - v v h l i h h v v

A , : v h h v v h h v

fü r  fü n f  R i n g e :

A t : V V h h

Ä 3 : v v h h h h v v

A a : v v h h h h v v v v h h

A 5 : v h h v v h h v v h h v

etc . e tc .

D ie  se n k re ch te n  L in ie n  deu ten  S y m m e trie m itte n  an , und 

se tzen  s ich , w en n  sie  in  e in er  Z e ile  zu m  V o r s ch e in  g e k o m m e n  

s in d , n a ch  u n ten  d u rch  a lle  fo lg e n d e n  Z e ile n  fo r t .

3 7 . D ass ein  n a ch  d iesen  V o r s ch r i ft e n  g e b ild e te s  S ystem  

w ir k lic h  e in e  K e tte  b ild et , d a v on  m a g  m a n  s ich  d u rch  das 

E x p e r im e n t  ü b e rz e u g e n . V e r g l.  ü b r ig e n s  2 1 .

3 8 . D ass d iese  K e tte n  a b e r  b e i Z e rs ch n e id u n g  e ines 

e in z ig e n  b e l ie b ig e n  R in g e s  s o fo r t  in  ih re  sä m m tlich e n  E le ­

m e n te  z e r fa lle n , so ll je t z t  e in g e h e n d  g e z e ig t  w erd en .



S e lb stv e rstä n d lich  ist das Z e r fa lle n , w e n n  d e r  z e r sch n it ­

ten e  R in g  g e ra d e  A x ist.

Z ersch n e id e t  u n d  e n t fe rn t  m an  den  äussersten  R in g ,  so 

k a n n  A n  w e il  es a u f  d en  ü b r ig en  R in g e n  n u r  „ r e i t e t “ , e in ­

fa c h  v on  ih n e n  a b g e h o b e n  w e rd e n , w ie  e in  R e it e r  v o m  R oss.

Z e rsch n e id e t und  e n tfe rn t ( =  „ l ö s c h t “ )  m a n  den  z w e iten  

R in g  v on  aussen , so  k a n n  m an  a lle  S ch le ife n , m it  d e n e n  A t 

a u f  d iesem  R in g e  „ r i t t “ , n a ch  u n ten  fa lle n  lassen , w o fü r  die 

v on  d er  M itte  d ieser S ch le ifen  a u sgeh en d en  S y m m e tr ie e n  von  

W ic h t ig k e i t  s in d , u n d  fin d et da n n  den  äussersten  R in g  n ir ­

g e n d s  m eh r  u n terq u e r t. D a h e r  steh t dem  A b h e b e n  des 

R in g e s  A x, d e r a u f  den  R in g e n  in n e rh a lb  des z ersch n itten en  

n u r r e ite t , n ich ts  im  W e g e .

L ö s ch t  m a n  den  d ritten  R in g  v on  aussen , so  w e rd e n  die 

a u f d iesem  re iten d en  S ch le ife n  fr e i, u n d  lassen  s ich , w ied e r  

in  F o lg e  d e r S y m m etr ie e n , d ie  in  den  z w e i äusseren  R in g e n  

v on  ih re n  M itte n  a u sg eh en , d u rch  e in fa ch e s  A b w ic k e ln  resp. 

D u r ch s ch ie b e n  g a n z  aus d en se lb en  h e ra u sfle ch ten . A u f  den 

w e ite r  in n en  lie g e n d e n  R in g e n  fin d et  w ied er  n u r  e in  R eiten  

sta tt u n d  d em  A b h e b e n  v on  A t s teh t n ich ts  im  W e g e .

3 9 . U e b e rh a u p t : L ö s ch t  m an  e in en  b e l ie b ig e n  d e r c o n -  

c en tr is ch en  R in g e , so  b esteh t d ie  s ich tb a r lich e  F re im a ch u n g  

des R in g e s  A x v on  den  ü b r ig e n  n a ch  R ic h tu n g  d e r  äussern  

in  e in em  A b  w ick e ln  u n d  D u rch sch ie b e n  d er  S ch le ife n , w e lch e  

a u f  dem  z e rs ch n itte n e n  R in g e  g e r it te n  w a ren , n a ch  R ic h tu n g  

d e r  in n ern  R in g e  in  e in em  A b h e b e n . D ie  erste  O p era t ion  

ist stets w e se n t lich  b e d in g t  d u rch  d ie  v on  d er  M itte  je n e r  

S ch le ife n  a u sg eh en d en  S y m m e tr iee n  d er U e b e r k re u z u n g s b u ch - 

sta b en , w e lc h e  d ie  U e b e rk re u zu n g e n  stets p a a rw e ise  a u fz u ­

h e be n  g esta tten .

D ass n a ch  A u sfle ch tu n g  v o n  A x d ie  ü b r ig e n  R in g e  a lle  

fr e i  s in d , ist v on  se lbst k la r .

4 0 . W ir  w erd en  n u n  k e in e  S ch w ie r ig k e it  h a b en , au ch  

die  M ö g li c h k e it  des fo lg e n d e n  e in zu se h en :

8 8  S itz u n g  d e r  m a th .-p h y s . C la s s e  v o m  5 . M ä r z  1 8 9 2 .
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B e l i e b i g e  v o n  e i n a n d e r  f r e i e  K e t t e n  A ,  B —  N ,  

b e s t e h e n d  a u s  R i n g e n  A L, A 2 . . . A a ; B A, B 2 . . .B ß\  

. . . .  N t N 2 . . .  N v r e s p e c t i v e  k ö n n e n  i n  d e r  W e i s e  

z u  e i n e r  K e t t e  P  v e r e i n i g t  w e r d e n ,  d a s s ,  b e i m  Z e r ­

s c h n e i d e n  e i n e s  e i n z i g e n  b e l i e b i g e n  R i n g e s ,  P  i n  

d i e  s ä m m t l i c h e n  K e t t e n  A ,  B , . . . N  z e r f ä l l t .  B e s s e r  

g e s a g t :  D a s  R e s u l t a t  d e r  A u f s c h n e i d u n g  i s t  d a s  

n e m l i c h e ,  a l s  o b  d e r  S c h n i t t  a n  d e n  v o n  e i n a n d e r  

f r e i e n  K e t t e n  A ,  B  . . . N  a u s g e f ü h r t  w o r d e n  w ä r e .

4 1 .  M a n  d en k e  s ich  in  den  F ig g .  3 , 6 , 7 , 8 , 9  d ie  

R i n g e , s ta tt sie in  den  u n g e z e ic h n e te n , resp . p u n c t ir ten  

T h e i le n  k r e is fö rm ig  u n d  v on  e in a n d er  fre i zu  e rgä n ze n , d or t  

b e l ie b ig  m it  e in a n d e r v e rs ch lu n g e n , o d er  an ders g e s p r o c h e n : 

M a n  z erre  aus d en  b e lie b ig  m it  e in a n d er  v erk ette ten  o d e r  

n ic h t  v erk e tte te n  R in g e n  A x A 2 . . .  N v T h e i le  so  h e rv o r , 

dass s ie  d ie  A n o r d n u n g  w ie  in  den  als M u ster  d ien en d en  

F ig u r e n  3 — 9 e rh a lten , u n d  d en k e  s ich  e in en  b e lie b ig e n  

d e rs e lb e n  w ie  A y in  d ie  ä n d ern  h in e in g e flo ch te n . B e i d er an  

u n seren  R in g e n  (s. 1 )  vo ra u sg e se tz te n  u n b e g ren zte n  D e h n ­

b a r k e it  ist dies stets zu lä ss ig . S o b a ld  m a n  e in e  d er  C u rven  

A i , A 9 . . . N v ze rs ch n e id e t , b e d e u te t d ie  n eu  h in z u g e k o m ­

m e n e  V e r fle c h tu n g  n u r  e in e  fü r  den  V erk e ttu n g s zu sta n d  des 

S y stem s irre le v a n te  L a g e n ä n d e ru n g , d ie  K e tte n  A ,  B  . . .  N  

t r e n n e n  s ich .

4 2 . M a n  k ö n n te  e in en  A u g e n b li c k  d e n k e n , dass d ie  n eu  

h in z u g e fü g te  V e r k e t tu n g  frü h er  v o rh a n d e n e  V e rk e ttu n g e n  

z ers tö re n  k ö n n te , in d e m  sich  n eu e U eb e rk re u z u n g e n  g e g e n  

a lte  a u fh e b e n  Hessen. A lsd a n n  w ü rd en  w ir  n ic h t  w issen , o b  

b e i  u nserem  V e rs u ch , aus A ,  . . .  N  e in e  e in z ig e  K e tte  P  

z u  b ild en , n ich t  v ie lm e h r  frü h ere  K e tte n  in  U n te rk e tte n  zer ­

f ie len  u n d  w ü rd en  in  g rö sse r V e r w ir r u n g  sein . In  W a h r ­

h e it  ist  d ie  G e fa h r  n ic h t  v o rh a n d e n ; w e il  e b en  d ie  n eu e  

V e rk e t tu n g  n u r  fü r  d ie  G e sa m m th e it d e r R in g e  w irk s a m  (s .



o b e n  4 1 )  und so m it fü r  d ie  a n fa n g s  v o rh a n d e n e n  V erk e t ­

tu n g en , d ie  sich  n u r a u f  e in en  T h e i l  d er  R in g e  bezieheD , 

v ö ll ig  b e la n g lo s  ist.

4 3 . D a s  g e s ch ild e r te  V e r fa h r e n  re ich t v o llk o m m e n  aus, 

u m  b e i b e lie b ig  g e g e b e n e m  S ch em a  e in e  d em en tsp rech en d e  

K e tte  zu  b ild en . M an b ild e  d e r  R e ih e  n a ch  d ie  in  der 

r e ch te n  S ch e m a h ä lfte  v o rk o m m e n d e n  U n te rk e tte n , d ie  der 

lin k en  H ä lfte  en tsteh en  dan n  v on  se lbst. D ie  M ö g lic h k e it , 

dass R in g e  o d e r U n terk e tten  zu  e in er K e tte  zu sa m m en treten , 

n a ch d em  sie  s ch o n  zu r  B ild u n g  a n d rer  K e tte n  v erw e n d e t 

u n d  in  d e n s e lb e n  b e fa n g e n  sind , s tö r t  in  k e in e r  W e is e .  Es 

m a ch t  a lso  g a r  n ich ts , dass z. B . n a ch  z w e i K e tte n  a b  c d  

u n d  e f g h  e in e  K e tte  a c f g  im  S ch e m a  a u ftreten  k a n n . N u r 

e in  P a a r  W o r t e  s in d  o b e n  in  4 2  zu  v erä n d ern , u m  d ie  d o r ­

t ig e n  S ch lu s s fo lg e ru n g e n  a u ch  a u f  d iesen  F a l l a n zu w en d en .

A n d r e  M e t h o d e n ,  u m  s p e c i e l l  K e t t e n  o h n e  U n t e r ­

k e t t e n  z u  b i l d e n .

4 4 . D a  s p ec ie ll  d ie  K e tte n  o h n e  U n t e rk e tte n ,  w e lch e  

u n ter  2 5 . e rw ä h n t  s in d , e in ig es  In teresse  e rw e ck e n  d ü r ften , 

so  s o llen  n o ch  z w e i a n d re  M eth o d e n  a n g e g e b e n  w erd e n , um  

s o lch e  K e tte n  zu  b ild e n .

4 5 .  M an  d en k e  sich  a u f  e in e  E b e n e  e in en  k re is fö rm ig e n  

R in g  B  g e le g t ,  d a rü b e r  e inen  e b e n s o lch e n  R in g  A , so  dass 

d ie  b e iden  K re is flä ch e n  s ich  zum  grössten  T h e ile  ü b e rd e ck e n , 

u n d  A  e tw as m e h r n a ch  lin k s  lie g t . D a n n  s ch la g e  m a n  —  

d ie  E b e n e  w ird  w e g g e d a c h t  —  den  T h e i l  des R in g e s  A ,  der 

in n e rh a lb  des U m fa n g e s  v on  B  l ie g t , n a ch  u n ten  u n d  lin k s, 

den  T h e i l  v on  B , d er  in n e rh a lb  A  l ieg t , n a ch  o b e n  un d 

rech ts , so  w e rd e n  A  u n d  B  n a ch  dem  M u ster  v o n  F ig .  11 

zu sa m m en g esetz t se in . O p e ra t ion  w ie  R esu lta t w o lle n  w ir  

m it dem  S y m b o l [ A  B~\ b e ze ich n e n . [A  B ]  b ild e t  k e in e  

K e tte , son d ern  d ie  b e id en  R in g e  s in d  fr e i v on  e in a n d er .

9 0  S itz u n g  d e r  m a th .-i> h y s . C la s s e  v o m  5 . M ä r z  1 8 9 2 .
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4 6 . [ A B ]  e r in n ert , so  w ie  es in  F ig . 10  g e z e ich n e t  ist, 

m it  d en  b e i  p  u n d  q n a h e  s ich  u m w in d e n d e n  u n d  im  ü b r ig e n  

e n g  n e b e n e in a n d e rh e r la u fen d e n  S trä n g e n , se lbst an  d ie  G e ­

s ta lt  e in es R in g e s ,  der b e i r  seinen  D u r c h g a n g  h a t  u n d  k re is ­

f ö r m ig  v er lä u ft .

4 7 . D iese  V o rs te llu n g  des R in g a r t ig e n  b e i [ A S ]  lässt 

s ic h  verstä rk en  und d ie  H a n d h a b u n g  des G eb ild es  als R in g  

e r le ich te rn  d a d u rch , dass m a n  [ A  B ] in  das In n ere  e ines 

H o h lr in g e s  e in g e sch loss en  d e n k t, resp . e in sch liesst, d er  es w ie  

e in e  H a u t  u m g ib t  u n d  z u sa m m en h ä lt. N a tü r lich  k a n n  d ie  

H ilfs v o r s t e llu n g  resp . H i lfs v o r r ic h tu n g  des H o h lr in g e s  je d e r ­

z e it  w ied e r b e se itig t w erd en .

4 8 . E s w ird  je tz t ,  u n d  n o ch  m e h r d u rch  d ie  fo lg e n d e  

V e r w e n d u n g , e rk lä r lich  se in , w a ru m  w ir  das G e b ild e  [ A  Z?] 

a ls  „S y s te m r in g “ uns zu b eze ich n en  er lau b en , tr o tzd e m  es 

n ic h t  e in  R in g  n a ch  d er  D e fin ition  1 ist.

4 9 . W i r  k ön n e n  in  d em  S y s te m rin g  [ A  B ]  o ffe n b a r  an  

S te lle  v on  A  u n d  B  se lbst  S y ste m r in g e  tre ten  lassen , w o ­

d u r ch  G e b ild e  d e r  s y m b o lis ch e n  B e z e ich n u n g

[ A [ B O ] ,  [ { A B j l C D · } ]

en tsteh en , d ie  se lbst  w ied er  als „ S y s t e m r in g e “ b e z e ich n e t  und 

g e h a n d h a b t  w erd en  d ü rfen .

M a n  k a n n  m it  d iesen  S y ste m r in g en  w ied er  d ie  n e m lich en  

O p e ra t ion e n  v orn e h m e n , w ie  m it den  b ish e r ig e n  e in fa c h e m , 

a lso  z . B . G e b ild e  d er  s y m b o lisch en  B e z e ic h n u n g

[ [ A  B ]  [ C  Z>] E ] ,  [ I A  B ]  [C  D ]  [ E  F ] ]  e tc .

h e rste ilen , w o d u rch  m an  zu  im m e r  co m p lic ir te re n  S y ste m ­

r in g e n  g e la n g t .

5 0 . J e d e r S y s te m r in g  S  h a t  d ie  E ig e n s ch a ft , aus z w e i 

e in fa ch e re n  S y ste m r in g en  (resp . R in g e n )  8 l u n d  S 2 zu sa m ­

m e n g es e tz t zu  se in , und  e in en  H a u p td u rch g a n g  zu  b es itzen ,



d er  e in erseits  d u rch  d ie  S trä n g e  von  S x, a n d rerse its  du rch  

d ie  v o n  S 2 b e g r e n z t  w ird .

5 1 . K e in e r  d er  b eh a n d e lten  S y s te m r in g e  b i ld e t  eine 

K e t t e ; sie b esteh en  aus lau ter  fr e ie n , n u r  in  e i g e n t ü m l i c h e r  

W e is e  z u s a m m e n g e leg te n  R in g e n .

S o b a ld  je d o c h  d u rch  d ie  H a u p tö ffn u n g  e in es  so lch en  

S y stem r in g e s  S  e in  R in g  od e r  a n d rer  S y s te m r in g  T  g e fü h r t  

w ird  in d er  W e is e , dass e in e  V e r k e t tu n g  sta ttfin d en  w ü rd e , 

so b a ld  an  S telle  v on  S  und T  e in fa ch e  R in g e  trä ten  —  

am  e in fa ch sten  a lso  n a ch  M u ster v on  F ig .  3  — , s o  s in d  auf 

e in m a l sä m m tlich e  R in g e  m it  e in a n d er  v erk e tte t u n d  zw ar 

lie g t  da n n  eine  K e tte  o h n e  U n te rk ette  v or . D e r  S ch lu ss r in g  

v ersp errt  sä m m tlieh en  R in g e n  d ie  W e g e ,  a u f  d e n e n  s ie  aus 

den  än dern  h e rv o rg e z o g e n  u n d  v o n  ih n e n  fr e i g e m a c h t  w e rd e n  

k ö n n te n . M an  ü b e rze u g e  s ich  d u rch  E x p e r im e n te  u n d  er ­

in n e re  s ich  an 2 1 .

5 2 . D ass e in  v o lls tä n d ig e s  Z e r fa lle n  e in tr it t , s o b a ld  ein  

R in g  R J in  e in em  d er S y ste m r in g e , sa g en  w ir  in  S x, zer ­

s ch n itten  w ird , lässt s ich  fo lg e n d e rm a a sse n  k la r  m a c h e n :

In n e rh a lb  8  ist R t je d e n fa lls  m it e in e m  ä n d ern  R in g  

o d e r  S y s te m r in g  jß 2 n ach  M u ster  v on  F ig . 11 z u s a m m e n g e ­

le g t , sp ä ter  e v e n tu e ll n o ch  g e fa lte t  w ord en . F ü h re n  w ir  den  

S ch n itt  an  R x in  d er N ä h e  v o n  p , 1) so  lässt s ich  d o r t  der 

S y s te m r in g  au se in a n d erzerren , g a n z  g le ic h g ü lt ig , w e lch e  V e r ­

b in d u n g e n  er  n o c h  m it  ä n dern  R in g e n  e in g e g a n g e n  ist, u n d  

v e rh ä lt s ich  in  F o lg e  dessen in  B e z u g  a u f  se in en  H a u p t ­

d u rc h g a n g  r  n ich t  m e h r w ie  ein  R in g , son d ern  w ie  e in  z w e i-  

e n d ig e r  F a d en . [ R L i ? 2]  w a r  w ied e r m it  e in em  ä n d e rn  R in g  

o d er  S y s te m r in g  R s zu  ein em  S y s tem r in g  z u s a m m e n g e leg t  

w o rd e n , der s ich  n a ch  d e r m it  v o rg e g a n g e n e n  V e r ­

ä n d e ru n g  se lbst w ie  e in  z w e ie n d ig e r  F ad en  v e r h ä lt ; e tc . e tc .

92  S itz t i v g  d e r  m a th .-p l iy s . C la s s e  v o m  5 .  M ä r z  1 8 9 2 .

1) N u r  d e r b eq u e m e re n  V o rs t e llu n g  w e g e n ; d ie  S te lle , w o  d er  

S ch n itt  g e fü h r t  w ird , is t  g le ic h g ü lt ig .
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s o  sch liesst m a n  fo r t  u n d  s ieh t s ch lie s s lich , dass S  se lbst s ich  

w ie  e in  z w e ie n d ig e r  F a d e n  v e rh ä lt  n n d  v o n  T  b e fre it  w erd en  

k a n n ; w o r a u f a lles z e r fä llt , da  T  a lle in  ja  k e in e  K e tte  b ild et .

5 3 .  E in  w e iteres  g a n z  b eson d ers e in fa ch e s  u n d  s y m m e ­

tr is ch e s  V er fa h re n , u m  K e tte n  m it b e l ie b ig  v ie len  R in g e n  

o h n e  U n te rk e tte n  zu  b ild e n , ist d u rch  F ig .  4 2  a n g e d e u te t. 

E s  ist n u r  ein  S tü ck  d er  K e tte  g e z e ich n e t , w e lch e  u n ter  stets 

g le ic h e r  W ie d e r h o lu n g  d er G lie d e r , in  R ic h t u n g  des P fe i l ­

b o g e n s  in  s ich  z u rü ck la u fe n d  zu  d en k en  ist.

5 4 . Es m ö g e  sch liess lich  n o ch  b e m e rk t  w e r d e n , dass 

d iese  K e tte n  m it  den  v o rh e r  u n ter  51  g es ch ild e rte n  e in e  v ie l 

g rö s se re  V e rw a n d ts ch a ft  h a b e n , a ls a u f den  ersten  B l ic k  e r ­

s i c h t l ic h  ist.

III . Z erschneidungszah len  einer K ette.

C h a r a k t e r i s t i s c h e  Z a h l e n  e i n e r  K e t t e  i m  

A l l g e m e i n e n .

5 5 .  D e r  fü r  u n sere  V o r s te llu n g  e in fa ch ste  Z u sta n d  v on  

n  R in g e n  ist d er , w o  sie  sä m m tlich  u n v erk ette t  s in d . W ir  

s in d  d a h e r  g e n e ig t , je d e  K e tte  d a ra u fh in  zu  b e u r th e ile n , o b  

s ie  d iesem  Z u stan d e  n a h  o d er  fe rn e  steh t, u n d  b e z e ich n e n  

d em e n ts p rech e n d  d ie  R in g e  a ls s ch w ä ch e r  o d e r  stä rk er  v e r ­

k e tte t . D iesen  G rad  d er  V e r k e ttu n g  k an n  m an  d u rch  v er ­

s ch ie d e n e  ch a ra k te r is tisch e  Z a h le n  d a rzu ste llen , zu  m essen  

v ersu ch en .

5 6 . U m  e in e  erste  d erse lb en  zu  d e fin iren , ste llen  w ir  uns 

d ie  u n d u r ch d r in g lich  g ed a ch te n  R in g e  e in en  A u g e n b li c k  als 

d u rc h d r in g lic h  fü r  e in a n d er  v o r , u n d  defin iren  sie als d ie  

g e r in g s te  A n z a h l  d er  g e g e n s e it ig e n  R in g d u rch d r in g u n g e n , 

w e lch e  n ö th ig  w ird , u m  sä m m tlich e  R in g e  v o n  e in a n d er  zu 

tre n n e n . U e b e r  d iese  Z a h l s a g t  uns u n ser S ch e m a  g a r  n ich ts
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aus, und u m  sie  zu  u n tersu ch en , m üssten  w ir  ü b e r  den 

R a h m e n  dieses A u fsa tz es  h in a u s g eh e n . W ir  s ch re ite n  daher 

zu  e in er  än dern  ch a ra k ter is tisch e n  Z a h l fo r t .

5 7 . V o ra u ss ch ick e n d  b em e rk e n  w ir , dass u n t e r  einem  

Q u ersch n itt  e in  S ch n itt  verstan den  w e rd e n  s o ll , d e r  einem  

F a d en  se in e  r in g fö r m ig e  N a tu r  n im m t, u n d  ih n  in  einen 

s o lch e n  m it  zw e i E n d e n  v erw a n d e lt.

5 8 . M a n  k a n n  s ich  n u n  fr a g e n : W e l c h e s  i s t  d i e  g e ­

r i n g s t e  A n z a h l  v o n  Q u e r s c h n i t t e n ,  w e l c h e  m a n  an 

d e n  g e d a c h t e n  R i n g e n  a u s f ü h r e n  m u s s ,  u m  d i e s e l b e n  

s ä m m t l i c h  v o n  e i n a n d e r  f r e i  z u  m a c h e n ?

5 9 . U n d  a n d rerse its : W e l c h e s  i s t  d i e  g r ö s s t e  A n ­

z a h l  v o n  Q u e r s c h n i t t e n ,  d i e  m a n  z u r  Z e r f ä l l u n g  d e r  

K e t t e n  i n  i h r e  B e s t a n d t h e i l e  a u s f ü h r e n  k a n n  u n t e r  

d e r  B e d i n g u n g ,  d a s s  n i e  e i n  b e r e i t s  f r e i  g e w o r d e n e r  

R i n g  z e r s c h n i t t e n  w i r d ?

6 0 . W i r  n en n en  d ie  erste  Z a h l k u rz  d ie  M in im a lz e r -  

s ch n e id u n g sz a h l, d ie  z w e ite  d ie  M a x im a lz ersch n e id u n g s z a h l 

unseres R in g s ys te m s.

A b l e i t u n g  d e r  Z e r s c h n e i d u n g s z a h l e n  f ü r  e i n e  

s p e c i e l l e  A r t  v o n  K e t t e n .

6 1 .  W ir  beh a n d e ln  zu n ä ch st  d ie  Z ersch n e id u n g sz a h len  

s o lch e r  K e tte n , in  deren  S ch e m a  die  lin k e  H ä lfte  v o lls tä n ­

d ig  fe h lt .

E in  s o lch e s  S ch e m a  e n th ä lt k e in  e in zig e s  G lie d , dessen 

V o rh a n d en s e in  aus G lied ern , d ie  in  v o rh e rg e h en d e n  Z e ilen  

a n g e sch rieb e n  sin d , n o th w e n d ig  fo lg e n  w ü rd e , w ie  e tw a  aus 

zw ei G lie d e rn  A  B  u n d  B  G  d er  z w e ite n  Z e ile  n o th w e n d ig  

e in  G lied  A B C  fü r  d ie  d ritte  Z e ile  s ich  e r g ib t .

6 2 . W e n n  zw e i in  e in em  s o lch en  S ch e m a  v o rk o m m e n d e  

(K e tte n  re sp .) IT nterketten  R in g e  g e m e in s a m  h a b e n , s o  m uss 

e in e  derse lb en  sä m m tlich e  R in g e  d er  än dern  en th a lte n , m it
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ä n d e rn  W o r t e n :  U n terk etten  des S ch e m a 9«, w e lch e  R in g e  

g e m ein sa m  h a b e n , k ön n e n  e in a n d er  n ic h t  c o o rd in ir t , son d ern  

e in e  v o n  b e id e n  m uss d e r än d ern  s u b o rd in irt  sein .

6 3 . D a ra u s  f o l g t :

1 )  D ie  in  den  G lied ern  e in er  Z e ile  a u ftre ten d en  R in g e  

m ü ssen  s ä m m tlich  v on  e in a n d e r  v e rsch ied e n  se in , so m it  k ön n en  

da s  z w e ite  u n d  d ritte  D r itte l e in er  Z e ile  k e in e  R in g e  g e m e in ­

sa m  h ab e n  w ie  im  a llg em e in e n  F a lle .

2 )  D ie  in  den  G lied ern  des d r itten  D r itte ls  v o rk o m m e n ­

d e n  R in g e  sind  sä m m tlich  v on  e in a n d e r  v e rsch ied en , w ä h ren d  

b e im  a llg e m e in en  F a lle  im  d ritten  D ritte l e in  u n d  d erse lb en  

Z e i le  g le ic h e  R in g e  in  v ersch ied en en  G lie d e rn  V ork om m en  

k ö n n e n .

3 )  S ch n e id e t m an  e in en  R in g  e in er  K e tte  des letzten  

D r it te ls  a u f, so  w erden  s o fo r t  a lle  R in g e  d ieser K ette  g ä n z ­

l ic h  fr e i,  n ic h t  b loss  fr e i v on  e in a n d er .

D e n n  b lie b e  ein  T h e i l  T  d er  R in g e  d ieser K e tte , w e lch e  

a u sserdem  n o c h  d ie  d u rch  T ' an g ed eu te ten  R in g e  en th a lten  

s o l l , m it  n ic h t  in  d er K e tte  en th a lten en  R in g e n  U  v e rk e tte t , 

s o  w ü rd e  e in e  K e tte  m it den  G lie d e rn  T  +  T '  +  U  s ich  e r ­

g e b e n  , d ie  aus den  K e tte n  T  +  T '  u n d  T  - f -  U  a b le itb a r  

u n d  d a h er  in  d ie  lin k e  S eite  des S ch e m a ’s zu  setzen  w ä re , 

w e lch e  d och  fr e i b le ib e n  so ll . D ass d ie  R in g e  T  a lle in  fü r  

s ich  zu m  T h e i l v erk e tte t b l e ib e n , ist e r s ich t lich  e b en fa lls  

a u sg esch lossen .

M in im a lze rsch n e id u n g s za h l p .

6 4 . E s ist k la r , dass, u m  das R in g s ys te m  in  se in e  E le ­

m e n te  zu  z e r le g e n , in  je d e r  K e tte  des d ritten  D r itte ls  ein  

S ch n itt  g e fü h r t  w e rd e n  m uss, da  diese K etten  an ders n ic h t  

a u fg e lö s t  w e rd e n  k ö n n e n , u n d  k e in e r d ieser S ch n itte  se inen  

E in flu ss  a u f  z w e i K ette n  des d r itten  D r it te ls  e rstreck t .

6 5 . A n d rerse its  f o lg t  aus S a tz 3 )  des letzten  A b sch n itte s

6 3 , dass n a ch  A u s fü h ru n g  d ieser Schnittei sä m m tlich o  R in g e
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v o lls tä n d ig  fr e i sind . D ie  M in im a lz e rs ch n e id u n g s z a h l is t  also 

h ie r  g le ic h  d er  A n z a h l d er  G lie d e r  des d r itten  D r i t t e l s :

H =  d s .

G6. U m  ein e  d e u t lich e re  E in s ich t  v o n  d e r  R ic h t ig k e it  

dieses Satzes zu  b e k o m m en , k ö n n te  m an  den  E in flu ss  der 

su ccess iven  S ch n itte  a u f  den  V erk e ttu n g s zu sta n d  d e s R in g ­

system s v e r fo lg e n , w as w ir  a b e r  h ie r  d er  K ü rze  h a lb e r  ü ber ­

g e h e n .

M a x im a lze rsch n e id u n g s za h l M .

6 7 . B e i A b le it u n g  d er  M a x im a lz e rs ch n e id u n g s z a h l w ird 

ein  U m sta n d  w ic h t ig , d er  b e i A b le it u n g  d er  M in im a lz e r -  

s ch n e id u n g sz a h l b e la n g lo s  w a r : D ie  R e ih e n fo lg e  d e r  S ch n itte .

6 8 . S in d  M  R in g e  g e fu n d e n , b e i d eren  Z e rs ch n e id u n g  

in  b e stim m ter  R e ih e n fo lg e  das R in g s y s tem  erst m it  dem  

J f - t e n  S ch n itte  in se in e  E lem eu te  z e rfä llt , so  g ib t  es  sich er 

an d re  R e ih e n fo lg e n , b e i d eren  E in h a lte n  d ieses Z e r fa l le n  vor 

dem  M - ten  S ch n itte  e in tritt .

6 9 . J ed e n fa lls  lässt s ich  aus den M  R in g e n  e in  S ystem  

von  dg R in g e n  h erau sh e be n , das m it je d e r  im  d ritten  D r it te l 

s teh en d en  K ette  n u r  j e  e inen  R in g  g em ein  h at. is t  dann 

d ie  M in im a lze rsch n eid u n g s za h l (.i, s. den  S ch lu ss  des v o r ig e n  

A b s ch n itte s , und das g a n ze  S y stem  z e r fä llt  s ch o n  n a c h  dem

ten  S c h n it te , w en n  m an g e rad e  d ie  h e ra u sg e h o b e n e n  ju 

R in g e  zu erst a u fsch n e id e t.

7 0 . D ie  M — p  ü b r ig e n  R in g e  k ö n n e n  o ffe n b a r  n ic h t  in 

K e tte n  des d ritten  D r it te ls  V ork om m en , da  son st m in d esten s 

in  e in er  d erse lb en  zw e i R in g e  a u fg e sch n itte n  w ü rd e n . D ies  

h iesse a b e r ,  e in en  bereits  g a n z  fr e ig e w o rd e n e n  R in g  a u f ­

s ch n e id en  (s. 6 3 . 3 ) ) ,  w a s  a u sgesch lossen  se in  so ll  (s. 5 9 ) .  

E s m üssen  d a h er  R in g e  s e in , deren  erstes A u ft re te n  im  

z w e ite n  D r it te l e r fo lg t ,  als zu G ru p p en  G  g e h ö r ig  (s . 1 6 ). 

S ch n e id e t m an  ein en  s o lch en  R i n g  a u f, so  z e rfä llt  d ie  b e ­
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tre ffe n d e  K e tte  in  d ie  z u r  G ru p p e  G  g e h ö r ig e n  R in g e  u n d  

in  U n te rk e tte n , w e lch e  b ereits  in  frü h e ren  Z e ilen  V o rk o m m e n ; 

a u ss erd em  k ön n en  in  den  ersten  zw e i D r it te ln  v on  fo lg e n d e n  

Z e i le n  d a d u rch  K e tten z er th e ilu n g en  e in tre ten , n ich t  a b e r in  

v o r h e r g e h e n d e n . D ie  K e tte n  des letzten  D r it te ls  b le ib en  g a n z  

u n b e e in flu s st .

7 1 . U m  n u n  d ie  Z e r fä llu n g  des g a n z en  S ystem s erst 

n a c h  m ö g lic h s t  v ie l S ch n itte n  e in tre ten  zu  lassen , b e g in n e  

m a n  in  d er  le tzten  Z e ile , w e lch e  e in  z w e ites  D r it te l a u fw e ist , 

und s ch n e id e  in je d e m  G lie d e  des z w e ite n  D r it te ls  e in en , 

g le ic h g ü lt ig  w e lch e n  R in g  d er  G ru p p e  G  a u f. D a n n  b e ­

h a n d le  m a n  n a ch  d em  n e m lich en  V e r fa h re n  d ie  v o rh e rg e h e n d e  

Z e i le , un d  so  fo r t . S ch lies s lich  w ird  m an in  je d e m  G lie d e  

d es z w e ite n  D r it te ls  e in en  S ch n itt  g e fü h r t  h a b e n , im  G a n zen

S ch n itte . H ie r a u f  lässt s ich  a b e r  k e in  w e ite rer  S ch n itt  

m a ch e n , d e r n ich t  e in e  K e tte  des letzten  D r itte ls  a n g re ifen  

w ü rde.

7 2 . D ie  M a x im a lz ersch n eid u n g s za h l e r g ib t  s ich  n a ch  

d iesen  B e tra ch tu n g e n  g le ic h  d er  S u m m e  d er  A n z a h le n  d er 

in  d en  le tzten  D r itte ln  steh en d en  G l ie d e r :

M  =  d 2  +  p  —  d 2  +

7 3 . E s ist a u ch  k la r , dass d ie  Z e rs ch n e id u n g sz a h l des 

S y ste m s je d e n  zw isch e n  fi und M  l ieg en d en  W e r t h  a n n eh m en  

k a n n . M an  k a n n  ja  v on  den  d2 S ch n itte n  im  z w e iten  D r it te l 

(s . 7 1 )  e in e  b e lie b ig e  T h e ila n z a h l a u sfü h ren  und d an n  zu 

d en  S ch n itte n  im  d r it ten  D r it te l ü b e rg e h e n  (s . G 9).

D i e  Z e r s c h n e i d u n g s z a h l e n  f ü r  a l l g e m e i n e  

F o r m e n  d e r  K e t t e .

7 4 . D ie  Z a h le n  [i u n d  M  lassen  s ich  fü r  K etten  a l lg e ­

m e in e r  S ch e m a fo rm  n ich t  in  ä h n lich  e in fa c h e r  W e is e  a b ­

le it e n ; m a n  k an n  e in ig e  R e g e ln  a n g e b e n , w e lch e  u n n ö th ig e

1 89 2 . M a t h . - p h y s .  C I. 1. 7
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U m w e g e  v erm eid en  lassen , und  s ch e in t  im  U e b r ig e n  a u f  das 

D u rc h p r o b ire n  d er  v e rsch ied e n e n  M ö g lic h k e it e n  a n g ew ies en .

7 5 . Z u n ä ch st  ist fü r  d ie  A u fs u ch u n g  v on  /u w ic h t ig ,  dass 

das g a n ze  S y ste m  dann u n d  erst d a n n  in  se in e  B e s t a n d t e i l e  

z e r le g t  ist, w e n n  d ie  G lie d er  des letzten  D ritte ls  z w e it e r  H ä lfte  

im  S ch e m a  in  d ie  ih ren  z e r fä llt  s in d . E s h a n d e lt s ich  also 

d a ru m , d iese G lie d er  d u rch  m ö g lic h s t  w e n ig  S c h n it te  v o ll ­

s tä n d ig  zu  z e r fa lle n .

7 6 . G e h t  m a n  d ie  G lie d er  des letzten  D r it te ls  du rch  

u n d  s u ch t  e in e  A n z a h l s o lc h e r  h erau s, w e lch e  aus la u te r  ver ­

s ch ied e n e n  B u ch sta b e n  b esteh en , es seien  d ie  G lie d e r

. . . r y1 so  ist v e in e  u n tere  G ren ze  fü r  ju. E s m ü ssen  m in ­

destens v R in g e  A n  A 2, A 3 . . . A v z e rs ch n itten  w erd en , 

w e lch e  resp . den  G lied ern  JHj, T 2 , jT3 . . . T v a n g e h ö re n .

D a d u rch  w ird  d ie  A u s w a h l d er  zu zers ch n e id e n d e n  R in g e  

u n ter  U m stä n d en  w e s en tlich  b e s ch rä n k t.

7 7 . F ü r  M  ist F o lg e n d e s  zu  b e m e r k e n ;

J ed es G lie d  des z w e ite n  D r itte ls  r e ch te r  H ä l ft e  ist zu ­

s a m m e n g ese tz t  aus G lie d ern  v o rh e rg e h e n d e r  Z e ilen  u n d  ausser- 

d em  aus R in g e n  £r, d ie  zu sa m m en  k e in  v o rh e rg e h e n d e s  G lied  

b ild en , o b w o h l  sie in  s o lch en  v o rh e rg e h e n d e n  G lie d e rn  Vor ­

k o m m e n  k ö n n e n . Z u n ä ch st k en n ze ich n e  m an  in  je d e m  G lied e  

d ie  R in g e  Cr; w e ite rh in  u n ter  d iesen  w ied e r  d ie, w e lc h e  in 

k e in em  G lie d  des letzten  D r itte ls  V o rk o m m e n : sie  m ö g e n  G ' 

h e issen . D u rc h  Z e rsch n e id e n  e in es G ' w ird  ein  G lie d  z w e iten  

D r itte ls  r e ch te r  H ä lfte  in  U n te rk e tten  v o rh e rg e h e n d e r  Z e ilen  

nnd d ie  R in g e  G  z e rle g t . M an  b e g in n e  nun  (v g l . 7 1 )  d a ­

m it, in  je d e m  G lie d e  d e r  letzten  Z e ile , d ie  ein  zw e ite s  D rit te l 

e n th ä lt, e in en  R in g  Gr a u fzu sch n eid e n  u n d  sch re ite  d a n n  zu 

v o rh e rg e h e n d e n  Z e ile n  w e iter .

7 8 . E s ist a b e r  je t z t  m ö g lic h , dass d ie  A u s w a h l des Gr 

im  e in ze ln en  G lie d e  n ich t  m e h r  g le ic h g ü lt ig  ist, w ie  b e i den  

sp e c ie llen  S ch e m a ta  6 1 , w e il  seh r  w o h l e in ze ln e  R in g e  in
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d e r  G e sa m m th e it  d er  Cr m e h r fa ch  V ork om m en  k ö n n e n . E s 

is t  a lso  zu  erm itte ln , be i w e lch e r  A u s w a h l d er  zu  z ers ch n e i ­

d e n d e n  G '  d ie  m eisten  S ch n itte  m ö g li c h  s in d , eh e  s ä m m tlich e  

G  s ich  lo s lösen .

E s  se i M x d iese M a x im a lza h l.

7 9 . D a n n  m a ch e  m a n , e b e n fa lls  d u rch  P ro b ire n  d ie  

M a x im a lz a h l  d er S ch n itte  a u sfin d ig , w e lch e  g e fü h r t  w erd en  

k a n n ,  b is  sä m m tlich e  K e tten  im  letzten  D r it te l z e r fa l l e n : 

S ie  se i M 2. D a n n  ist

M = M i - f  M 2 .

8 0 . F assen  w ir  den  In h a lt  d ieses A u fsa tzes  n o c h  e in m a l 

k u r z  z u sa m m e n :

D ie  A r b e it  b e z ie h t s ich  a u f  R in g e ,  das h eisst a u f  g e o ­

m e tr is ch e  G eb ild e  v on  d er  A r t  in  s ich  z u rü ck la u fe n d e r  F ä d en . 

D e n  e ig e n t lich e n  G eg en sta n d  der U n te rsu ch u n g  b ild e te  d er  

„ V e rk e tt u n g s z u s ta n d “ ein es R in g s ys te m s. E s  w a r  dies ein  

B e g r i f f , d e r s ich  n ic h t  a u f  d ie  sp ec ie lle  A r t  d er  V e r s c h lin g u n g  

u n d  V e r k n o tu n g  v o n  R in g e n  b e z o g ,  son d ern  n u r  a u f  d ie  

T h a ts a ch e , o b  R in g e  Z u sa m m en h ä n gen  o d er  n ich t . D ie  v o ll ­

s tä n d ig e  B e s ch r e ib u n g  des V erk e ttu n g s zu sta n d e s  w u rd e  d u rch  

e in  S ch e m a  g e lie fe r t , das sä m m tlich e  R in g e , U n te rk e tte n  un d  

s e lb stä n d ig e  K e tte n  e in es R in g s ys te m s in  passen d er A n o r d ­

n u n g  a n g ib t . S o  w e it  d er  erste  T h e i l ;  im  zw e iten  T h e i l  

w u rd e  g e z e ig t , dass n ic h t  n u r  je d e  K ette  ih r  S ch e m a  h at, 

s on d ern  a u ch  fü r  jed e s  S ch e m a  K ette n  ex is t iren , u n d  h ie b e i 

b eson d ers a u f e in e  A r t  v on  K e tten  h in g ew ie se n , w e lch e  k e in e  

U n te rk e tte n  en th a lten . Im  d ritten  K a p ite l w u rd e  v o n  den  

Z e rs ch n e id u n g s za h le n  der K etten  g e h a n d e lt, ch a rak ter is tis ch en  

Z a h le n , w e lch e  e in  g ew isses  M aass fü r  den V e rk e ttu n g s z u ­

s ta n d  a b g e b e n .
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Berichtigung.

Seite  91 Zeile  6 v. u.

s ta tt [[Ä B] [C D] E ] , [[4  B] [C 1J] [E  * ’]] etc . 
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