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Es ist wohlbekannt, dal3 fiir jede offene Kreisscheibe U der
komplexen Ebene C die Realteile der auf dem Abschlu3 U von U
stetigen und in U holomorphen Funktionen dicht liegen beziig-
lich gleichmiBiger Konvergenz in der Menge aller stetigen Funk-
tionen auf U, die in ¢ harmonisch sind, d. h. dort der Laplace-
schen Differentialgleichung geniigen. Dieser enge Zusammen-
hang zwischen der Garbe A der holomorphen Funktionen und
der Garbe H der harmonischen Funktionen soll im folgendenin

einer allgemeinen Situation untersucht werden.

4 Minchen Ak. Sb. 1979
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Sei (X, H) ein harmonischer Raum mit 1 & H(X) und sei 4
eine Garbe von Algebren stetiger komplexwertiger IFunktionen
auf X, so daB eine Basis € H-regulirer Mengen U existiert mit

) AU = Re 4©),
wobei HU):={h& Cr(O): hyy € HU)}
und AWUy:={fe CWO):f, € AU)}.

Als Hauptergebnis erhalten wir den folgenden Satz:
X ist eine Riemannsche Fliche, H die Garbe der zugehérigen
harmonischen Funktionen und der lokale Abschlufl von A4
beziiglich lokal gleichmiBiger Konvergenz die Garbe der
zugehorigen analytischen Funktionen.

Zum Beweis dieses Satzes gehen wir wie folgt vor. Im 1. Ab-
schnitt wird gezeigt, dal (X, H) ein elliptischer Raum ist.

Insbesondere folgt daraus, daB jede regulire Menge U der
Basis £ in einem Gleason-Part der zugehérigen IFunktionen-
algebra A (U) enthalten ist.

Im 2. Abschnitt wird unter Ausnutzung bekannter Sitze tGber
die Einbettung analytischer Struktur in das Spektrum einer Funk-
tionenalgebra bewiesen, daf3 jeder Punkt x & X in ciner analy-
tischen Kreisscheibe liegt.

Weitere Untersuchungen der analytischen Struktur im 3. Ab-
schnitt zeigen, daf3 wie im klassischen Fall die Mengen U & £ ein
Gleason-Part im Raum der maximalen Ideale von A (U) sind.

Insgesamt stellt sich damit heraus, dal man X (bzw. die Zu-
sammenhangskomponenten von X)) bezlglich der gegebenen To-
pologie mit der Struktur einer Riemannschen Fliche versehen
kann. Die klassische Potentialtheorie auf einer Riemannschen
Fldche liefert also das einzige Beispiel, in dem harmonische und
analytische Struktur in der zuvor beschriebenen Weise (4) mit-
einander verknlpft sind (4. Abschnitt).

Im 5. Abschnitt werden aus diesem Ergebnis weitere Kenn-
zeichnungen Riemannscher Flichen abgeleitet.

Im letzten Abschnitt werden einige offene Probleme angegeben,
die bei naheliegenden Modifikationen der Voraussetzung (A4) auf-
treten.
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0. Grundlagen und Bezeichnungen

0. 1. Funktionenalgebren

Sei X ein kompakter (Hausdorff-)Raum und A eine Algebra
von stetigen komplexwertigen Funktionen auf X'; 4 heil3t Funs-
tionenalgebra (,,Uniform Algebra'’) auf X, wenn gilt

(1) 1€ 4;
(2) A trennt die Punkte von X;

(3) A ist abgeschlossen bezlglich der Topologie der gleich-
miBigen Konvergenz.

Die Menge der nichttrivialen multiplikativen linearen Funk-
tionale auf 4 wird als Spektrum 2(A) der Funktionenalgebra A4
bezeichnet:

A ={pE A :9p*+o0,0¢ multiplikativ}.

2(A)ist a(A’, A) — kompakte Teilmenge der Einheitskugel in 4.
Fir ¢ & X(A4) ist ker ¢ ein maximales Ideal in 4. Umgekehrt
ist jedes maximale Ideal von A4 Kern eines Elementes aus 2'(A4).
Vermoge dieser ldentifizierung wird X(4) auch als Rawm der
maximalen Ideale von A bezeichnet.

Seix & X, 7,: A — C der Auswertungshomomorphismus im
Punkt x. Die Zuordnung x+ 7, bettet X homdomorph ein
in 2(A4).

Sei f & A; als Gelfandtransformierte f von f wird die durch
7 (@) : = @(f) auf T(A) definierte Funktion bezeichnet; die Gel-
fandtransformation f ~ 7 ist eine lineare Isometrie von 4 in
Cc(Z(4)); das Bild von 4 in C¢ (£(A4)) wird mit A bezeichnet.

Ein positives RadonmaB p auf X(A4) heilt Darstellungsmafi
von 4 im Punkt ¢ € 2(4), falls gilt:

[ fdu=Ff(g) firalle fE A.

Die Menge aller DarstellungsmaBe von A in ¢ ist Teilmenge
der WahrscheinlichkeitsmafBe auf X(4) und wird mit M, (4)
bezeichnet. M, (A) enthilt stets das PunktmaB e,. Die Menge

4
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Ch(d): = {p & Z(A): M(4) = {e,} }

wird als Choguet-Rand, ihr AbschluB als Skilov-Rand S(A) be-
zeichnet. S(4) ist Teilmenge von X; fiir alle ¢ & X(A) existiert
ein Darstellungsmal u,, dessen Triger 7'(u,) im Shilov-Rand
enthalten ist.

Durch ¢ ~y: < | @ —vp| < 2 (wobei || - || die iibliche Ope-
ratornorm in A’ bezeichnet) wird auf X(A) eine Aquivalenz-
relation definiert; die Aquivalenzklassen beztiglich dieser Relation
werden als Gleason-Parts bezeichnet.

Grundlegend fur die Einbettung analytischer Struktur in den
Raum der maximalen Ideale einer Funktionenalgebra ist der
folgende

Einbettungssatz ([13], Theorem 17.1): Sei 4 eine Funk-
tionenalgebra mit Shilov-Rand S(4) und sei ¢ & Z(A).
Wenn 7, der ¢ enthaltende Gleason-Part von A, aus mehr
als einem Punkt besteht, und wenn genau ein Darstellungs-
maB von A in ¢ mit Triger in S(A) existiert, dann ist /7
eine analytische Kreisscheibe im folgenden Sinn: es gibt eine
stetige bijektive Abbildung @ der offenen Einheitskreisscheibe
D in C auf II, so daB fir alle f & 4 die Funktion 7 . @
holomorph ist auf D.

0. 2. Harmonische Riume

Sei X ein lokal-kompakter Raum mit abzihlbarer Basis, und
sei H eine Garbe von Vektorrdumen stetiger reeller Funktionen
auf X.

Eine relativ kompakte offene Teilmenge U von X mit nicht-
leerem topologischen Rand U* heilt (H-)regulir, wenn gilt:

(1) jede Funktion f & Cr(U*) liBt sich eindeutig zu einer ste-
tigen Funktion f auf U fortsetzen, so daB 7, =: A & H(U);

(@) fE CalU" = HY >0,

Das Paar (X, H) heilt sarmonischer Rawum,
wenn folgende Axiome gelten:
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(1) Trennungsaxiom: 1 & H(X); es gibt eine Uberdeckung
(V)); e s aus offenen Mengen von X, so daBl H(V;) die Punkte
von V, trennt.

(2) Basisaxiom: Es existiert eine Basis reguldrer Mengen.

(3) Konvergenzaxiom: Das Supremum jeder auf einer offenen
Menge U definierten isotonen Folge harmonischer Funktio-
nen gehért zu H(U), falls es lokal beschrinkt ist (Konwver-
genzaxiom von Bauer).

Fiir U C X relativ kompakt und offen sei
HU): = {/z [ C(U):/zwe H(U)}.

Fir die folgenden Bemerkungen wird stets 77(U/) als punkte-
trennend angenommen, was nach dem Trennungsaxiom fir ge-
niigend kleine Mengen U gilt.

Die Begrifie Choquet-Rand C/ (ZZ(U)) und Shilov-Rand
S(H(U)) werden analog zu ihrer Definition in o0.1. eingefiihrt.
Die Vektorrdume A (U) sind simplizial, d. h. zu jedem Punkt
aus U existiert genau ein Darstellungsmall beztglich /7 (U), das
von Ch(H(U)) getragen wird ([5]). Falls U regulir ist, also
H(U) = Cp(U*) und damit Ck (H(0)) = S (H(U)) = U*gilt,
wird dieses Darstellungsmal} fur einen Punkt x & U durch die
positive Linearform f — /Y (x) auf C(U*) gegeben (Darstellungs-
satz von Riesz) und als das zu x und U gchérende Zarmonische
Map ¥ bezeichnet.

Die Vektorriume H(U) sind Montelrdume ([8], Ex. 11.1.1.).

Soweit nicht gesonderte Definitionen erfolgen, richtet sich die
Bezeichnungsweise bei Begriffen aus der Theorie der Funktionen-
algebren nach Gamelin ([9]) und Stout ([13]), bei Begriffen aus
der Potentialtheoric nach Constantinescu-Cornea ([8]).

0. 3. Standardvoraussetzung

Im folgenden sei X ein lokal-kompakter Raum mit abzihlbarer
Basis sowie A eine Garbe von Algebren stetiger komplexwertiger

Funktionen auf X mit 1 & A(X).

Fir jede offene relativ kompakte Teilmenge U von X sei
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AWO):={fE Cc(U): f v € AWU)},

wobei der AbschluB3 beziiglich der Topologie der gleichmiBigen
Konvergenz auf U zu bilden ist. Falls dann A (U) die Punkte
von U trennt, ist 4 (U) eine Funktionenalgebra.

H sei eine Garbe von Vektorriumen stetiger reeller Funktionen
auf X, so daB3 (X, H) ein harmonischer Raum ist.

Die durch 4 gegebene und die harmonische Struktur auf X
seien durch folgende Beziehung miteinander verkniipft:

(A) Es gibt eine Basis £ der Topologie von X, bestehend aus
reguliren Mengen, so daB} fiir alle U & £ gilt:

Re AU) = H).

Bemerkungen

(1) GemilB dem Trennungsaxiom kann ohne Einschrinkung
angenommen werden, da8 fiir alle U € ¢ //(U) die Punkte von U
trennt und damit 4 (U) eine Funktionenalgebra ist.

(2) Fur alle offenen Mengen U C X gilt Re A(U) C H(U).
(3) Fur U C X offen sei

f lokal gleichmiBig approximier-
bar durch Funktionen aus 4

1@%={f66dw:

(A(U) ist die Algebra der A(U)-holomorphen Funktionen
1. Stufe auf U im Sinne von Rickart [12]).
A ist dann eine Garbe von Algebren mit den Eigenschaften

(a) A(U) C A(U),
(b) AW) C{f € CWO):fv € AW)},
(¢) Re A(U) = Re A0) = H(U)
jeweils fiir alle &/ & £. Dabei ergibt sich (c), weil fir V' C Vcu

die harmonischen MaBe #”. DarstellungsmaBe sind, also

Ch(Re A(U)) C U*gilt.

(4) Da die Rdume H(U) Montelrdume sind, enthilt jede punkt-
weise gegen eine Funktion / konvergente und beschrinkte Folge
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harmonischer Funktionen auf U eine lokal gleichmiBig gegen 4
konvergierende Teilfolge. Wegen Re A(U) C H(U) gilt dann:
ist {f,,}neN Folge in 4(U), die punktweise gegen eine Funktion f
konvergiert, so daB3 aulerdem die Folge {[f,,l},,ew beschrinkt
ist, dann kann man eine Teilfolge auswihlen, deren Realteile
und Imagindrteile lokal gleichmiBig konvergieren; also liegt f
in A(0).

(5) Ohne Einschrinkung koénnen die Elemente der Basis als
zusammenhidngend angenommen werden. Sei nidmlich U & ¢
und V eine Zusammenhangskomponente von U. Dann ist I/
reguldr ([8], Proposition 1.1.3.), und es gilt offensichtlich:
Re A(V) C (V). Sei umgekehrt £ & H(V); dann existiert
e HU) mit '\, = & (man setze %, . stetig fort auf U* D V'*
und 16se das Dirichletproblem). Zu /" existiert dann eine Folge
{f.}sen in A(U), deren Realteile auf U gleichmiBig gegen 4’

konvergieren. Aus A(U)p C A (V) folgt dann 2 € Re A(V).

(6) Sei X eine Riemannsche Fliche, A die Garbe der analy-
tischen Funktionen und H die Garbe der Uiblichen harmonischen
Funktionen. Dann erfullt (X, H, 4) die Standardvoraussetzung.
Gezeigt wird in dieser Arbeit, da3 dies das einzige Beispiel ist,
welches der Standardvoraussetzung gentigt.

1. Elliptizitat von (X, H)

Gezeigt wird, daB (.Y, H) ein elliptischer harmonischer Raum
ist, d. h. jeder Punkt x von X besitzt eine Umgebungsbasis regu-
lirer Mengen, so daf3 fiir jede solche Umgebung U von x gilt:

TG = U,

wobei 7'(u) fur jedes Maf3 u auf X den Triger von p bezeichne.
Daraus 1df3t sich ableiten, daB die Algebren 4(U) fir U & ¢
antisymmetrisch und analytisch sind. Dabei folgt die Antisym-
metrie sogar direkt aus der Bedingung (4) und dem Konvergenz-
axiom von Bauer; insbesondere sind auch die Algebren A(U)
antisymmetrisch.
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1. 1. Definition.

(1) Eine abgeschlossene Teilmenge £ eines harmonischen Rau-
mes heilt Aarmonische Absorptionsmenge ([8], S. 137), wenn fiir
alle x & £ und jede regulidre Umgebung I von x gilt:

TG C E.

(2) Eine abgeschlossene Teilmenge £ C U, U & &, heil3t As-
sorptionsmenge (beziiglich 4 (U)) ([14], S. 22), falls fir allex € £
und alle 4 € M, (A(U)) mit Triger in U gilt:

T'(w) C E.

1.2. Bemerkung: Der Durchschnitt jeder Familie von (harmo-
nischen) Absorptionsmengen ist wieder eine Absorptionsmenge.
Insbesondere existiert also zu jedem Punkt x eine kleinste, den
Punkt x enthaltende Absorptionsmenge, ndmlich der Durch-
schnitt aller diesen Punkt enthaltenden (harmonischen) Absorp-
tionsmengen.

1.3. Satz: Aquivalent sind:

(1) (X, H) ist ein elliptischer harmonischer Raum.

(2) Fir alle U € £ ist U in einem Gleason-Part von
2 (A(U)) enthalten.

Beweis : (1) => (2): Sei U € £; da (X, H) elliptisch ist, besitzt
U keine nichttrivialen harmonischen Absorptionsmengen im har-
monischen Raum (U, H| ;). Wegen Re A(U) = H(U) gilt fir
allex & U:

M, (AU)) = M, (HV)).

Seien z, y € U; dann sind pY und p die zugehdrigen mini-
malen DarstellungsmaBe beziiglich Z(U). p¥ und p sind beider-
seits absolut stetig (dies gilt sogar ohne die Voraussetzung der
Regularitit von U; [6], Proposition 1.2.); insbesondere sind diese
Male also nicht beideseits singulir. Nach [13], Theorem 16.6
folgt: x und ¥ sind in einem Gleason-Part von X (A4 (U)) ent-
halten.
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(2)=>(1): Sei UE& & also U in einem Gleason-Part von
Z(A(U)) enthalten. Damit gilt fir je zwei Punkte x,y € U:
es gibt DarstellungsmaBle x, und g, mit Triger in S’(A (),
die beiderseits absolut stetig sind mit beschrinkter Radon-Niko-
dym-Ableitung ([13], Theorem 16.6); wegen der Simplizialitat
von H(U) und wegen M, (AU)) = M, (H(U)) sind dies genau
die harmonischen Mafe. Insbesondere gilt also:

Tul) = T().

Die harmonischen MaBe x¥ haben also fiir alle x € U denselben
Triger. Wegen Ch (H(U)) = U* folgt:

TuY) = U* fur allex € U.
Also ist (X, H) elliptisch.

1.4, Bemerkung: Fur Mengen U € £ gilt:
Re AU) = HU) = Cx(U*).
Die Realteile von A4 (U) liegen also dicht in den stetigen reellen
Funktionen auf S (4 (U)) = U*. A(U) ist somit eine Dirichlet-
Algebra auf U*, und es gilt:
{ue M(AW)): Ty C SUAWY)} = {rl}

fir alle x & U. Jedes MaB uY ist also insbesondere ein Jensenmafs
fur x ([13], Definition 11.6, Theorem 11.10).

1.5. Bezeichnungen: Sei U & £, x & U.

W) H(x): ={g € X(AW): |9 — 7| <2j
IT(x) ist also der x enthaltende Gleason-Part von X' (A (U)).

(2) Pla):=Hx) ~ U.

(3) Mit 4, wird die kleinste x enthaltende Absorptions-
menge (bzgl. 4 (U)) bezeichnet.

L6. Satz: Far alle U & € und alle x & U gilt:
A, ~U= Px).
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Beweis:,, D Seiy € P(x). Falls y & A, existiert eine regu-
lire Umgebung V von y, V C V C [4, ~ U. Zum Darstellungs-
maB ) gibt es dann ein MaBl v € M, (4 (U)), so daB p} absolut
stetig ist bzgl. » ([13], Theorem 16.6). Dies ist cin Widerspruch
zu T(u)) C [A4, und T(») C A4,.,,C*: Wiederum nach [13],
Theorem 16.6, genligt es zu zeigen, dafl fir jedes y & A, ~ U
die minimalen DarstellungsmaBe g und ,uf,' nicht beiderseitig
singulir sind.

Sei dazu K C A, ~ U*, K kompakt, uY(K) = 0. Wir be-
trachten die Funktion

h: U — R+
5 1, (K,
wobei

o ,uf fallsy & U
i e, fallsy & U*.
Sei {q:,,},,e,v Folge aus Cgr(U*), @, monoton fallend gegen die
charakteristische Funktion 1, von X; sei ¢, definiert durch

% ( l) [ppe— (pn(y) fallsy E U*
2.0 t= | B s e 0,
also ¢, € H(U) = Re A(D).
Es gilt dann:

=y | 1x(y) fallsy e U*
8P = (o) = (B s e U
A< p ! ¥ P luy g

neEN

also inf ¢, = /. Aus dem Konvergenzaxiom folgt:

neN
by € HU).

SeiB:=A,n{y € U: h(y) = o}. Da &(x) = pJ(K) = o, gilt
x & B. Gezeigt wird nun, dal 2 Absorptionsmenge ist. Sei dazu
$€ B pe M(AW)), T(w) C U.

1. Fall: z € U*; wegen U* = Ch (A (U)) folgt p = ¢,, also
T(w) C B.

2. Fall: 2 € U; da / auf U harmonisch, also stetig ist, gilt:

PEU: ) =0ynU={yc U:h(y)=0}U.
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Dartiber hinaus gilt 7(u) C A, wegen z & A,. Sei M C [B,
M kompakt und u (M) > o; es gilt:

p(M) =puM ~T@Ww) ~AU*)+p(M ~ T ~U)
Falls u (M ~ T(u) ~ U*)> o, folgt wegen /2 > o auf M:
M AT nU*CK,

also

B (M~ T AU < () <] 0, di = 3,
fir alle 2 € N. Da lim ¢,(2) = 4(2) = o, gilt u (M ~ T(p) ~

7=+ 00

~ U*) = o im Widerspruch zur Annahme.

Falls u (M ~ 7(1) ~ U) > o, existiert eine kompakte Menge
M C M~ T ~Umit u(M') > o. Aus der Stetigkeit von /%
auf U folgt die Existenz eines & > o mit 2 > ¢ auf A/’; damit ist
auch ¢, > e auf M’ fir alle » & N. Es ist dann

P = dp+ | @y duz> e pu(M')>o.

[’
Andererseits ist aber
lim p(g,) = lim ¢,(z) = 2(z) =0
im Widerspruch zur Annahme.

Aus Fall 1 und Fall 2 folgt also insgesamt — zusammen mit der
mehrfach benutzten Regularitit von g —, daB 7'(u) Teilmenge
von B ist; also ist B eine Absorptionsmenge mitx & B C 4..

Wegen der Minimalitit von A, folgt 4, = B, damit auch
,u"([() = /(y) =o0 fir alle y € A ~U. Da & als beheblge
#Y-Nullmenge gewahlt war, folgt aus der Regularitit von e
daB} jedes MaB uf fur y © A, ~ U absolut stetig bzgl. uY ist.
Insbesondere sind die MaBe also nicht beiderseitig singuldr. 5

1.7. Korollar: Sei U & &, » € U. Dann ist P(x) harmonische
Absorptionsmenge im harmonischen Raum (U, H| ;).

Beweis : Nach Satz 1.6. ist P(x) abgeschlossen in U; die Be-
hauptung ergibt sich dann sofort aus der Definition einer har-
monischen Absorptionsmenge und der Tatsache, daBl 4, Ab-
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sorptionsmenge ist. Ist nimlichy € V' C ¥V C U, V regulir, so
ist u, € M, (A(0)). Firy € 4, gilt also:

T4y C 4o~ U= P(). o

Korollar 1.7. zeigt, daB die Mengen P(x) = II(x) nU,x € U,
eine Zerlegung von U in harmonische Absorptionsmengen lie-
fern mit der Eigenschaft:

Plxy nPy)=0 fallsy & P(x).

1.8. Satz: Sei U € &, x € U; dann gilt: P(x) = U.

Beweis : Sei (x;);c,; ein Reprisentantensystem der Gleason-
Parts von A(U), die Punkte aus U enthalten, {x;,:7 & /} C U.
Dann gilt:

U Plx) = U.

=0
Die Familie (P(x;));<, besteht dann aus paarweise disjunkten
harmonischen Absorptionsmengen und ist damit lokal endlich
([7], Corollary 1.3.). Zu x & U existiert also eine zusammen-
hingende Umgebung V, VC V C U, so daB V ~ P(x;) =0
nur fiir endlich viele 7 & 7 gilt.

Da (P(x;));c die Menge U tuberdeckt, gibt es z;, ..., 7, €1
mit
VU Py
J=1

Da P(x,) abgeschlossen ist in U, ist auch jede Menge P(x;) n V
abgeschlossen in V), damit aber wegen des Zusammenhangs
von V:

V= Pl) nV

far genaueinz & /1,7 € {z'l, T z',,}.

Insbesondere gilt also x & P(x,), damit P(x;) = P(x). Dann
ist P(x;) offene Teilmenge von U. Da U als zusammenhidngend
vorausgesetzt war, gilt die Behauptung. .

1.9. Korollar: (X, H) ist ein elliptischer harmonischer Raum.
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Beweis: Aus Satz 1.8. folgt die Gultigkeit von (2) in Satz 1.3. o

1.10. Korollar: U ist abgeschlossen in I1(x) (x & U).

Beweis: U ist abgeschlossen in X (A (U)) und es ist
U= U ~II(x) nach Satz 1.8..

Aus dem bisher Gezeigten ergeben sich weitere Eigenschaften
der Funktionenalgebren A (U).

1.11. Satz: Fur alle U &€ ¢ ist A(U) eine antisymmetrische
Funktionenalgebra, d. h. 4(U) ~ Cxr(U) = R.

Beweis: Sei U & L. Wenn A(U) nicht antisymmetrisch ist,
existiert f & A(U) ~ Re A(U), f nicht konstant. Sei x & U,

gi=f—f(x) & AWU) ~ Re A(U).
Dann gilt:

g E AU) ~ Re A(U)Y,

ohne Einschrinkung noch g% < 1.
Die Funktion —g? - 1 gehort also zu 4 (U) und ist ,,Peak-
Funktion' firr die Menge {y © U: f(y) = f(x)}, d. h.

>o furalley & U
— g2 (v)+1 =1 fur alley & {:: & U:f(2) =f(x)}
<1 furalley € U\ {z e U:f(e) =f(x)}.

Die Folge {(—g*+ 1)" /},en ist also absteigende Folge posi-
tiver harmonischer Funktionen auf U; nach dem Konvergenza-
xiom von Bauer folgt:

g:=inf (—g*+-1)", &€ H(U,).

ne& N

Wegen 7(U) C {o,1 }folgt dann aus Stetigkeitsgriinden und dem
Zusammenhang von U:

— g%+ 1 =1 auf U, also auch auf U,

im Widerspruch zur Annahme, da3 f nicht konstant ist. Also
ist 4 (U) eine antisymmetrische Algebra. 4
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1.12. Bemerkung: Aus Satz 1.11. ergibt sich unmittelbar, daf}
fiir jedes offene Gebiet U die Algebra 4({) antisymmetrisch ist.
Man hat nur zu beachten, daB fir ¥V C V' C U gilt:

AU)» C AW).

1.13. Satz: Fur alle U € ¢ ist A(U) eine analytische Funk-
tionenalgebra, d. h. die Nullstellen in U jeder nicht konstanten
Funktion aus A4 (U) sind isoliert.

Beweis : Sei II,, der Gleason-Part von >’ (4 (U)), der U ent-
hilt. Da 4 (U) eine Dirichlet-Algebra ist, existiert nach dem Ein-
bettungssatz (s. 0.1.) eine stetige bijektive Abbildung @, : D —
— IT;; (wobei D = {z € C: |z| < 1}),so daB fir alle f € 4 (V)
die Komposition £+ @, holomorph ist auf D. Falls sich also die
Nullstellen von f in U hiufen, folgt aus dem Identititssatz fiir
holomorphe Funktionen sofort f- @, = o, also f = 0 auf U und
damit auf U.,

1.14, Bemerkung: Auch Satz 1.13. erlaubt eine unmittelbare
Ubertragung auf die Algebren A(U), U C X zusammenhiingend:
die Nullstellen jeder in U nicht konstanten Funktion f & A(U)
sind isoliert.

2. Konstruktion einer analytischen Struktur auf X

Seien U & & und I1, der U enthaltende Gleason-Part von
2(AU)). Da A(U) eine Dirichlet-Algebra ist, existiert nach
dem in o.1. zitierten Einbettungssatz eine stetige bijektive Ab-
bildung @,:D — II,, so daBl f+ @, holomorph ist fiir alle
Fe AU). Gezeigt wird im folgenden, dafl die Umkehrung dieser
Einbettung @, auf U stetig und ihr Real- und Imaginirteil dort
harmonisch sind. Verwendet wird dazu die in [10] von K. Hoft-
man gegebene Beschreibung von @, fiir logmodulare Algebren
(s. Satz 2.3.).

Fir ¢ € 11, sei p, das zugehorige (eindeutig bestimmte) Rand-
maB, also u, € M, (A(U)), T(n,) = U*. Mit H?(u,) wird der
Abschlull von A (U) in L%(u,) bezeichnet; ferner sei
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Hﬁtp:={f6 H¥py): [ fdp, = o}.
Seiw &€ 11, v F .

2.1. Lemma: Die Abbildung ¢:f~— [ fdu, von H%(p,) in C
ist ein beschrinktes multiplikatives lineares Funktional auf /72(u,),
deren Restriktion auf A (U) mit ¢ Ubereinstimmt.

Beweis: Die Linearitit von ¢ ist klar. Seien f, g © H?(u,),
{fihnens {g"}"eN Folgen aus A4 (U) mit

For—>f, g, ——> g in L2(n,).

Da u, endliches Mal ist, konvergieren dann f, bzw. g, gegen f
bzw. g auch in L!(u,) und die Folge {f, - £,}, <~ gegen f - g:
[1fg —1.&nldny, = |8 —Fog + fug —Futuldn,
< [fg—rugldn, + [1fug — Fugaldng
<lgle - 1f = £ Ja + 1/ule - lg — gl —=> 0,

wobei || - [, die Norm in L2(u,) bezeichnet. Folglich gilt:

¢(f-g=[fgdp,=1lim|[f g, du,

”7—>00

lim o(f,) - p(g,) = ¢(f) - 7(2)-

7= 00

Die Beschrinktheit von ¢ auf #2(u,) folgt ebenso aus der Holder-
schen Ungleichung:

(¢ = 11Fduy | < T 1f| dy <[ Sl

also | ¢ || = ;

2.2. Bemerkung: Da ¢ und y in einem Gleason-Part liegen,
sind die minimalen MaBe g, und g, beiderseits absolut stetig mit
beschrinkter Radon-Nikodym-Ableitung ([13], Theorem 16.6).
Folglich gilt:

DI < K- leN] <K |fl.

fur alle f & A(U) und geeignetes A & R*. p lilt sich also zu
einem stetigen multiplikativen linearen Funktional auf H2(u,)
fortsetzen.
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Der folgende Satz dient der Beschreibung der Einbettungs-
abbildung @, : D — I1,.

2.3. Satz: ([10], Theorem 7.2). Sei G die orthogonale Projek-
tion der 1 auf den abgeschlossenen Teilraum von 77%(p,,), der von
ker y = {f € A(U): p(f) = o} aufgespannt wird. Dann gilt:

JGdu, = # 0 <k <1,

. 1 P—G
Sei Z = z T -

Dann gilt:
(1) Z € H*(u,), |Z| = 1 p,-fast sicher;

(2) p B et S St
fo =TT, e = gz e

(3) 2+ H2u)) = I, ;
(4) fur f € H*(u,), a,:= | Z" - f dp, gilt:
p(f) =2 a, (v @)

7n=10
Beweis : [10], Seite 309ff. 5
Nach Bemerkung 2.2 lassen sich alle v & II,. eindeutig zu
einem stetigen multiplikativen linearen Funktional auf /7/2(p,)
fortsetzen. Damit definiert
Z2:1,—cC
y > Z(y)i=9(2)
eine Abbildung mit folgenden Eigenschaften ([10], Theorem 7.4):
(1) Z ist injektiv auf D;
(2) Z71: D — II, ist stetig, bijektiv und es gilt:
f 27t ist holomorph fiir alle f & A (V).

Durch @, := 2Z-! wird also die gewiinschte analytische Struk-
tur in I, eingebettet.

2.4, Satz: Die Einschrinkung /7, von @7t auf U ist stetig,
insgesamt ist also #,; ein Homoomorphismus. Ferner sind Re /7,
und Im #,. harmonisch auf U.
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Beweis: Da Z € H?(u,), existiert eine Folge { £,}, < v in 4 (U),
die in L?(p,) gegen Z konvergiert. Da y,, endlich ist, konvergiert
die Folge auch in ZL'(u,) gegen Z. Ferner sind fiir beliebiges
y & II;; die minimalen MaBe p, und p,, beiderseits absolut stetig
mit beschrinkter Radon-Nikodym-Ableitung, also Z(u,) =~
2~ L'(u,) und es gilt:

o = Zin L) fur alle y & I7,,.

Da das Integral stetig ist auf Z(p,,), folgt:
lim [ f, du, = [ Z dp,.

n— o

Dies liefert zusammen mit der Stetigkeit von $ auf H%(u,)
(Lemma 2.1.):

w(Z) =limy(f,) = lim | f,du, = | Zdp,.

”n—>0oQ 7n— 0O

Insbesondere gilt also fir alle x & U:
Fy(x)=[Zdu.

Wegen |Z| = 1 p,-fast iiberall, also p¥-fast iiberall far alle x & U,
folgt ([8], Proposition 1.1.4.):

x+— [ReZdu¥

x> [Im Z du¥

und

sind harmonisch auf U, also auch stetig.
Dies zeigt, dall £, auf U stetig ist.,

2.5. Bemerkung: Der Beweis von Satz 2.4. zeigt, da 7, punkt-
weiser Limes von Funktionen aus 4 (U) ist:

Fu(x)=%,2)=1lim [ £, dp’ = lim f, (),

n—00 7n— 00

wenn dabei {7,}, . v Folge aus 4 (U) ist, die in L2(u,) gegen Z
konvergiert.

2.6. Satz: (X, H) geniigt dem Konvergenzaxiom von Doob:
die obere Einhiillende einer isotonen Folge von harmonischen
Funktionen auf einer offenen Teilmenge ¢/ von X ist harmonisch,
wenn sie endlich ist auf einer dichten Teilmenge von U.

5 Minchen Ak, Sb. 1979
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Beweis.: Sei U C X offen.
(1) Seien 2 & HU)und V& & V C ¥V C U. Dann gilt:
hp € HV)=Re A(V).

Sei {Re f,}, < n Folge in Re 4 (V), die auf 7 gleichmiBig gegen
/i) p konvergiert. Dann konvergiert die Folge {Re f:,},,eN gleich-
miBig auf X (4 (V)) gegen eine stetige Funktion / mit le p=7np.
Die Folge {Refn . @V}"eN ist damit eine Folge harmonischer
Funktionen auf D, die dort gleichmiBig gegen / - @, konvergiert.
Die Funktion /- @, ist also stetig und harmonisch auf D.

(2) Sei nun {/1,,},,61\1 isotone Folge aus H(U), /i:= sup 7,
sei endlich auf einer dichten Teilmenge von U. e
Sei V& & V C V C U. Mit den Bezeichnungen von (1) ist
dann {/2,,0 @,,},,EN eine isotone Folge harmonischer Funk-

tionen auf D und % - @,,: = sup %, - @, ist endlich in mindestens
ncN
einem Punkt von 2. Im klassischen Fall gilt das Konvergenz-

axiom von Brelot, d. h. das Supremum einer isotonen Folge har-
monischer Funktionen auf D ist bereits dann harmonisch, wenn
es in einem Punkt endlich ist. Folglich ist /% - @, stetig auf D,
insbesondere also lokal beschrinkt.

Nach Satz 2.4. ist /), ein Hombomorphismus, damit

(ke Py ) Fy=he FFloe Fpy =4

eine stetige Funktion auf V. Insgesamt ist damit / lokal be-
schrinkt auf U, nach dem Konvergenzaxiom von Bauer also
harmonisch auf U.4

2.7. Bemerkung: Aus der Elliptizitit von (.Y, H) und dem
Konvergenzaxiom von Doob ergibt sich nunmehr eine weit-
gehende Verschirfung von Korollar 1.9.: (X, H) ist ein Brelot-
Raum ([1], Satz 1.35.6.).

3. Charakterisierung der Gleason-Parts I7,,

In diesem Abschnitt wird gezeigt, daB fur die Mengen U der
Basis ¢ gilt: II,, = U. Die Beweise beruhen hauptsichlich auf
Ergebnissen der Potentialtheorie in elliptischen Rédumen.
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Sei U € &; die Bezeichnungen des vorigen Abschnittes wer-
den weiterverwendet; insbesondere sei %, die Restriktion der
Einbettungsabbildung @7 auf U.

3.1. Satz: Es gilt: #,, € A(U).
Beweis : Sei xy © U. Nach Satz 2.4. und Bemerkung 2.35. exi-
stiert eine Folge {.fn}nEN in A(U) mit den Eigenschaften:
(1) lim £, (x) = Fy(x) = [ Z du¥ fur alle x € U;

72— 00

(2) f, > Z in L) fur alle x € U.

Durch Ubergang zu einer geeigneten Teilfolge, die wieder mit
{f,,}nezv bezeichnet wird, kann also erreicht werden:

Ife— 2l <277,
wobei | - |, die Norm in Z*(ul) bezeichne.
Sei F:=3f,—Z|.
nEN
Dann gilt: §Fdpl =13 |f,—Z|dul
neE N
=2 fi—Z]dp < 2 27" <2
nc N nEN

Folglich liegt 7 in LZ*(¢Y) und damit in Z}(x) fir allex € U,
da die harmonischen Mafle alle gegenseitig absolut stetig sind.
F ist also fast sicher endlich bezliglich jedes harmonischen MaBes
wox e U.

Damit ist die Funktion
HY x> [ Fdul
harmonisch auf U (Satz 2.6., [1], Satz 1.1.8). Nun gilt:
|Ref,—ReZ| < |f,—Z|<F
also —ReZ—F<Ref, < ReZ+F.
Durch Integration dieser Ungleichung nach pZ ergibt sich:

— [ ReZdu? — HY(x) < Ref,(x) <[ ReZdul + H(x),
also — Re F,(x) — HY(x) < Re f,(x) < Re Fy(x) + HY(x) fur
allex € U.

5*
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Da F,, und H% auf U stetig sind, ist also die Folge {Ref,,}”eN
auf U lokal gleichmiBig beschriankt und konvergiert dort punkt-
weise gegen Re Fy,. In 0.2. wurde bereits bemerkt, da die Riume
H(V), V C X offen, Montelrdume sind, also jede lokal be-
schrinkte und punktweise konvergente Folge eine lokal gleich-
miBig konvergente Teilfolge enthilt. Ohne Einschrinkung kann
daher angenommen werden, daBB Re f, auf U lokal gleichmifig
gegen F, konvergiert.

Analog folgert man diese Eigenschaft fiir die Folge der Ima-
gindrteile; insgesamt gilt also: f, konvergiert gegen /7, lokal
gleichmiBig auf U. Nach Definition von A(U), (0.3. Bemer-
kung 3) gehort also /7, zu A(U), genauer sogar zum Abschlu
A(U) von A(U) beziiglich lokal gleichmiBiger Konvergenz.,

Zum Beweis von F,(U) =D bendétigen wir die folgenden
Hilfssitze.

3.2. Lemma: Sei f & A(U), f nicht konstant. Dann ist auch
| /] nicht konstant.

Beweis » Sei f = u + v, f nicht konstant.
Annahme: es gibt « € R*¥ mit | f(x)| = o« fur alle x & U.
Dann gilt | £ [F= 2=,
also 212 = a? — 0%
2* und 72 sind subharmonische Funktionen; sei nimlich x & U,
re,xcVCcVCU,aus
<J (w—u())Pdpl <[ u?dpl — u*(x)
folgt: f wtdul = ut(x);
analog ergibt sich die Subharmonizitit von v% Aus #* = o? — 2?
folgt andererseits, daB #2 auch superharmonisch ist, insgesamt
also #* & H(U). (x— u(x))? ist somit eine positive harmonische
Funktion auf U mit einer Nullstelle in x. Da (X, H) elliptisch ist,

folgt # = u(x), d. h. # ist konstant auf U; dann gilt dies aber
auch fiir  und damit fiir £ im Widerspruch zur Voraussetzung.,

3.3. Lemma: Sei f & A(U). Dannist | f| subharmonisch auf U.
Beweis: Sei f = u -} iv. Aus der Darstellung
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f2| = sup (u, 0) — inf (, 0)

folgt die Subharmonizitit von ||, da das Supremum zweier
subharmonischer Funktionen wieder subharmonisch ist.

Esgiltdannfiralle Ve E, VCV C U, x & V:

| (@) | < [ |ow|dul <[|f|dpl.

Da die die Subharmonizitit von | f | kennzeichnende Ungleich-
ungim Fall f(x) = o trivial ist, kann also f(x) 4= 0 und ohne
Einschrinkung sogar f(x) = u(x) = 1 angenommen werden
(durch Ubergang zu f/f(x)).

Dann folgt aus der Ungleichung fiir ||

/@) | <[ |f]du,

also die Subharmonizitit von | f | auf U.4

34. Satz: F;(U) ist offen Teilmenge von D,

Beweis: (1) Sei K C D, K kompakt. Da @, stetig ist, ist
@, (K) kompakte Teilmenge von II,,. Nach Korollar 1.10. ist
U abgeschlossen in 11, Folglich ist @,(K) ~ U kompakt in IT,,
und damit in U. Dies zeigt insgesamt, dall F,71(K ) kompakt ist
in U fur alle X C D, K kompakt.

(2) Seia:=sup | Fy(x)|; fernerseixy € U, Fy(xy) = 2z, € D.
xel
Dann gilt: _ &) | < @

Ist nimlich | 7, (xg)| = , dann ist s: = « — | ;| eine positive
superharmonische Funktion auf U mit einer Nullstelle in x,; aus
der Elliptizitdt von (X, H) folgt dann:

IFU[=OL,

mit Lemma 3.2. somit ein Widerspruch, da #}, nicht konstant ist.
Sei o > o so gewihlt, daB

| Fy(xg)[+20 <a
und D@ip20={wE C:|w—z|<

()
)
(S
N

>

Sei z € D(z,, 0) = {wE C:|lw—z| <Q}.
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Annahme: z & F,(U).
Seidann V, := {x € U: | Fy(x) — 2, | <20}

Wegen der Stetigkeit von /7, ist V, offene Teilmenge von U;

V,ist auch relativ kompakt in U, denn £, (D (2, 2 @) ) ist kom-
pakt in U nach (1) und es ist ¥, C £, (D (2, 2 0)).
Damit folgt:
V* C{xr e U: | Fy(x) — 20| = 2 o}
Sei R: C\{z} — C definiert durch

1
w—z"

R(w):=

R ist holomorph in C\{z}, also dort lokal gleichmiBig ap-
proximierbar durch eine Folge {pn}"e,\, von Polynomen. Damit
ist die Funktion F:= R-F,=1imp,-F, aus A(U), da
p-F, & A(U) fir jedes Polynom p und z & #,(U) nach An-

nahme.

Fir x & U ist dann

1
F(x) = Fo(x)—z’
1 1
2ls0 | Eel = TG =2T = Ta—s]
Gemill Lemma 3.3 ist || subharmonisch auf U, aus dem Mi-
nimumprinzip folgt somit

| F(xo) | <sup | F(2) |,
zEVE

— < sup | F(x) | = sup

also P
Zo—2| xev¥ xEVE

_—__1— —_—

[ Folr) —z|

Da z € D(z, 0) und | Fy(x) — 2z | = 20 fiir Punkte x € V;
gilt, ergibt sich:

1 1

- e < - = .
| Fu(x) —z| | £70(%0) — 2| [ Zg—2

< sup
xGl’b*

| zo—2 |

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme z & 77, (V).
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3.5. Satz: £, (U) = D.

Beweis: Nach Korollar 1.10. ist U abgeschlossen in I7,,.
Satz 3.4. zeigt, daB3 U auch offen ist in I7,. Da II,, als stetiges
Bild von D zusammenhingend ist, folgt die Behauptung.,

4. Beschreibung von (X, H, 4)

4.1. Bemerkung: Sei U € ¢; gemifll der Bemerkung am SchluB3
des Beweises von Satz 3.1. ist /7, lokal gleichmiBiger Limes von
Funktionen aus A(U). Fir V€ &, V C V C U gilt also:

Fypp € AW).

4.2. Satz: Versehen mit dem Atlas {(U, FL,)}UGQ ist X (bzw.
jede Zusammenhangskomponente von X) eine Riemannsche
Fliche.

Beweids - Aus Satz 2.4. und Satz 3.5. folgt, daB %, die Mengen
U & ¢ homdéomorph auf eine offene Teilmenge von C abbildet,
X also eine zweidimensionale topologische Mannigfaltigkeit ist.
Daher ist nur noch zu zeigen, daB die Ubergangsabbildungen
analytisch sind.

Seiendazu U, VE {,x EU AV, WE tmitxE W C W
C U ~ V. Nach Bemerkung 4.1. gilt:

FL'|:7' e AW), F"lﬁ’ e A(W).
Aus dem Einbettungssatz (s. o0.1.) folgt, dal die Funktionen
Fpo Fptund Fp - Fil auf D holomorph (und bijektiv) sind.
Damit ist auch die Ubergangsabbildung
Fyo B3V Fy(U A V) = Fp(U A V)
in x holomorph, denn:
Fpe F(_’1|FL-(IV) =/t Fu_’l o Fyro FL_'}Fu(rm
= (Fy F) - (Fy - Fg) | Fe(9). ©
Im folgenden Satz wird der Zusammenhang hergestellt zwi-

schen 4 (bzw. H) und den iblichen analytischen (bzw. harmo-
nischen) Funktionen auf der Riemannschen Fliche X
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4.3. Satz: Fir all offenen Teilmengen U C X ist H(U)
(bzw. A(U)) gerade die Menge der auf U gewdhnlichen harmo-
nischen (bzw. analytischen) Funktionen.

Beweis : Es bezeichne & (bzw. B) die Garbe der klassischen
harmonischen (bzw. analytischen) Funktionen auf X.

(1) Sei UC X offen, 2 & HU); sei VE L, VCVCU.
Dann ist 4jp € H(V)= Re A(V), also existiert eine Folge
{u"}neN in Re A (V'), die auf V' gleichmiBig gegen /% konvergiert.
Ist f,i=w, + i} & A(V), dann ist f, - £, holomorph auf D.
Insbesondere ist damit #, « /! harmonisch auf D als Realteil
von f, - FY also u,,, € G(V). G(V) ist abgeschlossen beziig-
lich lokal gleichmiBiger Konvergenz, also /4, € G (V). Dies gilt
fur eine Uberdeckung von U; dies zeigt 2 & G(U).

Seiumgekehrtg € G(U), V E &,V C V C U. Aus der H-Re-
gularitit von V' ergibt sich nach dem soeben Gezeigten die
O-Regularitiit, also # (V) = G (V). Damit ist gjp € H(V), d. h.
&v € H(V). Insgesamt ist somit gezeigt: H(U) = G(U).

(2) Wie in (1) ergibt sich sofort A(U) C B(U); da Holo-
morphie eine lokale Eigenschaft ist und ein lokal gleichmiGiger
Limes von holomorphen Funktionen wieder holomorph ist, folgt
A(U) C B(U) fiir alle offenen Mengen U C X.

Sei nun f € B), VE L VC PV CU. Dannist Re f, €
€ H(V); also existiert eine Folge {f,,},,ew in A(V), deren Real-
teile auf V" gleichmiBig gegen Re f konvergieren.

Sei xy = F31(0) und ohne Einschrinkung {fn}ne,V so gewiihlt,
daB gilt:

lim /£, (xo) = f(x0)-

"=

Die Funktionen f,:=f, - #;* und f:= f #; sind dann holo-
morph auf D und dort konvergiert Re f, gleichmiBig gegen Re f;
ferner gilt:

lim 7, (0) = /(o).
Sei 0 < 7 < 1; wegen der gleichmiBigen Konvergenz der Re f,
existiert J/ & R* (unabhingig von #), so dal}

|Re £,(s) | < M
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fiir alle 2 € Nund alle z € D(r,0)= {z € C: |z| < r}. Die zu
Re 7, gehorenden Imaginirteile lassen sich dann auf D (7, 0) wie
folgt abschitzen ([3], S. 161ff):

i] Imfﬂ " DAr, 0) <

Da die Folge {Imf’" (0)}"€1v konvergiert, existiert also auch fir
diec Folge {|Im 7,|},c~ eine von 7 unabhingige globale
Schranke.

Die Folge {f,,},,ew ist also lokal gleichmiBig beschridnkt auf D.
Da die holomorphen Funktionen auf 2 einen (komplexen) Mon-
telraum bilden, existiert demnach eine auf 2 lokal gleichmiBig
konvergente Teilfolge, die ohne Einschrinkung wieder mit
{f}.en bezeichnet wird. Der Limes dieser Folge sei g; Z ist
dann holomorph auf D, es gilt Re f = Re g und f(0) = #(0),
also folgt: f = 7. Damit konvergiert £, auf ¥ lokal gleichmiBig
gegen £, d. h. f © A(V). Insgesamt zeigt dies f € A(U) und
damit B(U) C A(U).,

2 M

T

log ~=7 + [ Im7,(9) |.

4.4. Bemerkung: Wihlt man in der klassischen Situation mit
X = C statt der Garbe aller holomorphen Funktionen die strikt
kleinere Garbe, die von den Polynomen erzeugt wird, so erfillt
diese Garbe nach wie vor die Vertriglichkeitsbedingung (4).
Im allgemeinen ist also A4 echt in B enthalten. Genauer gilt
A{U) = B(U) genau dann, wenn die Algebren A(U) abge-
schlossen sind.

5. Weitere Kennzeichnungen Riemannscher Flichen

In der Standardvoraussetzung wurde von der Existenz einer
Garbe 4 ,,analytischer” Funktionen sowie einer Garbe von har-
monischen Funktionen ausgegangen. Die folgenden Sitze cha-
rakterisieren solche Garben 4, die die Existenz einer Garbe H
harmonischer Funktionen implizieren, so daB die Bedingung (A)
erfiillt ist und damit die Sitze 4.2. und 4.3. gelten.

Eingefiihrte Bezeichnungen, die sich nur auf die Algebren
A(U) beziehen, werden in entsprechender Bedeutung weiterver-
wendet (4 (U), @, F, etc.).
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Sei X ein lokal kompakter Raum mit abzdhlbarer Basis; ferner
sei A eine lokal punktetrennende Garbe von Algebren stetiger
komplexwertiger Funktionen auf X mit 1 & A(X). Fir U C X
offen sei

H(U): = { A=NeN(%)

% lokal gleichmiBig approximierbar
durch Realteile von Funktionen aus 4|’

Es existiere eine Basis £ der Topologie von X aus zusammen-
hingenden relativ kompakten Mengen mit nichtleerem topologi-
schen Rand, so da@} fur alle U & £ A(U) eine Dirichletalgebra
ist mit S (4(U)) = U*.

5.1. Lemma: Sei U € £ Dann gilt: Re A(U) = H(U). Ins-
besondere ist also U eine H-regulire Menge.

Beweis . Offensichtlich gilt Re A(U) C A(U). Falls gezeigt
werden kann, daB3 C/ (H(U)) C U*, folgt dann wegen der Sim-
plizialitit von Re 4 (U) die Behauptung.

Annahme: U* ist kein Rand fir Z(U).

Dann existiert 4 & H(U), /t;y» = 0, inf /(x) < 0. Die Funktion
x€U

hi=— (h—sup A(x))

el
gehort dann zu A+ (U) und erfullt die Bedingung
“/-l!u' > "ill!L
(dabei bezeichnet | - |, jeweils die Supremumsnorm in C(A4)).

Sei B der von Re A (U) und / erzeugte Vektorraum. Dann ist
U* kein Rand far B, also existiert x & CA(B) ~ U.

Zu jeder Umgebung V'vonzx, V C V' C U, gibtesdann 2’ € B
mit 4], > ||#'|7,,. Falls nidmlich |%'|, <||#'|7,, fur alle
%' € B gilt, ist offensichtlich '\ V' Rand fiir B im Widerspruch
zux € CA(B)\(U\V).

Speziell sei IV € ¢ so gewihlt, daB3 /2 auf V7 gleichmiBig ap-
proximierbar ist durch Realteile von Funktionen aus 4 (V). Diese
Eigenschaft haben dann alle Funktionen in B. I’* ist aber ein
Rand fir Re 4(V), also auch fiir B p. Andererseits existiert
A & B mit



Potentialtheoretische Charakterisierung Riemannscher Flachen 75

120y > 1# g0 = 171

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dall U* kein Rand ist
fiir 7 (U).
Damit gilt C& (H(U)) C U*, also

Cr(U*) = Re ATy C HU)pe C CalU*.g

v

5.2. Lemma: Aquivalent sind:
(1) Fir alle U & ¢ ist U ein Gleason-Part von Z(A4(U))

und 7, ein Hombomorphismus;
(2) H besitzt die Konvergenzeigenschaft von Bauer;

(3) (X, H) ist ein harmonischer Raum.

Beweis: (1) = (2): Sei U C X offen, {/z"},,eN isotone Folge

aus H(U), und /% := sup £, sei lokal beschrinkt. Sei x & U,
neN

wihle V& ¢, x & IV C 7V C U, so daB % beschrinkt ist auf /.
Nach Lemma 5.1. gilt 2, & Re A(V) fir alle # & N; damit
ist {/z,, - Iy}, < v isotone Folge harmonischer Funktionen auf D
mit endlichem Supremum /- /.. Aus dem Konvergenzaxiom fiir
die klassischen harmonischen Funktionen folgt dannzusammen
mit der Stetigkeit von #! die Stetigkeit von /.

(2) = (3): Das Trennungsaxiom folgt unmittelbar aus der De-
finition von H, und die Existenz einer Basis regulirer Mengen
ergibt sich aus Lemma 35.1.

(3) = (1): Nach Lemma s5.1. gilt fir alle U € £:
Re A(U) = HU) = Cr(U*).

Damit sind die Bedingungen der Standardvoraussetzung erfillt.
(1) folgt dann aus den Sitzen 2.4. und 3.5.

A. Baumann charakterisiert in [2] die Konvergenzeigenschaft
von Bauer durch funktionalanalytische Eigenschaften der Vek-
torrdume H(U): H geniigt genau dann dem Konvergenzaxiom
von Bauer, wenn fiir jede offene Teilmenge U von X der Raum
H(U) ein Schwartz-Raum ist (bzgl. der Topologie der lokal
gleichmiBigen Konvergenz). Der folgende Satz geht von einer
entsprechenden Forderung an die Algebren 4(U) aus. Nach Er-
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gebnissen bei Bierstedt-Gramsch-Meise [4] genlgt es allerdings
zu fordern, da3 A4 eine Fréchet-Montel-Garbe ist, d. h. dafB3 die
Algebren A(U) (abgeschlossene) Montel-Rdume sind.

5.3. Satz: Sei X ein lokal kompakter Raum mit abzdhlbarer
Basis, 4 eine Fréchet-Montel-Garbe von Algebren stetiger kom-
plexwertiger Funktionen auf X, die lokal die Punkte trennt und
die Konstanten enthilt. Es existiere eine Basis ¢ der Topologie
von X aus zusammenhingenden und relativ kompakten Mengen
mit nichtleerem topologischen Rand, so dal fur alle U & ¢ die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) A(U) ist eine Dirichlet-Algebra auf ihrem Shilov-
Rand U*;
(2) Re A(U) ist abgeschlossen.

Dann ist X eine Riemannsche Fliche mit 4 als Garbe der analy-
tischen Funktionen.

Beweis : Sei H definiert wie in den einleitenden Bemerkungen
zu Lemma §.1. GemidB Lemma 5.2. ist nur zu zeigen, dal3 dann
H die Konvergenzeigenschaft von Bauer erfiillt,

Nach [4], Satz 1.11 ist 4 als Fréchet-Montel-Garbe bereits
eine Fréchet-Schwartz-Garbe, also sind die Algebren A(U)
Schwartz-Riume.

(1) Sei U & &; A(U) wird im folgenden als Vektorraum tber
R betrachtet.

M:={f€ AU):Ref=o}

ist abgeschlossener Teilraum von A(U), also A(U), ,, ein Fréchet-
Schwartz-Raum ([11], S. 279). Die Abbildung

Z: AU) , — Re 4(U)
[/]— Ref

1st dann linear und bijektiv.
Sei K C U kompakt, ¢ > o,
W, = {RefE Re A(U) : |Re fl, < ¢}.
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W, & ist Nullumgebung in Re 4(U) (beziiglich der Topologie
der lokal gleichmiBigen Konvergenz). Bezeichnet ¢ die Quo-
tientenabbildung von A(U) auf A(U),,, dann gilt:

g({f € AW) : |flx <e}) CiXW, 0.

Die Quotiententopologie auf A(U),,, ist also feiner als die Topo-
logie der gleichmiBigen Konvergenz auf Re 4(U); damit ist ¢
auch stetig.

Aus dem Satz der offenen Abbildung folgt, dall 7 insgesamt
ein Homéomorphismus und somit Re 4(U) ein Fréchet-Schwartz-
Raum ist.

(2) Sei U C X offen, {/z,,},,eN isotone Folge harmonischer

Funktionen auf U, % := sup /4, sei lokal beschrinkt. Sei I” & &,

neE N

V C V C U, so daB % beschrinkt ist auf /. Nach Lemma 35.1.
ist dann /4, € Re A(V), es existiert also eine Folge {f,,},,,:_,\-
in A(V"), deren Realteile global beschrinkt sind auf V" und punkt-
weise gegen /% konvergieren. Da Re A(V) Fréchet-Schwartz-
Raum ist, konvergiert dann ecine Teilfolge auf V' lokal gleich-
mibig gegen /; also ist 4 stetig und damit harmonisch auf V.
Unter Benutzung der Garbeneigenschaft von H folgt schlieB-
lich: 2 & H(U).

(3) Da die Algebren A(U) abgeschlossen sind, stimmt A4(U)
mit der lokalen Erweiterung 4(U) {berein. Dies zeigt zusammen
mit Satz 4.3., dall 4 die Garbe der analytischen Funktionen
auf X ist.

54. Bemerkung: Die Abgeschlossenheit der Vektorriume
Re A(U) fur U & ¢ wurde nur in Teil (1) des Beweises von
Satz 35.3. bei der Anwendung des Satzes von der offenen Ab-
bildung benutzt. Es ist ein offenes Problem, ob auf die Abge-
schlossenheit (oder eine dhnliche Forderung, etwa ,,Re A(U) ist
von 2. Kategorie in sich' oder ,,Re A(U) ist tonneliert) ver-
zichtet werden kann.

6. Modifikation der Standardvoraussetzung

Im klassischen Fall bietet sich eine weitere Verkniipfung an
zwischen holomorphen und harmonischen Funktionen: der Vek-
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torraum der Realteile aller holomorphen Funktionen auf einer
offenen Kreisscheibe U stimmt {iberein mit den harmonischen
Funktionen auf U.

Es ist offen, ob die Bedingung
@) Re A(U) = H(U)

far alle Mengen U einer Basis regulirer Mengen die Bedingung
(A) impliziert.

Der folgende Satz erlaubt es, unter zusitzlichen Voraussetzun-
gen an die Basis € aus Bedingung (%) die Bedingung (4) zu
folgern. Sei dazu

U:= {UC X: U offen, Re A(U) = H(I)},
U offen, es gibt {U,}, cyin U,
. Uni; m U” e [7 !

nEN

W= {UC X:Uoffen, Hy(U) = H(U)}.

ué::{(/cx

Hierbei wird mit A#,(U) die Menge aller stetigen Funktionen
auf U bezeichnet, die Restriktion auf I einer harmonischen Funk-
tion auf einer Umgebung von U sind. Jede stabile Menge gehért
zu U, ({5], Theorem 3.15.).

6.1. Satz: Enthilt I ~ U; ~ U, eine Basis der Topologie von
X, dann geniigt (X, H, 4) der Bedingung (A4).

Beweis: Sei U & U ~ Uy ~ 0. Trivial gilt:
Re A(U) C H(U).

Sei 2 & H(U) und ¢ > o. Wegen H (U) = H(U) existiert
A € Hy(U) mit | — 7’| < e. Nach Wahl von U existiert dann
U e W,UCU’, & fortsetzbar zu einer harmonischen Funktion
auf U'. Wegen H(U") = Re A(U’) folgt 2" & Re A(U), also
& Re A(U).q

6.2. Bemerkung: Im klassischen Fall enthalten U und U, sowie
U alle offenen Kreisscheiben, die Voraussetzung von Satz 6.1. ist
also dort erfullt.
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