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Über eine Funktionsgleichung von G. Aumann 

Von W. Benz in Hamburg 

l. Im Zusammenhang grundlagen-topologischer Untersuchun- 
gen wurde G. Aumann [2] auf die Funktionalgleichung (sie ist 
vom Rang 2, s. J. Aczel [1]) 

( 1 ) f(x) f(y) /(.1 + x + y) = fix) f(y) 

geführt. Dabei liegt ein Boolescher Ring R zugrunde. Gefragt 
wird nach Funktionen/: R->-R, die (1) für alle x,y£R erfül- 
len. Ist beispielsweise T ein topologischer Raum, ist R der Boo- 
lesche Ring aller Teilmengen von T, so ist fix) — x eine Lösung 
von (1), wenn x den offenen Kern von rC T bezeichnet. G. 
Aumann interessiert sich für die Herauskristallisierung der- 
jenigen Lösungen f von (1), die Endomorphismen der multipli- 
kativen Struktur von R sind, was durch die Monotonie von / er- 
reicht wird. In der vorliegenden Note beschäftigt uns zunächst 
die Gesamtheit 21 aller Lösungen der Aumannschen Funk- 
tionalgleichung (1), die wir in Abschnitt 2 mit Hilfe eines multi- 
plikativ abgeschlossenen Teilsystems eines Booleschen Ringes R, 
dessen Elemente Funktionen H: R X R-+R sind, darstellen. 

Außerdem geben wir in Abschnitt 2 einen Satz an, der eine 
Aussage macht über die Abweichung der Lösungen von (1) von 
Endomorphismen von (R, •). Abschnitt 3 ist Unabhängigkeits- 
fragen gewidmet: Eine Lösung von (1) braucht nicht Endomor- 
phismus von (A, •) zu sein. Man verifiziert unmittelbar, daß ein 
Endomorphismus / von (R, +) genau dann Lösung von (1) ist, 
wenn fix) fix) = fix) für alle a; £ R gilt. Umgekehrt braucht eine 
Lösung von (1), wie leicht zu sehen ist, nicht Endomorphismus 
von (R, -)-) zu sein. Ist R der Boolesche Ring aller Teilmengen 
der Menge T, so braucht zur Lösung/von (1) keine Topologie 
von T so zu existieren, daß f(x) der offene Kern von x C. T ist für 
alle xÇz. R- Wir konstruieren weiterhin eine Lösung / von (1), 
die/(i)= x,f(x)Q x für alle * genügt, die aber nicht Endomor- 
phismus von (R, •) ist. Bekanntlich (s. H. Hermes [3]) ist ein 
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Boolescher Ring auch eine Boolesche Algebra. So besagt (1 -f- x) 
(1 + y) — ° dasselbe wie x ^y = i. In Abschnitt 4 beweisen wir 

nun den folgenden Satz: Ist R Boolescher Ring, ist f\R—*R 
eine Funktion mit 

(i) (1) gilt in den Fällen x y — 1 

(ü) xC y impliziert f(x)C. f(y), 

so ist / Lösung von (1) und darübcrhinaus Endomorphismus 

von (R, •). 

Für den Fall, daß /als Lösung von (1) vorausgesetzt wird, hat 

G. Aumann einen Beweis dieses Satzes angegeben (mündliche 

Mitteilung). 

Der Autor möchte Herrn Aumann für freundlich gewährte 

Hinweise sehr herzlich danken. 

2. Sei R ein Boolescher Ring. Die Elemente von R2 : = R X R 
nennen wir Punkte. Sei gesetzt 

(x, y) : = (x, 1 + x + y), (x, y)' : = (y, x). 

Bezeichnet dann 99(A) für den Punkt A die kleinste - A enthal- 

tende - Punktmenge, die gegenüber den Bildungen abge- 

schlossen ist, so gilt 

<p(A) = {A, À, A', Ä', Ä', Ä'}. 

Offenbar folgt <p(A) = aus y(A) r\ <p(B) =(= 0. Sei 

[^?2] : = {?(A) I A G R2}- 

Ist dann at eine beliebige Abbildung von [7?2] in R, so stellt 

H(x, y)\— a> (<p((x, 4/))) eine Lösung von 

(2) 

H(x,y) = H{x, 1 + x+y) 

H (x, y) = H {y, x) 

H : R2 -* R 

dar. Andere Lösungen von (2) gibt es nicht, da H auf cp ((x, y)) 
konstant sein muß. Bezeichne R die Menge aller Funktionen (2). 

Für HltH, G R sei H1 ■ //2, Hx + //2 definiert : 

(Hi H2) (X, y)'. = H1 (x, y) H2 (x, y), 

(Hx + H2) (x,y) : = Hx (x, y) + H2 (x, y). 
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Offenbar bildet dann R — R (-f, •) selbst einen Booleschen Ring. 

Eine Funktion H £ R heiße zerlegbar, wenn gilt 

(3) H(x, y) — H{x, i) • H( 1, y) für alle *, yÇ^R. 

Die Menge Z(R) der zerlegbaren //£ R ist in R multiplikativ 
abgeschlossen. 

Satz 1: Ist / eine Lösung von (1), so existiert ein //£ Z(R) 

mit /(*) = //(*, i). Ist umgekehrt ein HEL Z(R) gegeben, so 

stellt fix) — H(x, 1) eine Lösung von (1) dar. 

Beweis: Sei/ eine Lösung von (1). Mit x — y in (1) folgt dann 

(4) /(*)/(0=/(*). 

Setzen wir H(x, y) : = f(x) f(y), so gilt also fix) = H{x, 1), 

H (x, y)= H (y, x), H (x, y) — H (x, 1) • H(i, y). 
Mit y = 1 x-\- a folgt aus (1) 

/(*)/( 1 +x + a)f(a) =f(x)f( 1 +x + a). 

Für die linke Seite kann man mit (1) f(x)f(a) schreiben. Also 

ist H (x, a) = //(A:, 1 + x + d) und damit //£ Z(R). 
Sei nun umgekehrt ein H£ Z(R) gegeben. Wir wollen zeigen, 

daß dann f{x) : = H(x, 1) eine Lösung von (x) darstellt. Aus (2) 

und (3) folgt H(x, y) = fix) f(y) und also 

/O) f(ÿ) = + x + y). 

Multiplizieren wir diese Gleichung mit f(y), so ergibt sich (1). 

Den Ring R haben wir konstruieren können. Einfache Bei- 

spiele von Elementen aus R sind etwa H — o, H = const, oder 

auch H(x, y) = xy. Wir wollen jetzt den Ring R benutzen, um 

eine Aussage über die Abweichung der Lösungen von (1) von 

Endomorphismen der multiplikativen Struktur zu machen. 

Satz 2: Sei H £ R gegeben und weiterhin eine Funktion 

f:R^»R mit 

(5) f(xy) = f(x)f(y) + H(x,y) 

für alle*, _y£ R. Dann ist /eine Lösung von (1). Ist umgekehrt 

/ eine Lösung von (1), so existiert ein //£ R mit (5). 
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Beweis: Wie schon im Beweis von Satz i geschehen, ersetzen 

wir (l) durch die Funktionalgleichung 

(O /(*)/(>)==/(*)/(1 +x + y)- 

Mit (5) ist nun 

f(x)Ky) = f(xy) + H (x, y) 

/(*)/(i + x+y) = f{xy) + H(x, 1 + * + y), 

d. h./G 21. 

Ist umgekehrt/G 21, so setze man 

H(x, y) : =f(xy) +/(x)/(y). 

Mit (1') folgt dann //G &■ 

Bemerkung: Die Funktionalgleichung (1) kann also durch 

die Menge der Funktionalgleichungen (5), H G R, ersetzt werden. 

Allerdings braucht (5) bei einem vorgegebenen H G R keine 

Lösung/zu besitzen, wie etwa im Falle 

f(xy) = f(x) f(y) + 1, 

was über x — y bestätigt wird für |i? | > 1. 

3. Der Einfachheit halber sei T= {Av..., An}, |ÎT|= n, eine 

endliche Menge. Die Elemente des Booleschen Ringes 

aller Teilmengen von T schreiben wir in der Form 

£ kvAv = k1A1
Jr ... + k„A„ 

y = l 

mit kv G {o, 1}. Addiert und multipliziert wird komponenten- 
n 

weise modulo 2. Es ist 1 = ^ Av. Gibt man nun 
» = 1 

f: T — R(T) 

beliebig vor und setzt man 

f{ZkvAv) = S kyf(Ar), 

so liegt ein Endomorphismus von -/?(+) vor, der also Lösung 

von (1) ist, falls durchweg 
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(6) Z KfW c 21 fW 
v = 1 » = 1 

gilt. Sei n > 3. Wir setzen 

f(Ai) = Av f(A2) = A2, f(A3)= Ax + A3, f(A{) = o für 
i > 3 falls 11 > 3. Dann ist (6) erfüllt. Die zugehörige Lösung 

/: R —>■ R 

von (1) ist kein Endomorphismus von (R, •) wegen 

fW AJ = f(p)= o, 

f(AJ-f(AJ=Al-(Al+AJ=Al. 

Es ergibt sich die Frage, ob unter den Endomorphismen von 
Rif) eine Lösung von (1) zu finden ist, die durchweg fix) C x 
genügt, die aber nicht Endomorphismus von Rif) ist. Daß dies 
nicht der Fall ist, zeigt der 

Satz 3: Sei R ein Boolescher Ring und sei /ein Endomorphis- 
mus von _/?(+), der durchweg f(x) C x genügt. Dann ist f so- 
gar ein Endomorphismus des Ringes R. 

Beweis: Aus 

f(x + y) = f(x) + fiy), 

X
K

X)=/(*)> y fiy)=fiy), i
x + y)fi

x
+ y)=/O + y) 

folgt 

f(x + y)=(x + y) (J{x) + fiy)), d. h. 

x/(y) = yf(x) 

für alle x,yŒ R- Setzt man hier y= 1, so ist fix) — xfit). Dies 
ist aber ein Endomorphismus des Ringes R. 

Bemerkung: Die Abbildungen fix) = ax sind also genau die 
Endomorphismen von die durchweg/(x) C x genügen. 

Sei R Boolescher Ring, sei a,bfR mit b =j= o und ab= o. 
Dann ist fix) — axf b eine Lösung von (1), die Endomorphis- 
mus von Ri"), aber nicht Endomorphismus von -/?(+) ist. 

Ist T topologischer Raum, so gilt xy—x für x,y C T. 
Im angegebenen Beispiel T= {Av ..., An} kann also x —*fix) 
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nicht die Form x —* x für eine geeignete Topologie von T haben, 
da nicht durchweg f(xy) = f(x)f(y) gilt. 

Sei T = {Alt A2, A3}. In R{T) definieren wir 

/(o)= o,/(i)= 1 ,/(A,)= Ai für i= 1,2,3, 

f(A1+ A2)= A2,f(A2+ A3) = A2-\- A3, f(Ax + A3) = A3. 

Offenbar gilt /( 1) = 1 und durchweg/(.ar) C x. 

Für x = Av y = A1+ A2 gilt 

f(xy) — Ax =t= o = AXA2 = f(£)f(y). 

Außerdem ist/ Lösung von (1): Wir schreiben (1) in der Form 

/(*)/(>) C/(1+ *+T)- 

Diese Bedingung ist als unmittelbar erfüllt einzusehen in den 
Fällen 

a) x= y, 

b) {x,y} o {o, 1} =4= 0, 

c) x = A„ y = A,, mit v 4= /z. 

Die verbleibenden 12 Fälle sind leicht durchgerechnet, zumal in 
6 dieser 12 Fälle noch f(x)f(y) = o ist. 
Auch dieses Beispiel kann sofort zu einem Beispiel für T = 
— {Av ..., An}, n > 3, oder auch für unendliche Mengen fort- 
gesetzt werden, indem f(£&vAv)=o gesetzt wird, falls ein 
kv 4= o für v > 3 ist. Dem genannten Beispiel im Falle T = 
= {Alt A2, A3} liegt gemäß Satz 2 die Funktion H(x,y) zu- 
grunde mit co((p(A1, A ! -j- A2)) = Ax und œ (<p(x,y)) — o für 
(x,y) £ <p(A1, AL + A2). 

4. Es gilt der 

Satz 4: Sei R Boolescher Ring und sei / : R —> R eine Funk- 
tion, die (1) in den Fällen x^~> y= 1 genügt. Ist dann noch 
durchweg f(x) C f(y) eine Folge von x C y, so ist / ein Endo- 
morphismus von R(') und damit Lösung von (1). (Daß umge- 
kehrt für einen Endomorphismus /von -/?(•) aucha; C y =>/(ar)C 

C jiy) gilt, liegt auf der Hand.) 
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Beweis: Aus xy C x folgt f(xÿ) C f(x). Also ist 

/(xy) C f(x)f(y). 

Für IJG R setze z — 1 -j-y-j-xy. Dann ist xz=x und also 
f(x)C/(z) wegen xQz. Hieraus folgt /(x)/(y) C /(z)/(y). 
Wegen (1 + z) (1 y) = o ist y ^ z= 1. Also gilt 

/0)/<»/(i + y + z) = f(y)f(z). 

Mit 1 + y + z = xy bedeutet dies 

f(y)f(,z)Cf(xy). 

Insgesamt ist also 

f(x)f(y) C f(y)f(z) C /(xy), 

d. h./(.ry) = f(x)f(y) mit dem ersten Schritt des Beweises. 
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