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Sitzung vom 9. Februar 1889.

1 Herr H. seerigkr macht eine Mittheilung: ,Uber
optische Ungleichheiten in der Bewegung der
Doppelsterne”.

2. Herr L. Sohncke legt eine Abhandlung des Herrn
Dr. Andreas Miller ,zur Abhandlung des Herrn Dr.
NissoN KATZENELSOBN: Uber den Einfluss der Tem-
peratur auf die Elasticitat der Metalle* vor.

3. Herr A. von Baeter hdlt einen Vortrag: ,Uber die
Reduktion der Terephtalsdure“. Die von ihm erhaltenen
Resultate werden anderweit zur Verdffentlichung gelangen.

4. Herr L. von seider Uberreicht nachtraglich eine von
dem correspondirenden Mitglied, Herrn Ax. Brin1 in TUbingen,
eingesandte Abhandlung: ,,uber die reducirte Resultante”,
welche in die Denkschriften aufgenonimen wird.

Ueber optische Ungleichheiten in der Bewegung
der Doppelsterne

von H. Seeliger.

(Eingeianftn 9. Februar.)

Wenn die Bahnebene eines Doppelsternes nicht mit der
Projectionsebene zusamnienfallt, so entstehen durch die end-
liche Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes Ungleich-
heiten in der Bewegung, welche von einer in absolutem
Masse anzugebenden Grosse abhangen und deshalb, wie
Savaryl) meinte, zur Ermittelung der Parallaxe das Sternes

1) Connaissance des temps fir 1830.

2*
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dienen konnen. Dieser auf den ersten Blick sehr bestechende
Gedanke bewahrt sich indessen bei eingehender Untersuchung
des Sachverhaltes nicht. Villarceaul) hat diesem Gegenstande
eine sehr ausfuhrliche Abhandlung gewidmet und gezeigt,
dass die genannte Ungleichheit auch von dem Verhéltnisse
der beiden Massen des Doppelsternes abhangt und ihre Kennt-
niss also nur eine Gleichung zwischen zwei Unbekannten
liefert. Wenn ich hier auf dieselbe Frage eingehe, so ge-
schieht dies aus zwei Grunden. Erstens lassen sich namlich
die hauptsachlichsten Resultate Villarceau's, wie ich glaube,
wesentlich einfacher und deshalb auch Ubersichtlicher ableiten.
Zweitens aber soll bei dieser Gelegenheit noch ein anderer
Einfluss optischer Natur Berlcksichtigung finden. Man hat
in neuerer Zeit die Frage aufgeworfen, ob die Geschwindig-
keit des Lichtes von seiner Intensitat abhangig sei. Wahrend
die ersten dahin gerichteten Experimentalarbeiten von .1
Muller*) eine deutliche Abhangigkeit der erwédhnten Art
ergaben, stellten die neueren Arbeiten von Lippichd und in
besonders eingehender Weise von Ebert4) fest, dass ein solcher
Einfluss, wenn Uberhaupt vorhanden, nur eine minimale Grosse,
die ausserhalb der Genauigkeit der angestellten Versuche
liegt, erreichen konne. Herr Ebert erwahnt in seiner Arbeit
auch der Holle, welche die besprochenen Verhaltnisse bei der
Bewegung der Doppelsterne spielen, ohne indessen den wahren
Sachverhalt naher zu besprechen. Auch scheinen seine dies-

1) Theorie analytique des inégalités de lumiére des étoiles
doubles. Connaissance des temps, additions, fur 1878. Vergleiche
auch: Birkenmajer, ,uber die durch die Fortpflanzung des Lichtes
hervorgerufenen Ungleichheiten“. Sitzungsberichte der Wiener Aka-
demie II. Abth. Bd. XCIIl. Wien 1886. Ferner die Besprechung dieser
Abhandlung in Vierteljahres, der A. G. Bd. 21.

2) Pogg. Ann. Bd. 145, p. 86, 1871.

3) Wiener Berichte Bd. 72, p. 355, 1875.

4) Wiedeiuann'tt Annalen Bd. 32, p. 337, 1887.
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bezuglichen Bemerkungen in mancher Richtung einer Modi-
fication zu bedurfen.

Der Betrachtung werde ein rechtwinkliges Coordinaten-
system zu Grunde gelegt, dessen Anfang in grisser Nahe
des Schwerpunktes des Doppelsternes angenommen werde.
Die z Axe sei parallel dem Visionsradius gerichtet. Die X und
y Axe mogen vorderhand beliebig in der darauf senk-
rechten Ebene (Projectionsebene) liegen. Zur Zeit t seien
die in der Projectionsebene gelegenen relativen Coordinaten
der beiden Sterne mit den Massen mx und mt

X = X%—xX; y= y%—yx

beobachtet. Infolge der endlichen Fortpflanzungsgeschwindig-
keit des Lichtes sind aber x und y nicht wirklich stattfindende
OoordinateudifFerenzen. Es werde nun angenommen, dass die
von den Sternen mt und deren Schwerpunkt zu den
Zeiten /% und t ausgehenden Lichtbewegungen gleich-
zeitig zur Zeit t vom Beobachter wahrgenommen werden.
Den zu einer bestimmten Zeit gehdrenden wirklichen Werth
einer Grosse bezeichnen wir so, dass die betreffende Zeit in
Klammern angemerkt wird. So ist also z. B. xx (/J der
wirklich zur Zeit tx stattfindende Werth der Coordiuate x L
und x (tfj die wirkliche Coordinatendifferenz beider Sterne
in demselben Augenblicke. Auf diese Weise kann demnach
geschrieben werden:

x = xt(ti) —xI(tl) (1)

Der Schwerpunkt bewegt sich mit gleichféormiger Ge-
schwindigkeit in einer Geraden. Wenigstens liegt keine
Mdoglichkeit und wohl auch keine Veranlassung vor, von
dieser Annahme abzugehen. Seine #, y und z Coordinaten
seien gegeben durch:



22 Sitzung der math.-phys. Classe vom 9. Februar 1889.

Aus der Definition des Schwerpunktes folgt:
», S, (<) + e*Xt(<)= (m, 4-»,) (a0 -t- al tt)
mixittt) & m2 ()= (1l 4 > (0 4- «|

Der Differenz beider Gleichungen kann man die Form
geben:

(m, + »¢,)0, (¥, —<B) =»», X (<) + »i, X (<)
— Ol 4- ) [«, (1) —xt (/)]

Mit Hilfe von (1) und wenn das Resultat fir die y
Coordinate gleich mit angeschrieben wird, ergeben sich fol-
gende Grundgleichungen:

@

In diesen Gleichungen, welche mit den von Herrn Bir-
kenmajer benutzten vollkommen Ubereinstimmen, bedeutet
also z. B. x(tX) den bekannten und leicht aufstellbaren Aus-
druck fir die x Coordinate der Kepler'schen relativen Doppel-
stembewegung, wenn in demselben die Zeit tv substituirt
wird. Es soll nun (2) unter der wohl immer zutreffenden
Voraussetzung entwickelt werden, dass die zweiten Potenzen
der Zeitdifferenzen —« und t»— « als unmerklich vernach-
lassigt werden konnen. Mit dieser Annahme ergiebt sich:

O+ () 0L0Z ©

Wegen der Eigenbewegung des Sternes wird die Axe
des gebrauchten Coordinatensystemes nicht immer genau zum
Beobachter gerichtet sein, wenn sie es zu einer bestimmten
Zeit gewesen ist. Diese Abweichung ist aber fur lange
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Zeiten &dusserst klein und es kann demnach ohne Schaden
von der stattfindenden stets geringfugigen Drehung des Sy-
stemes gegen den Visionsradius abgesehen werden. Bezeichnen
dann () und zt (t) die zur Zeit t stattfindenden Abstande
der beiden Sterne von der Projectionsebene, die wir jetzt
durch den Schwerpunkt gehen lassen, D(t) die Entfernung
des letzteren Punktes vom Beobachter und F,, F2 FO die
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der von m,, m und dem
Schwerpunkte ausgehenden Lichtbewegungen, so haben wir:

4

Da der Schwerpunkt an sich keine Lichtbewegung aus-
sendet, so ist FO eine willkirlich anzunehmende Grosse, deren
passende Wahl zur Vereinfachung der Schlussformeln bei-
tragen wird. Man wird hierbei nur zu bericksichtigen haben,
dass des Folgenden wegen FO sich von F, und Fa nicht
viel unterscheiden darf. Durch FO ist naturlich erst r
bestimmt.

Den friheren Bemerkungen zufolge und weil = yt
ist, hat man:
+  ft-*)
D)= DM+ ys(t, —o
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Die Gleichungen (4) werden hierdurch

t [ _Vh-1_MO
"F, 7 F, F2
ro
. _D(r)_ — T _*(<%)
* F, y' Fs' "Fj
Setzt man zur Abklrzung:
1 Vro
" o(Ftyj
r.-r.
J~ 0 £7+7.)

und nimmt zur Bestimmung des willkurlichen VAl die Glei-

chung an:
m: Aa-(- »phK = 0 5)

so kann man die Gleichung (3) so schreiben:
=)+ «, D) Bt—A)+ O n
X vy Im, *,(/) mrel (i,)!

m, + m LF, + v, F,+y,J

Hierin wird man noch bedeutende Vereinfachungen ein-
treten lassen konnen. In den mit den z behafteten Gliedern

wird es erlaubt sein zu setzen VI+ Wi = + N\N—
ferner ist geniigend genau:

2% (M — (tt) = z(T)
«, *20(*)+ ni%{(/J = W —m2d (¥
Wir haben also jetzt:
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Man darf hierbei nicht ausser Acht lassen, dass infolge
der Veranderung von D (r) die Zeitdifferenz (t— z) nicht
eine Constante ist. Ist aber rO ein fester Zeitpunkt, so
hat man

D(r) = D(t0) -I-y, (*-*.)
Die zweite Gleichung (4) ergiebt hiermit:

rn
r:(/-o-vo:'_ft)] (?)
worin

a7y By
% Vo

Die in (6) vorkommenden Coordinaten sind als in line-
arem Masstab gegeben zu betrachten. Die Beobachtungen
beziehen sich aber auf scheinbares Winkelmass. Um dies
einzufihren, muss man (6) auf beiden Seiten durch B{t)
dividiren. Letztere Grisse andert sich aber, wie wir gesehen
haben, infolge der im Visionsradius gelegenen Eigenbewegungs-
componente. Man wird aber hiervon absehen kénnen, denn
die Eigenbewegungen der Sterne zeigen innerhalb der kurzen
verfugbaren Zeitrdume nichts von alledem. Aus gleichem
Grunde wird man auch auf den durch (7) definirten Einfluss
keine Rucksicht nehmen brauchen. Dieser besteht indessen,
wie sofort erhellt, darin, dass wegen des constanten Factors
von t die mittlere Bewegung der Revolutionsbewegung des
Doppelsternes um eine Constante verandert erscheint und
ebenso wird die Zeit des Passirens des Periastrons um die un-

veranderliche Grosse to V _ verschieden ausfallen. Bringt
o i“vi

man diese Correctionen an odgr vernachlassigt sie auch, was

immer erlaubt ist, so darf man also jetzt t— % als eine

Constante betrachten. Unter dieser Vorau&setzung soll die

Gleichung (6) weiter besprochen werden. Man kann sie uud

die analoge fur die y Coordinate in folgender Form schreiben:
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X = x{x-

®

indem Vo (&—AJ = ja gesetzt worden ist. Es ist Ubrigens
sehr nahe und fir alle Falle ausreichend

V% r X

= —V
ri

Fur (i= 0 gehen (8) selbstverstandlich in die wvon
Villarceau behandelten Gleichungen Uber. Da eine Super-
position der Wirkung der 3 Glieder auf der rechten Seite
von (8) angenommen werden darf, so ist es erlaubt, sie einzeln
und unabhangig von einander zu betrachten. Das erste Glied
giebt unmittelbar den von Villarceau rectificirten Savary'-
schen Satz:

»Die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes
erzeugt eine periodische Ungleichheit, die dadurch voll-
kommen bertcksichtigt wird, dass man die Zeit t durch

mi— mj z (r)
m, + m} Vo
ersetzt.”

Die zweiten Glieder erzeugen nur eine constante Ver-
anderung der elliptischen Bahnelemente Knoten (B), Neigung
(i) und Distanz des Periastrons vom Knoten (A). Dies lasst
sich sehr einfach so beweisen. Die allgemein bekannten und
fortwahrend bei Doppelsternbahnberechnungen zur Anwendung
kommenden Differentialformeln fir den Positionswinkel (p)
und Distanz () lassen sich namlich, da wir nur auf eine
Veranderung von R, i und X Rucksicht zu nehmen haben,
in folgender einfachen Form schreiben:



Seeliger: Ucber die Bewegung der Dojipelsterne. 27
dp= rfR — —cos (p — B) di + cos i d X
q ve>

6: —asin(p—B) di—asinicos(p—fs)dl

wo r der Radiusvector in der wahren Doppelsternbahn ist.
Wenn wir nun die ihrer Richtung nach beliebigen Axen der
X und y so legen, dass
X = qgcosp; Y= gsinp
ist, so kann man aus den vorstehenden Gleichungen sofort
die folgenden ableiten:
dx= — u(rfR -J-cosidX) -f- z [dt sin B — sin i cos B dX]
dy = -f-x (rfR -j- cos i fA) — z [rfi cosB + sinisinB dX]
Vergleicht man dies mit (8), so ergiebt sich, dass die

zweiten Glieder auf der rechten Seite vollsténdig in Rechnung
gezogen erscheinen, wenn gesetzt wird:
dR + cosidX= 0
. - ct
—disinB + sinicos ¥ dX-

+ dicosR + sinisin@ dx= Bl

woraus sich durch Auflésung ergiebt:
Vo di — RBkcos B —  sinfB
Vo sinidX= Bxsinf -f-alcsB  (Q)
— V'tgi dti = Rvsin B -f- aYcos
Es sind dies dieselben Gleichungen, welche Villarceau
auf viel umstandlicherem Wege erhalten hat. Man kann

noch bemerken, dass nach der getroffenen Festsetzung Uber
die Richtung der Coordinatenaxen

= dd, Rt= cosd-da
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ist, wo Ja und Jd die Eigenbewegungen in Rectascension
bezw. Declination bedeuten.

Wir haben nun noch den Einfluss des dritten Gliedes
zu betrachten unter der Voraussetzung, dass die Wirkung der
Ubrigen entweder bertcksichtigt worden ist oder vernachlassigt
werden kann. Bezeichnet man dann mit £ und 1j die Co-
ordinatenwerthe in dem Falle, dass die fraglichen Glieder
nicht vorhanden waéren und setzt weiter zur Abkurzung:

so werden die Gleichungen jetzt einfach
X= 1+ m y= wy+ 1 (10

Hier sind die w und n Constanten. Da die £ und 1y
(welche der Kirze wegen kurz ungestorte Werthe genannt
werden sollen) der Gleichung einer Ellipse gentigen, so thun
dies auch die x und y. Wahrend aber erstere dem Kepler-
schen Flachensatz entsprechen, thun dies die letzteren nicht.
Bezeichnet man die beobachteten und die ungestorten Positions-
winkel und Distanzen mit p und g bezw. pn und £0, so hat
man nach (10)

Qocos (P ” '"Po) = Q— mcos P n snpP
Qo (P—i>)= —msnP + ncosP
Werden die zweiten Potenzen der als sehr klein anzu-

sehenden Grossen ** und * fortgelassen, so hat man

m n
PO — P = 8111 P —mmmmn cosp
Q ni)
—qg= tncosp— nsinp
Die durch die Verschiedenheit des Lichtgeschwindigkeiten
fur beide Coinponenten eines Doppelsternes entstehende Un-
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gleichheit hat also die Form (11) und kann aus den Be-
obachtungen ermittelt werden.

Betrachtet man die scheinbare Bewegung, so ist diese
durch den Ausdruck:

. dp , dy dx

i
gegeben. Hierin ist ¢ = d% Aus den beobachteten Co-

ordinatenwertheu kann man die Coefficienten B, y, <] £ u
in der Gleichung der scheinbaren Ellipse:

Bx*+ yy. + , dxy+ ex+ . Ky—1= 0 (12)

bestimmen wund hieraus die geometrischen Elemente der-
jenigen Ellipse, deren Projection (12) ist und die so liegt,
dass der Coordinatenanfang die Projection eines ihrer Brenn-
punkte ist. Mit Hulfe der solchergestalt berechneten Be-
stimmungsstiicke konnen auf die leichteste Weise die jedem
Positionswinkel und zugehériger Distanz entsprechende wahre
und excentrische Anomalie v und E gefunden werden. Diese
Winkel sind hier durch rein geometrische Beziehungen voll-
kommen bestimmt. lhre Abhangigkeit von der Zeit wird
aber nicht durch die Keplersche Gleichung vermittelt, sondern
durch eine andere, die aufgesucht werden soll. Bezeichnet
noch b die kleine Halbaxe und e = sinq die Excentricitat
der Ellipse, deren Projection beobachtet wird, so ist:

rcos (v+ X = — aecos X-f*acos Xcos E— bsin Xsin E
rsin(v4-Xcosi= cosi {— aesin X+ « sin Xcos E
4- bcos Xsin E}
Setzt man also:

B —u{ (ntsinB - ncosR) cos X+ sinXcosi(mcosB -(-nsinfk)}

C= b] (msinl —ncosL)sinX4 cosAcosi (incosB -f- wsinf)}
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so wird die obige Gleichung:

c + {Ccos BmiE~"

und da ¢~ = abcosi(l—ecosE) ™ ist, so hat man:

jabcosi(l—ecosE) ->F BsinE — Qcosi?j = ¢

Bei der Integration wird man zu bertcksichtigen haben,
dass fur 1?=0, t= ¢ wird, wenn r die Zeit des Durch-
ganges durch das scheinbare Periastrou bedeutet. Es ist
demnach :

c(t—t)= abcosi(2?—esinE) + B (1 —cos E) — CsinE

Diese Gleichung regelt die scheinbare Bewegung in dem
beobachteten Doppelsternsystem. Es geht hieraus hervor,
wie sich die Bewegung infolge des untersuchten Aberrations-
einflusses andert und dass diese Veranderung bemerkbar ist,
wahrend die constante Veranderung der Bestimmungsstiicke
der Ellipse als deren Projection (12) zu gelten hat, sich in
den Beobachtungen im Allgemeinen nicht geltend machen
kann. Ich sage im Allgemeinen, weil sich Falle anfihren
lassen, in welchen auch die reiD geometrischen Verhaltnisse
in hdchst auffallender Weise umgestaltet werden konnen.
Diese treten ein, wenn m und n so beschaffen sind, dass der
Hauptstern ausserhalb der durch (12) bestimmten Ellipse
zu liegen scheint. Dass dieses Vorkommniss mdglich ist und,
sobald die Bahnebrne des Doppelsternes mit dem Visions-
radius zusammenfallt, strenge genommen immer eintritt, zeigt,
in welch hochst merkwirdiger Weise sich eine Verschiedenheit
in der Geschwindigkeit des Lichtes beider Sterne aussern kann.

Nach den Untersuchungen des Herrn Ebert ist allerdings
zu erwarten, dass der besprochene optische Einfluss immer
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ausserst gering und in den bisher bekannten Systemen wohl
kaum in die Erscheinung treten wird. Seine Grosse hangt
wesentlich, wie es bei den m und n der Fall ist, von der
Eigenbewegung und der Parallaxe des Doppelsternes ab. Nur
wenn erstere sehr gross, letztere klein und die Helligkeit
beider Componenten sehr verschieden ist, kdnnte man eventuell
erwarten, durch die Beobachtungen der Doppelsterne die
Frage nach der Abhangigkeit der Lichtgeschwindigkeit von
der Intensitat zu fordern.

Betrachten wir beispielsweise das Siriussystem. Hier ist
der Hauptstern etwa 16000 mal heller als der Begleiter, die
jahrliche Eigenbewegung ist 1T31 und seine Parallaxe
was einer Lichtzeit von 16 Jahren entspricht. Die Unter-
suchungen des Herrn Ebert haben ergeben, dass bei einem
Helligkeitsverhéltnisse zweier Lichtquellen von 33:1, die
Veranderung der Lichtgeschwindigkeiten um nicht mehr als
1 :500,000 ihres Werthes betragen koénne. Nimmt man,
wie es auch Herr Ebert beispielsweise thut, an, dass bei dem
erwahnten Helligkeitsverhaltnisse (33 : 1) sich die Lichtge-
schwindigkeit gerade um jenen Grenzbetrag (1 :500,000)
andert und dass diese Aenderung proportional mit dem Hellig-
keitsquotienten vor sich geht, so wirde in der Bahnbewegung
des Siriusbegleiters eine periodische Ungleichheit mit dem
Coefficienten 0102 hervortreten. Als zweites Beispiel mag
ein Stern 2. Grosse als Hauptstern und ein solcher 12. Grosse
als Begleiter angenommen werden. Die Lichtzeit mag ent-
sprechend einer Parallaxe 0."08 zu 40 Jahren, die jahrliche
Eigenbewegung zu 5” angesetzt werden. Unter denselben
Annahmen wie oben wird, da der Helligkeitsquotient 10000
ist, der Coefficient der optischen Ungleichheit 0712, ein auf
den ersten Blick sehr ansehnlicher Betrag. Man darf aber
nicht vergessen, dass hier ein Zusammentreffen gunstiger
Umstande angenommen worden ist, wie es allerdings durch-
aus nicht unmdglich, aber doch nicht gerade sehr wahr-
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scheinlich ist. Ferner muss aber daran erinnert werden, mit
welchen grossen Schwierigkeiten die Ausmessung eines Doppel-
sternes mit so ungleich hellen Componenten verknopft ist,
und dass auch die gemachte Annahme, dass Uberhaupt eine Ver-
schiedenheit der Fortpflanzungsgeschwindigkeit von dem an-
gegebenen Betrage bestehe und namentlich dass diese pro-
portional mit der Helligkeit wachse, vollig willkdrlich war.
Immerhin muss aber vom theoretischen Gesichtspunkte aus
die Madglichkeit zugegeben werden, dass die Beobachtung
hierzu gunstiger Doppelsterne gewisse Grenzwerthe ergeben
kann. In der Praxis liegt freilich bekanntlich, wegen der
sehr beschrankten Genauigkeit, welche namentlich systema-
tische Beobachtungsfehler in diesem Theile der beobachtenden
Astronomie gestatten, die Sache anders.



