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Koordinaten-Transformationen in geoditischen
Dreiecknetzen.

Von J. H. Franke.

(Eingelaufen 15. Janwar.)

Die an den Namen des Geodiiten und Astronomen Soldner
gekniipfte bayerische Landesvermessung war in den ersten Jahr-
zehnten dieses Jahrhunderts ein vorbildliches Muster und ist es
in manchen Beziehungen lange geblieben. Die Einfiihrung
rechtwinklig-sphiirischer Koordinaten, heute Soldner’sche Ko-
ordinaten genannt, bildete einen bedeutsamen wissenschaftlichen
Fortschritt, wiihrend gleichzeitig die an die Koordinaten ge-
kniipfte Systematik der Landesvermessungsblitter fiir die geo-
diitische Technik von héchster Bedeutung war.

In der That ist die Soldner’sche Projektion, zu den Cylinder-
projektionen gehirig, in vorziiglicher Weise zur bildlichen
Darstellung eines Landes geeignet, welches links und rechts
von der Vermessungsachse nur eine Ausdehnung von etwa
200 km, also eine Breite von 400 km hat. Sie liisst in dieser
Ausdehnung die sphiirische anstatt der sphiiroidischen Rech-
nung noch als zuliissig erscheinen und hat dabei den Vortheil
der geringsten linearen und Flichen-Verzerrung, wenn
filr miissige Entfernungen von der Vermessungsachse die sphiiri-
schen Koordinaten als eben und rechtwinklig, bzw. kongruent
angesehen werden. Hier bringen sie dann die wirklichen
Liingen und Fliichen mit der moglichst kleinsten Linear- und
Fliichenverzerrung zur Darstellung.
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Die bayerische Landesvermessung und auch die anderer
Liinder ist einheitlich, d. h. auf einen Nullpunkt und cine
Vermessungsachse koordinirt.  Dies bedingt wegen der Quer-
ausdehnung des Landes bis zu Ordinaten + 180 km die stete
Beibehaltung sphiirischer Koordinaten, die auch in der Durch-
fithrung grundsiitzlich erfolgt ist. So zuliissig dies auch fiir
die iiltere Vermessung erscheint, da diese eine graphische war
und mit dem Messtische erfolgte, so vielfach erschwerende Nach-
theile hat jene Beibehaltung fiir die Praxis der modernen
Landesvermessung.  Diese ist niimlich von der graphischen
Aufnahme allgemein zur Zahlenmethode, d. h. zur Theodolit-
winkelmessung und zur direkten Liingenmessung itbergegangen
und demnach zur ausgesprochenen trigonometrischen Methode
geworden.  Die so geiinderte Technik in Verbindung mit den
gesteigerten Genauvigkeitsanforderungen, die sich im Verflusse
nahezu eines Juhrhunderts in der Vermessung vollzogen haben,
macht eine Weiterbildung des Bestehenden zur gebieterischen
Notwendigkeit. Eine giinzliche Umbildung, wie sie in der
Einfithrung der strengen konformen Abbildung (nach Gauss)
liegen wiirde, kann wegen ihres ticferen Eingreifens erst in
zweiter Linie in Betracht kommen. Is handelt sich demnach
zuniichst darum, unter Beibehaltung der Soldner’schen Projektion
und der systematischen Vorziige von dessen einheitlicher Ko-
ordinirung zu Koordinatensystemen zu gelangen, welche ihre
Brauchbarkeit fiir die iiltere Landesvermessung behalten und
doch gleichzeitig den Anforderungen der heutigen trigono-
metrischen Messungsmethode angepasst sind.  Weiter ist dann
der etwaige Uebergang zu konformen Koordinaten zu eriirtern.

Es diirfte den nachstehenden Entwickelungen zu statten
kommen, wenn hier die Grundlagen und Formeln der Soldner'-
schen Koordinaten kurz vorangestellt werden.

A. Ein durch den Normalpunkt gelegter Vertikalschnitt
(gewohnlich, nicht notwendig, der Meridian jenes Punktes)
bildet dic Vermessungs- oder Abscissenachse, der auf dieser im
Nullpunkte senkrecht stehende Grosskreis die Haupt- oder
Direktionsachse (Ordinatenachse). Die Ordinate (o) eines Punktes
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ist das von demselben auf die Vermessungsachse gefiillte Per-
pendikel; Abscisse (@) des Punktes ist das von dem Fusspunkte
des Perpendikels und vom Normalpunkte aus geziihlte Stiick
der Vermessungsachse. Die orientirenden Richtungen (Direktions-
winkel) der Vertikalschnitte ziihlen von der Ordinatenrichtung
aus Im rechtsliufigen Sinne. Die Messblatteintheilung steht
mit dem sphiirischen Koordinatensystem in genauester Ver-
bindung.

Ist 7 die normale Liinge des (quadratischen) Blattes und
M die Massstabsgrisse, so ist die (verjiingte) Blattseite ¢ M.
Die Vermessungsachse sei nordlich und siidlich vom Nullpunkte
in gleiche Abstiinde I M (Schichten N) geteilt; auf den von
diesen Punkten ausgehenden Ordinatenkreisen seien von der
Vermessungsachse aus die gleichen Abstiinde ¢ M (Reihen oder
Nummern #7) aufgetragen. IHierdurch entsteht ein Netz kleiner,
nach Ost und West wegen der Konvergenz der Ordinatenkreise
sich stetig in der Hohe verringender Vierecke, welche die
Messbliitter bilden.

Mit den Hilfsausdriicken

5 1
m=ssing; n=Sscosp; o=
i ?3 sin 14

sind die Soldner'schen Linearkoordinaten @ und o gegeben durch
ag= a,+ m-+4 2’;{2 (o} — %’)
0,= o, + n—;"% (0,—{- g) m
=180+ 7+ 5 (o, + 5 )

in welchen die dritten Glieder die sphiirischen Ergiinzungen

(ba), (d0), (O¢)

darstellen. Fiir die Polarkoordinaten bestehen mit (¢, — a,)
= da und (0, — 0,) = Ao die Gleichungen
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1 Ao)?
da— %—I‘;l- (o: __(..50)_)

tgp = i

TR e

sin ¢ cos ¢

(&)

als erste Niiherung (wegen Gleichsetzung von m und n mit
Aa, bzw. Ad0), die indess fiir alle gewdhnlichen Landesver-
messungszwecke ausreicht.

Fiir die Blatthohenverkiirzung v, kann die Richtung und
Liinge ! der Blattseite nordsiidlicher Richtung mit dem unter
dem Direktionswinkel 90° durch eine Blattecke gelegten Vertikal-
schnitt identificirt werden. Man hat dann aus der ersten der
Gl (1), mit o die Mittelordinate des Blattes bezeichnend,

. 0%
= ;—1% (3)
in natiirlichem Masse. Hieraus folgt, da die Blattseiten west-
ostlicher Richtung definitionsgemiiss unverkiirzt bleiben, die
Fliichenverkiirzung eines (quadratischen) Blattes

11 D 0’

Y=5m O]

Ty

Entsprechend der bildlichen Darstellung in der Ebene sind
auch die Abscissen der Koordinatenpunkte verkiirzt aufzutragen.
Bezeichnet «, die Abscisse des der Direktionsachse zu-
niichst liegenden Blattrandes, so ist der Abscissenrest (@ — a,)
ithnlich GI. (3) um .
w= oy ;t:)o ©)
zu verkiirzen.
Die trigonometrischen Arbeiten sind nach den GI. (1) und
(2) in der Regel durchaus sphiirisch gefithrt worden, in den
Planarbeiten der graphischen Aufnahme sind gleichfalls die
sphiirischen Bezichungen (3) und (5) zur Beachtung gelangt.
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wiihrend lediglich das », der Gl (4) unbeachtet blieh. Die
moderne Landesvermessung hat es mit durchaus anderen Ver-
hiiltnissen zu thun. Anstatt der fritheren 2 bis 3 Koordinaten-
punkt-Ordnungen bestehen jetzt 7 bis 8 (5 trigonometrische,
2 polygonometrische und gegebenenfalls 1 geometrische); zu-
gleich ist die Zahl der Koordinatenpunkte um das mehrhundert-
fache gewachsen. Die Gl (1) ist in den Punktordnungen
[—III, dann IV und V mindestens von 0 = 0 bis 20, bzw. 40 km,
in den Ordnungen VI und VII von 60, bzw. 90 km an (hier
beschriinkt auf das erste Glied der sphiirischen Ergiinzung) zu
beachten. Das Gleiche gilt von 0 = 90 km an fiir die Gl. (3)
und (5), withrend Gl. (4) durchaus zur Anwendung gelangt.
Alle diese technischen Massnahmen sind bedingt durch die ge-
steigerten Genauigkeitsanforderungen in Verbindung mit der
heutigen Plandarstellung in grosserem Massstabe. Die wesent-
lichste Anforderung besteht nun darin, alle diese sphiirischen
Bezichungen Gl (1)—(5) unmittelbar in die Koordinaten auf-
zunehmen, d. h. diese als eben betrachten zu diirfen, und so
durch Vereinfachung und Fehlerquellenverschliessung, inshe-
sondere auch der zahlenmiissigen Behandlung geometrischer
Minimalgrssen, den technischen Wert und die Genauigkeit der
modernen Vermessung zu steigern. Die mathematische Erfiil-
lung jener Anforderung ist an und fiir sich leicht, kann jedoch
durch eine wesentliche Bedingung erschwert werden, die darin
besteht, dass die neuen Koordinaten mit geometrisch hinreichen-
der Genauigkeit in den allgemeinen Landesvermessungsbliittern
der einheitlichen Koordinirung unmittelbar verwendet werden
konnen. (Dieser Fall ist, wie in Bayern, dann vorhanden,
wenn keine vollstindige Neuvermessung des ganzen Landes-
gebiets vorliegt.) Offenbar kann diese Bedingung nicht ledig-
lich durch Verkleinerung der neuen Systeme, sondern nur durch
eine derartige Lage der neuen Koordinatenachsen erreicht wer-
den, dass der Abweichungswinkel gegen die urspriinglichen
Achsen der minimalste wird. Hiermit ist zugleich ausge-
sprochen, dass die Meridiane der neuen Normalpunkte, wenn
der Meridian des Nullpunktes der cinheitlichen Koordinirung
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Vermessungsachse war, nicht als neue Achsen dienen kinnen,
da in unseren Breiten bei 100 km Querabstand die Meridian-
konvergenz > 1° ist.

B. Dementsprechend wird definirt: Die Haupt- oder Direk-
tionsachse des lokalen Systems bildet der bisherige Ordinaten-
kreis des neuen Nullpunktes N’ im urspriinglichen System U,
die neue Vermessungs- oder Abscissenachse der hiezu senkrechte
Vertikalschnitt in N°.  Abscissen und Ordinaten im neuen
Systeme sind iihnlich wie im urspriinglichen Systeme, also als
Abschnitte, bzw. Perpendikel der neuen Vermessungsachse
definirt. Das System ist demnach wieder ein sphiirisches nach
Soldner. Es sind die allgemeinen Koordinaten (a, 0) eines
Punktes 4 in solche (z, y) des neuen Systems mit dem Null-
punkte N, (a,, 0,) zu transformiren.

Es bestehen die Grundgleichungen im Systeme U

a—ay=Jda=ssinp+(da) |

U
0—o0y=:A0=2scosqp+ (d0) | @
und im System N
x=ssinq7+(6x)‘ o)
y=scosp+(3y) J
wo s der Vertikalschnitt N” A.
Durch Einfithrung von (U) in (N) folgt
x=da+ (dz) —(da) ) @

y=4Ao+@y)— (0 J
und da nach GL. (1)

m n? m* n
(da)= 9 In (o"— 37); (80) = — aqn (oo—{- 3)

= M (™). R .l
(‘“)_21:*(” 3)' CN=—357"3

ist (letzteres unter Beachtung, dass die Koordinaten des neuen
Nullpunktes gleich Null sind), so erhilt man
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m
@5) — () = — '} @ — )

2
BN—0) = Sm0%

woraus durch Einsetzung in Gl. (a)

x=Aa—2—",’;,(o+y>(o—y)]
— m? I (6)
y=4dot5m%

Mit fiir weite Grenzen hinreichender Sicherheit gelten die
Vereinfachungen m = da, n = Ao und y = (0 — ¢,), daher

Aa 0,
x=Aa-——R;(o—2“)oo=Aa+bl

la)‘

(da) ™
y=do+ 54, a0 % =/|o+6'l

Dies sind die fiir vercinfachte tabellarische Behandlung
eingerichteten Transformationsformeln. Man leitet aus ihnen
die Umkehrungen ab

a=(%+2) + R,( )=t +a
®
r= @D gt =yt

die, weil in ihnen z = Ada und y = Ao gesetzt sind, als erste
Niiherung gelten. (Die Transformationen (6) sind von mir
gelegentlich einer anderen Arbeit bereits 1890 in Nr. 3022 der
A. N. abgeleitet worden.)

Es ist noch die Frage der gormgsten Achsenkonvergenz')
zu erledigen, die hier lediglich hinsichtlich der Konvergenz der
neuen Achsen mit den Messblattseiten der einheitlichen Koordi-

1) Diese Konvergenz erhiilt man auch ganz kurz durch die dritten

der GL (1) und (15), niimlich ¢ = — —5— = — —;,'—, wie nuch-
her Gl. (9).
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nirung in Betracht kommt. In dieser letzteren Beziehung ist
sie ausfiihrlicher zu betrachten.

Die Koordinaten eines quadratformigen Soldner’schen Blattes
im einheitlichen System, hier der Kiirze halber @ und o positiv
genommen, lassen sich ausdriicken durch

Ecken. S0. SW. NW. NO.
a a a+l-M a+1-M
0 o+1-M o41-M o
Im lokalen Systeme vermége (7) durch
SO. SW.
o ~—(11£ (o— g") 04 Aa( +I’l[)——)u0
o (4 a)" (o a)"
b 2 % o %
(b)
Nw. NO.
da+1M da+1M 0y
0: Lt + )(( o+1)— ) e i )(0_5)%
- (Aa-}—l]l[)' (fa1a0)
¥ o % o %

Die Subtraktion gibt unter Abwerfung der zu vernach-

1]
‘Jz2 ; (2 13
lichem Masse durch Division mit der Massstabsgrisse M die
lineare Divergenz ¢ = d50.-- dsw. = dx0. — dxw., dann 'xo, — &'s0.
= 0'yw. — &'sw, der iilteren Blattseitenrichtungen mit den neuen
Koordinatenachsen fiir die Blattlinge [

liissigenden Glieder sowie Uebergang zu natiir-

la-l.9
c=—" - )

Denkt man sich die Mitten der Seiten eines identischen
Blattes, einmal mit lokalen, dann mit allgemeinen Koordinaten
konstruirt, zur Deckung gebracht, so wird die ganze Konver-
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genz zur Hilfte mit + und — auf die 4 Blattecken geworfen,
so dass fiir diese der Ausdruck besteht

Aa-l-0,
==t o (10

Der lineare Wert von ¢, kann nicht hiher als 0,05 mm,
die iiusserste Anfangsgrenze der geometrischen Darstellbarkeit,
.angenommen werden; hiernach sind da und o, durch die
Gleichung

0,0001 R*=1-4da-o, (11)
verbunden.

In iihnlicher Weise leiten sich die Blattabmessungen ab.
Man findet aus den vorhin beniitzten Gl. (b) erst fiir die Ost-
lichen und westlichen, dann fiir die siidlichen und nérdlichen

Blattseiten, wieder unter Abwerfung von (l—]{,-l die Nitherungs-
ausdriicke
v = Oyo. — ds0. = Oxw. — dsw. =1 '(“—(2)";5%‘) ool (12)

¥ = dsw,— 0. = Oxw. — %0, = 0

Dasselbe Blatt hat in lokalen Koordinaten, die ja gleich-
falls sphiirische sind, wieder eine Verkiirzung der Blattlingen
in der Abscissenrichtung, die ihnlich wie (3), wenn wie hin-
reichend y = (0 — 0,) gesetzt wird,

: _lyp _l(o—o) :
x, ]” 9]{3 . (l';)

v,

betriigt, wiithrend definitionsgemiiss und wie oben die Blatt-
lingen in der Ordinatenrichtung ungeiindert bleiben. Die Ad-
dition gibt
l l-0?
v+ v = 5 (20— 0y 0+ (0 — 0,)*) = o (14)
Das ist also die thatsiichliche Blattverkiirzung v, der GL. (3).
(Dass das hier gebrauchte o gegen das dort beniitzte eigentlich

(n - i), ist fiir die Differentialformel (14) ohne Belang).
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Der Zweck der transformirten Koordinaten z, y besteht
darin, sie innerhalb gewisser Ausdehnungsgrenzen als ebene
Koordinaten betrachten zu kénnen, demnach von den strengen
Gleichungen

m n?
zy =z, +m+ 3 n (13 — 3)

m? n
m=y,+n—gm@dgg (15)

)

wam

7= 180+ 9+ G (4

zu den geniiherten

o] 2

zyg=uz, + m| 16)

h=t+n]
itbergehen zu konnen. Hierfiir ist das Maximum der Ordinate
y massgebend. Die Genauigkeitsanforderungen konnen ver-
schiedene sein und bemessen sich nach der Grisse der linearen
(¢) und der Richtungsverzerrung (¢') bei der Abbildung in der
Ebene. Diese sind im Soldner'schen Systeme wie bekannt und
auch leicht zu finden

SRS @Sl—nm S(l:}{;p (01 +0,03+01)")
o = (ﬁf)ﬁ?%_@@_sm i

=S 20,4+ 0) + " TSP (0 4 0,0, + o)
Somit hat die lineare Verzerrung ihr Maximum in der
Abscissenrichtung, die Richtungsverzerrung im Oktanten.
Die numerische Auswertung gibt hiefiir bei y = + 40 km
und bei s =7 km.
Max. I, =1:50000; Max. r, =3 (18)

Hiernach bestimmen sich die Querausdehnungen lokaler
Systeme und damit auch deren Nullpunktsordinate o, durch das

1) Fiir oy =10y wird 1 +v=1+4- sm’lr.

2 ]nz



J. H. Franke: Koordinaten-Transformationen. 29

zuliissige Max. von y. Die Ausdehnung in der Abscissenrich-
tung (z) konnte iiber 200 km steigen, wenn nicht gegebenen-
falls die wichtigen Gleichungen (10), bzw. (11) bestiinden. Mit
{ =0,5m, dann y = + 40 km wird zuniichst erhalten fiir
0, = =+ 80 km, sodann fiir o, = + 160 km, nach GL (11)

Ada = 102 km, bzw. 51 km.
Das Ergebniss der vorstehenden Darlegung ist sonach:

Werden die sphiirischen Koordinaten der einheit-
lich koordinirten Dreieckspunkte hoherer Ordnung
eines Soldner'schen Netzes mittels der GL (7) auf neue
Koordinatenachsen derart, wie sie Seite 24 definirt
sind, transformirt, so erhiilt man wieder ein System
rechtwinklig-sphiirischer Koordinaten. Mankann diese
transformirten Koordinaten innerhalb gewisser, aus
(17) abzuleitender Genauigkeitsgrenzen als ebene be-
trachten und sodann mit den einfachen Formeln (16)
weiter rechnen. Nach den in (18) gegebenen numeri-
schen Auswertungen ist dies vom Dreiecknetz III. Ord-
nung abwiirts an bei y = + 40 km zuliissig mit einer
linearen Genauigkeit 1:50000 und einer maximalen
Richtungsverzerrung von 3“. Zugleich geben bis zu
dieser Grenze y = =+ 40 km die ebenen Koordinaten
das Landesvermessungsblatt der einheitlichen Koordi-
nirung wieder mit einer Abscissenverzerrung im Maxi-
mum von 1:50000, was gleicherweise fiir die aufzu-
tragenden Abscissenreste gilt. Vermige der Gl (11)
und der obigen numerischen Auswertung lassen sich
die transformirten Koordinaten als ebene gleich den
einheitlich sphiirischen Koordinaten innerhalb der
Werte y =+ 40 km und da =z =+ 102, bzw. 51 km bei
0,==1180, bzw. 160 km bis zu ciner Maximaldifferenz
von 0,05 mm fiir alle Planarbeiten im einheitlichen
Blattsystem der Landesvermessung unmittelbar ver-
wenden.
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Hienach sind durch die transformirten (ebenen)
Koordinaten die simmtlichen (trigonometrische wie
geometrische) sphiirischen Beziehungen der GL. (1)—(5)
innerhalb technisch zuliissiger Grenzen zahlenmiissig
in diese Koordinaten aufgenommen.

C. Die bisher behandelte Soldner'sche (kongruente) Pro-
jektion ist neuerer Zeit durch eine konforme Abbildung (nach
Gauss), in welcher Original und Abbildung in den Kleinsten
Teilen iihnlich sind, hie und da ersetzt worden. Von Herrn
General Schreiber wurde sie in modificirter Form als konforme
Doppelprojektion der preussischen Landesaufnahme zu Grunde
gelegt, und neuerdings durch Herrn Jordan in der Mecklen-
burgischen Landesvermessung theoretisch und praktisch weiter
entwickelt. Thr eignen gewisse principiclle Vorziige, besonders
auch fiir die einheitliche Projektion eines sehr grossen Landes-
gebiets. Indessen hat schon 1876 Herr Helmert darauf hin-
gewiesen, dass die konformen Koordinaten ihren grossen Wert
auch in der allgemeinen Landesvermessung haben. Zwar ist
ihre absolute Flichenverzerrung nahezu doppelt so gross als
die Soldner'sche, dafiir jedoch nach allen Richtungen gleich-
miissig und gleichzeitig werden die Richtungsverzerrungen so
gering, dass in weit grisserer Ausdehnung die ebene Triangu-
lirung zuliissig erscheint.

Seien &, 5 die rechtwinklig - konformen Koordinaten, so
hat man die wichtigen, unseres Wissens zuerst von Herrn
Helmert aufgestellten Vergleichungen zwischen kongruenten
und konformen Koordinaten, die allen hier zu machenden An-
wendungen zu Grunde liegen, niimlich

.
S=a

- i ot (19)
= "(1 iy 67?"*'::4@)]

wobei fiir eine sphiirische Rechnung bis zu 0 <200 km das
Glied vierter Ordnung vernachliissigt werden kann. Inner-
halb dieser Grenze sind daun die vorigen Verzerrungen (17)
nunmehr
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14 (da)sing +(60)cosq>i(03—»o') 0i+0,0 ,+0:)‘)]

1+¥V= -'—cowp=1+ o

20)
T (6¢t)c0srp (do)sing (o’ o)) a,-a, . (
P -p=1'= A i singp== b]"( 20,0,)

Deren Vergleichung mit den (17) zeigt die principiell und
technisch gleich wertvolle gleichmiissige Linearverzerrung
bei Gauss, wiihrend die Richtungsverzerrung nur aus dem ersten
Soldner'schen Gliede besteht. Die erstere ist dem Maximum
von Soldner gleich, die zweite dagegen erheblich niedriger.
Diese ist fir y = 90 km und s =7 ki in der Oktantenrichtung
hier 1, 2, fiir Soldner jedoch 12, demnach bei der Konfor-
mitit weit giinstiger. Dagegen hat allerdings die Fliichenver-
zerrung, die nach (4) und (17) bei Soldner vermiége der linearen
Beziehung s'=s (l + fl(ﬁﬂ) sin? (p) im durchschnittlichen Mittel
Y L S0
D3 betriigt, hier den konstanten Wert - g

Es liegt nahe, dass die ilteren graphischen Aufnahmen in
den miglichst kleinsten linearen und damit Flichenverzerrungen
das wesentlichste Moment erblicken mussten. Mit demselben
Rechte kann aber die auf Winkelmessungen sich aufbauende
moderne Vermessung, wie schon von Friiheren hervorgehoben,
das Hauptgewicht auf die geringere Richtungsverzerrung legen;
das umsomechr, als die erhihte mittlere Flichenverzerrung noch
innerhalb technisch zuliissiger Grenzen bleibt und die linearen
Maxima in beiden Systemen die gleichen sind. Ueberdem
kinnte erstere auch einschliesslich der Reduktion vom Pro-
jektions-Horizont auf das thatsiichliche Vermessungsniveau in
einfachster Weise bei den Schlusstliichen beriicksichtigt werden.

Innerhalb der oben angegebenen Grenzen lassen sich dem-
nach mittels der Gl. (19) kongruente in konforme Koordinaten
tiberfithren. Soll jedoch vom Netze III. Ordnung abwiirts an
die ebene Triangulirungsberechnung, bzw. die Gleichsetzung
der geodiitischen mit den ebenen Dimensionen moglich werden,

1) Fiir 0y =0, wird 14V = 1+21(’
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so kann dies bei grosserer Ausdehnung des einheitlichen Netzes
zum Aufgeben der bisherigen einen Vermessungsachse, also zur
Aunlegung besonderer Kleinsysteme nitigen, in denen die Ordi-
naten hichstens bis 80 oder 90 km gehen, wobei das Maximum
der linearen Verzerrung etwa 1:10000 ist. Die Wahl der
lokalen Vermessungsachsen unterliegt keiner mathematischen
Beschriinkung, selbst wenn die Beibehaltung der geometrischen
Abschlussgrenzen der iilteren Landesvermessungsbliitter dabei
Bedingung wiire. Nur wilrde es sich bei grisserer Konvergenz
der lokalen Achsen mit der Richtung der urspriinglichen Ver-
messungsachse um umstiindlichere Transformationsarbeit sowie
darum handeln, dass die neuen Achsenrichtungen mit den
Blattriindern  stiirker und  geometrisch merkbar  divergirten,
Das wiiren indess keine mathematischen, sondern lediglich
technische Hemmnisse.

Einschneidender ist die bereits in Theil B erirterte, nicht
bloss angenommene, sondern thatsiichlich bestehende Bedingung,
dass die neuen Koordinaten fiir die iilteren Landesvermessungs-
bliitter unmittelbar beniitzbar bleiben sollen. Das schriinkt
nicht nur die den neuen Systemen zu gebenden Abmessungen
cin, sondern bedingt auch die Definition der mneuen Achsen
behufs Herbeifiihrung der geringst moglichsten Achsenkonver-
genz.  Die Erfillung dieser Bedingung zwingt daher vermige
der G1. (10) und (11) wieder dazu, den iilteren Ordinatenkreis
und dessen Perpendikel im neuen Nullpunkte zu Achsen zu
nchmen. Vermittels der Transformationen (6) und (7) gelangt
man zu neuen rechtwinklig-sphiirischen Koordinaten, die nach
den G1. (19) in rechtwinklig konforme tibergefithrt werden. Diese
beiden Transformationen wiirden dann zweckmiissig in cine ver-
bunden.  Sind &, 5 die konformen Koordinaten, ag,. oy die des
neuen Nullpunktes, so ist nach (19)

§=u l

y 21

=91+ ) @

sodann mit Beriicksichtigung von (7) unter Weglassung der
Glieder hisherer Ordnung als der zweiten
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E= Aa—‘%(o—%")o,:da+(d) l
y=do+ kot Yol = a0+ @ -
denen die Zurlckfilhrungsformeln entsprechen
=@t O+ (3 +a)o |
(222)

13 A4 0)*
0=t )= 019"“ (GR)*I

Diese Transformationen sind demnach nur um Weniges
umstiindlicher als die (7) und gleich diesen leicht tabellarisch
einzurichten. Eine sofort anzustellende Untersuchung ergibt,
dass die Blattrichtungsdivergenz hier nur um zu vernach-
lissigende Glieder vierter Ordnung von der bei (9) entwickelten
abweicht und daher wieder die Gleichungen bestehen.

_ l-da-.o,, _,l-da-o,
b=—"T ¢ =t g (22b)
und fiir ¢, = 0,05 mm
0,0001 R*=1-4da -0, (22¢)

Die Blattseitenliingen in der Abscissenrichtung sind hier,
wie sich aus der Diskussion der Gl (14) in Verbindung mit

- o o : " __(20—04)0, , (do)*

dem Konformitiitsprincip ergibt, gleich ( s ‘o)
. y- g l-(do)

demnach in konformen Koordinaten ausgedriickt, um Y

vergrossert, withrend auch die im vorigen Systeme unveriindert
geblicbenen Blattseiten in der Ordinatenrichtung hier eben-

falls um
(do — (Ao _, (10
U = — ==

6 1* 2 IY

vergrossert erscheinen. Das Verhiiltniss -7 ! ist filr 0 = + 90 km

noch 1:10000 und gibt somit kein Hinderniss ab, die trigono-
1898, Sitzungsb. d. math.-phys, Cl. 3
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metrischen und geometrischen Arbeiten der Landesvermessung
vom Netze III. Ordnung abwiirts an durchaus in der Kbene zu
fihren.

Die gewonnenen Ergebnisse lassen sich dahin aussprechen:

Wenn die Linear-Koordinaten (mit @ und 0<200 km)
einer einheitlich sphiirischen Koordinirung in kon-
forme iibergefithrt werden sollen und dabei die Be-
dingungen bestehen, dass sodann: 1) die siimmtlichen
trigonometrischen und geometrischen Arbeiten inner-
halb entsprechenden Vernachliissigungsgrenzen in der
Ebene zu filhren sind, und 2) die neuen Koordinaten
ohne technische Schwierigkeiten nicht nur die alten
Landesvermessungsbliitter wiedergeben, sondern auch
fiir Planarbeiten in diesen unmittelbar als ebene Ko-
ordinaten beniitzbar seien, so fithrt der einfachste
Weg hierzu nur fiber transformirte (lokale) Koordi-
naten. Das entsprechende Mittel zu diesem Zwecke
liegt dann lediglich in der passenden Wahl der neuen
Koordinatenachsen unter veranlasster Begrenzung der
lokalen Systeme.

Der Hauptzweck aller dieser Transformationen bestand in
dem Wegbringen der sphiirischen Beziehungen, bzw. deren
unmittelbare Aufnahme in die Koordinaten. Es wird dies
gleichermassen erreicht durch transformirte Soldner'sche oder
konforme Koordinaten. In theoretischer Bezichung bleiben nach
diesen Ueberfithrungen die bekannten Mingel und Vorziige
beider Koordinatenarten bestehen: Die grissere Richtungsver-
zerrung und die ungleichmiissige Linearverzerrung mit mittlerer
geringerer Verzerrung der Flichen bei Soldner, wihrend das
Gegenteil fiir die Konformitiit gilt. Fine graphische Aufnahme
wird sich fiir das erstere entscheiden knnen, withrend der Zahlen-
methode der modernen Landesvermessung zumeist die geringere
Richtungsverzerrung im Vereine mit der (differentiellen) Gleich-
miissigkeit der Linearverzerrung als wichtigste Bedingung gilt.
Indess kann man sich in einem vorliegenden Kongruenzsystem
principiell fiir die Beibehaltung kongruenter Koordinaten ent-
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scheiden, wenn denselben wie hier eine Einrichtung gegeben
wird, dass sie technisch als ebene Koordinaten betrachtet wer-
den konnen und zugleich in den Pliinen der einheitlichen Ko-
ordinirung unmittelbar verwertbar sind.

D. Es geniigt wohl, nur kurz daran zu erinnern, dass
durch die Transformationen (7) und (22) wieder sphiirische
Koordinaten (z, y), bzw. konforme (&, 1) gewonnen werden.
Zufolge dessen kommt diesen derselbe Anwendungskreis zu, als
den urspriinglichen Koordinaten a, 0; sie miissen demnach
siimtlich gleichzeitig < 200 km bleiben. Die Bedingung y <40 km
oder 7 <90 km griindet sich nur auf die Absicht, innerhalb
zuliissiger Grenzen mit durchaus ebenen Koordinaten arbeiten
zu wollen, und ebenso bezieht sich die in der Gleichung
0,0001 R* =1-Aa-o gegebene Einschrinkung der zulissigen
Ausdehnung von 4a lediglich auf die unmittelbare Verwertung
der neuen Koordinaten in den Messbliittern der urspriinglichen
(einheitlichen) Koordinirung. Konnte man hiervon absehen, so
wiirde man mit den transformirten (z y), bzw. (§ 5) in den
angegebenen Grenzen (200 km) die bekannte sphiirische Ko-
ordinatenberechnung haben, wie sie im Soldner'schen Systeme
durch die Gl (1) und (15) ausgedriickt ist. Fiir die Konformitiit
pflegt man allerdings bei der Neuanlage einer umfassenden
Landesvermessung einen ganz anderen Weg einzuschlagen, ge-
griindet auf sphiiroidische Beziehungen, bzw. geographische
Positionen, in Form von Uebertragungen zwischen Ellipsoid
oder Kugel und Ebene. Wenn jedoch in einem sphiirischen Netze
unter Beibehaltung der bisherigen Hauptachse vermittels der

2
Beziehung 5 =0 (1 + (%Z‘) von bereits bestehenden Soldner'-

schen Koordinaten zu konformen ilbergegangen worden wiire,
so liegt es nahe, die Form der Soldner'schen Berechnungsweise
im Wesentlichen beizubehalten, d. h. direkt auf der Kugel zu
rechnen. Hierfir kann noch ein weiterer Grund sprechen,
wenn niimlich die sphiirischen Ergiinzungen nicht logarithmisch
gerechnet, sondern beziiglichen Diagrammen entnommen werden,
wie es z. B. im bayerischen Dreiecksnetze zumeist geschieht.
3‘
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Man kann daher die sphiirischen Berechnungsformeln fiir die
konformen Koordinaten den Gl. (1) und (15) anpassen, wobei
man in leichter Ableitung erhiilt:

m n?
G=6 T ntopm (”3 ?)
n\* ' n n?
n=un + n+ ——27;{. ('7. e g) —2—75('1;4' g) + 5 ()

(9)=(9) + 180+ 7, (m a ’3‘)

In cinem bereits bestehenden Landesnetze mit rechtwinklig
konformen Koordinaten wiirden diese Ausdriicke nur fiir einzelne,
neu einzuschaltende Punkte I. oder II. Ordnung zur Anwendung
gelangen, soweit hierbei sphiirische anstatt sphiiroidische Rech-
nung und Einschriinkung auf Glieder zweiter Ordnung zuliissig
ist. Hierfiir reichen die Formeln aus und gestatten mit Hilfe
jener Diagramme besonders bei den Netzpunkten II. Ordnung
QZ;E‘ noch fiirn=17km
< 0,005 m bleibt. Fiir die siimtlichen geodiitischen Arbeiten
vom Netze III. Ordnung abwiirts an sind aber diese For-
meln chenso, wie vorher filr die Soldner'schen Gl. (1) nach-
gewiesen, technisch unpraktikabel, weshalb hier gleichfalls zur
Gewinnung ebener Koordinaten lokale Systeme und Transfor-
mationen entsprechend den Gl. (22) geboten sind.

erleichterte Rechnung, da das dritte Glied



