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Ueber Potenzreihen auf dem Convergenzkreise 
und Fourier’sche Reihen. 

Von Alfred  Pringsheim. 

(Eingelaufen 2. November.) 

§ i. 
Es sei k; AV XV eine Potenzreihe mit dem Convergenz- 

radius \x\ — \. Setzt man alsdann zunächst für *|< 1: 

(1) k> Av x
v = f (*), 

o 

so mag f(x) für die Stellen x — e"‘ des Convergenzkreises 
im allgemeinen durch unmittelbare analytische Fortsetzung 

und für etwaige singuläre Stellen é11 als lim fifß*) definirt 
ft = ft' 

sein, bezw. da, wo dieser Grenzwerth nicht existirt, als un- 
definirt gelten. 

Convergirt nun die Reihe kJ Arx
v für x = e^' noch 

durchweg oder wenigstens im allgemeinen (das soll hier 
und im folgenden stets bedeuten : mit eventuellem Ausschluss 
einer endlichen Anzahl von Stellen), so ist für alle Con- 
vergenzstellen nach einem bekannten Abel’sehen Satze: 

(2) /% («*) = f> A„  ev{h 

0 

OD 

= XIr Av (cos v ïï -f- i • sin v #). 
o 
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Andererseits ist f(e^‘) in Folge der gemachten Voraus- 
setzungen mit Ausschluss einer endlichen Anzahl von Stellen 
{)' eine nicht nur stetige, sondern unbeschränkt differenzir- 
bare Function der reellen Veränderlichen 9. Unter Hin- 
zufügung der weiteren Annahme, dass jene singulären 

Stellen !)' die Integrabilität von / (e^‘) nicht alteriren 

sollen, muss sich daher /' (c^‘) in eine Fourier’sehe Reihe 
entwickeln lassen : 

(3) fiß° 0 

1 co ( ~^rn \ 

-j !  J* /(V'1) cos v X • d X • cos v 9 +J f(e^‘) sin v X -dl- sin v 9 ! 
71 , V-Jt _ Jt ' 

Alsdann folgt aber aus einem bekannten Satze, dass die 
Coeflicienten dieser Entwickelung keine anderen sein können, 
als die oben mit Av bezeichneten. Mit anderen Worten : 

Allemal wenn die Potenzreihe 2J AV X
V = f (x) für 

x — e^‘ im allgemeine n convergirt und f (e^‘) als in- 
tégrable Function von 9 definirt, so ist sie iden- 

tisch mit der Fourier sehen Reihe für 
Von den drei Voraussetzungen, unter welchen dieses 

Resultat hier ausgesprochen wurde, nämlich : 

1) der endlichen Anzahl der singulären Stellen von 

f(e*  0. 
2) der durchgängigen Integrabilität von /'(e^‘), 

3) der Convergenz von 1jave
v^\ — 

lässt sich die erste ohne weiteres beseitigen, wie die Unter- 
suchungen von Du Bois Reymond über die Darstellbarkeit 
einer beliebigen trigonometrischen Reihe als Fourier’sche 
Reihe lehren,1) sofern nur die Voraussetzungen 2) und 3) 

l) „Beweis, dass die Coefficienten der trigonometri- 
schen Reihe etc.“ Abh. der Bayer. Akademie, Bd. XII  (1875). Vgl. 
insbesondere p. 43. 
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bestehen bleiben. Da indessen die besonderen Eigenthüm- 
lichkeiten, von welchen hier gesprochen werden soll, schon 
bei Functionen mit einer endlichen Anzahl von Singulari- 
täten zum Vorschein kommen, so soll im folgenden immer 
nur von solchen die Rede sein. 

Auch die zweite Voraussetzung kann man bis zu einem 
gewissen Grade fallen lassen. Wie nämlich Riemann ge- 
zeigt hat,1) schliesst das Auftreten gewisser Unendlichkeits- 

stellen, welche die Integrabilität von f (e^‘) aufheben, den- 
noch die Darstellbarkeit durch eine trigonometrische 
Reihe nicht aus. Es sind das solche Stellen für welche 

/' (e”‘) ohne Maxima und Minima von niederer Ordnung als 
der ersten unendlich wird (NB. wenn auch nicht von hin- 
länglich niedrigerer Ordnung, um die Integrabilität von 

/'(e^‘) zu sichern) und für welche -f- in- 
tegrabel ist. Freilich werden in diesem Falle die Integrale, 
welche die Coefficienten in der Fourier’schen Form darzu- 
stellen hätten, in dem gemeinhin üblichen Sinne divergent. 
Sie behalten jedoch ihre richtige Bedeutung, wenn man 
ihre Hauptwerthe im Gauch y’sehen Sinne nimmt, d. h. 
wenn man setzt : 

f <p (#) % � dl & = lim 
,, s=o 

( j  V (&) % � d A f J cp {{})  • d ff ] 
a 

Und mit Hinzufügung dieser Modification bleibt, wie 
Du Bois Reymond gezeigt hat,2) die Eindeutigkeit der 
Coefficienten-Bestimmung, also die Identität zwischen tri- 
gonometrischer beziehungsweise Potenz-Reihe einerseits 
und Fourier’scher Reihe andererseits bestehen. Ich möchte 
derartige Reihen als uneigentliche Fourier’sche Reihen 

*) „Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch 
eine trigonometrischeileihe“, Art. 12. (Ges. Werke, p. 244, 245.) 

2) a. a. 0. Art. 24, p. 37 ff. 
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bezeichnen und benütze diese Gelegenheit, um ein einfaches 
Beispiel einer solchen Reihe mitzutheilen (s. § 5 dieses Auf- 
satzes), bei welcher die Convergenz durch ganz elementare 
Rechnung direct erwiesen werden kann, während die Diver- 
genz der Coefficienten in der Fourier’sehen Integralform 
ohne weiteres aus der Form der zu entwickelnden Function 
hervorgeht. 

Im übrigen bleibt hier noch die Frage offen, ob die 

durch die convergente Reihe dargestellte Func- 

tion / (e^,:) nicht auch solche Singularitäten besitzen könnte, 
welche, ohne zu der eben betrachteten Kategorie zu gehören, 

die Integrabilität von f(e^‘) auf heben und damit die Dar- 
stellbarkeit der Reihen - Coefficienten in der Fourier’sehen 
Form unmöglich machen würden? Ob dieser Fall in Wirk- 
lichkeit eintreten kann, muss vorläufig dahingestellt bleiben: 
das Gegentheil ist wenigstens, so viel ich weiss, bisher nicht 
bewiesen worden. — 

Was nun endlich jene dritte — die Convergenz von 

2J Ar ev^‘ verlangende — Voraussetzung betrifft, so dürfte 
man vielfach der Ansicht begegnen, dass man dieselbe ohne 
weiteres fallen lassen könne, sobald nur die Entwickelbarkeit 

von f (e®‘) in eine convergente Fourier’sche Reihe fest- 
steht, und dass man geradezu aus der Existenz dieser letz- 

teren auf die Convergenz von Av er!>i (und damit eo 
ipso auf die Identität der betreffenden beiden Reihen) 
schliessen dürfe. So sagt z. B. Herr Darboux in seinem 
„Memoire, sur l’approximation des fonctions de très- 
grands nombres etc.“ ganz ausdrücklich1): „Nous voyons 
que, si /'(£), considérée comme fonction de l’argu- 
ment co de z sur le cercle de convergence, est dé- 

1) Journal de Mat.hém. 3'*!" ° Série, T. IV, p. 13. 
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veloppable en série trigonométrique,1) la série qui 
développe f{z) suivant les puissances de z demeurera 
encore convergente sur le cercle limite.“ Dieser Aus- 
spruch stammt zwar schon aus dem Jahre 1878, d. h. in- 
dessen immerhin aus einer Zeit, in welcher die in den Ar- 
beiten der Herren Christoffel*), Prym3) und Schwarz4) 
(1871/72) zu Tage tretende schärfere Prüfung der Grund- 
lagen des sog. Dirichlet’schen Principes bereits ge- 
gründete Bedenken gegen die Stichhaltigkeit der obigen Be- 
hauptung Hervorrufen konnte. Im übrigen glaube ich, dass 
auch heute noch viele Mathematiker jene Darboux’sche 
Ansicht theilen und die Frage nach der Convergenz einer 
Potenzreihe auf dem Convergenzkreise schlechthin mit der- 
jenigen nach der Entwickelbarkeit der betreffenden Rand- 
function in eine Fourier’sehe Reihe identificiren. Eine 
strengere Behandlung dieser Frage ist mir nur in den Ar- 
beiten des Herrn Thomé über lineare Differentialgleichungen5) 
und einer daran anknüpfenden Abhandlung „Ueber Con- 
vergenz und Divergenz einer Potenzreihe auf dem 
Convergenzkreise“6) begegnet. Hier wird vor allem be- 
wiesen, dass unter den über die Natur der singulären Stellen 

*) Hierunter ist immer, wie aus dem ganzen Zusammenhänge 
unzweideutig hervorgeht, eine Fourier’sche Reihe zu verstehen. 

2) Ueber die Integration von zwei partiellen Différén- 
tialgleichungen. Gott. Nachr. 1871, p. 435. 

3) Zur Integration der Differential-Gleichung 
32 u 
dx2 

+ ---s = 0. — Journ. f. Math. Bd. 73, p. 360. 
3 i/2 

4) Zur Integration der partiellen Differentialglei- 

chung ^ -(- = 0. — Journ. f. Math. Bd. 74, p. 218. 
5) Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 

— Journ. f. Math. Bd. 91, p. 222 ff. s. besonders Art. 4, 9, 10. —. 
Desgl. Bd. 95, p. 44 ff', s. Art. 8. 

i;) .Tourn. f. Math. Bd. 100, p. 167. 
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gemachten Voraussetzungen die Coefficienten der Potenz- 
reihe wirklich identisch sind mit den Fourier’schen Ent- 
wickelungs - Coefficienten der Randfunction, und sodann erst 
aus der Convergenz dieser Fourier’schen Reihe auf die- 
jenige der (auf dem Convergenzkreise mit ihr identischen) 
Potenzreihe geschlossen. Obschon nun aus dieser Art der 
Beweisführung die Meinung des Verfassers deutlich hervor- 
geht, dass es Fälle geben könnte, in denen die fragliche 
Schlussweise nicht zutrifft, so ist es doch weder hier, noch 
auch, so viel ich weiss, in anderen Arbeiten, deren Gegen- 
stand dies nahe gelegt hätte,1) direct ausgesprochen worden, 
dass es derartige Fälle — und zwar solche von verhältniss- 
miissig einfacher Natur — wirklich auch giebt. Ich will  
nun in diesem Aufsatze zeigen: 

Es giebt thatsächlich Potenzreihen, welche auf 
ihrem Convergenzkreise divergiren, obschon die zu- 
gehörige Randfunction in eine convergente Fourier’- 
sche Reihe entwickelt werden kann. 

In den folgenden beiden Paragraphen theile ich zunächst 
die allgemeinen Ueberlegungen mit, welche mich zur Con- 
struction derartiger Functionen geführt haben und die so- 
dann in § 4 zur Bildung bestimmter Beispiele benützt wer- 
den sollen. 

§ 2. 

Es seien die beiden Reihen : 

(1) 

00 

(p (&) = v (av cos v ?? + by sin v 0) 
o 

CO 

y> iß) — Xi’’ cos r !} -J- Cf.,, sin v i>)  
« 

1) z. B. Harn ack, An w en d un g der Fourier’schen Reihe 
auf die Theorie der Functionen einer complexen Verän- 
derlichen. — Math. Ann. Bd. 21, p. 305. 
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für 0 < % & <( 2 n, durchweg oder wenigstens im allgemeinen 
convergent ; dabei sollen die Coefficienten b reelle Grössen 
von der Beschaffenheit sein, dass für v = oo der Grenz- 
werth bezw. die obere Unhestimmtheitsgrenze von 

1 1 
mindestens einer der beiden Grössen : a,, | ", hv \ v den Werth 
1 hat, während der entsprechende Werth für die andere 
dieser Grössen auch < 1 sein darf. Setzt man sodann : 

(2) Oy + K Ï) % � X~v = fx (x), 
0 

so convergirt diese Reihe für \x\ > 1, sie divergirt für 
x ! < 1, während sie für | x | = 1 übergeht in : 

(3) f\ (e^‘) = 'YJV (av -j- br i) (cos v d —% � i %  sin v ïï) 
o 

= q> (ß) — i % � ip ( d ) 

also in Folge der gemachten Voraussetzung auf dem Con- 
vergenzkreise noch durchweg oder im allgemeinen con- 
vergirt. 

Angenommen nun, fx (x) lasse sich über das gesammte 
Innere des Einheits-Kreises als eindeutige analytische 
Function ohne singuläre Stellen fortsetzen, so muss eine 
für I x I <C 1 convergirende Potenzreihe existiren, deren Summe 
f\ (x) ist, also : 

(4) fi O) = 1> A,,xv ( I x I < 1). 
o 

Es ist nun leicht zu ersehen, dass diese Potenzreihe auf 
dem Einheitskreise nicht convergiren kann. Denn wäre 
dies der Fall, so hätte man: 

(5) /', (e^‘) = Ar (cos v d -f- i • sin v &) 
o 

und die Vergleichung mit (3) würde ergeben, dass gleichzeitig: 
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Av = av + bv i und A„  = — (ar + bv i) 

sein müsste, was unmöglich ist. 
Man hätte also auf diese Weise in der That eine Potenz- 

reihe f(x) = A„  xv gewonnen, welche die oben verlangte 
Eigenschaft hat, auf dem Einheitskreise zu divergiren, 
obschon daselbst eine convergente trigonometrische Reihe 
für /j (e^‘) vorhanden ist. 

Diese letztere besitzt hier in gewisser Beziehung noch 
einen ganz speciellen Charakter: sie bildet nämlich die 
Grenze der Entwickelung von f\ (x) nach negativen Po- 
tenzen von x. Man erkennt indessen, dass diese Eigenschaft 
durchaus unwesentlich und in Wahrheit auch leicht zu 
beseitigen ist. Bezeichnet man nämlich mit f 2x — B,, xv 

eine Potenzreihe, deren Convergenzradius p> 1 ist, und 
die im Falle p = 1 auf dem Einheitskreise noch durchweg 
oder im allgemeinen convergirt, so wird offenbar die Reihe: 

(6) f(x) = f\ (x) ± f t (x) = (A,. ± B,.) % � x*' 
0 

für X = er' gerade so divergiren, wie die Reihe f\(x), 
während 

(7) = £> {  (ar + bv i) % � e~v& ' 4- B„  % � evdi }  
o 

wird, und diese convergi rende trigonometrische Reihe jetzt 
nicht mehr die Grenze der Entwickelung von f(x) nacli 
negativen, und im Falle Q — 1 auch nicht diejenige der 
Entwickelung von f(x) nach positiven und negativen 
Potenzen von x bildet. Man erzielt dies z. B. am einfachsten, 
wenn man speciell setzt: 

(8) U O) = («r — K i) % � xv 

o 
also : 

(9) }2 (e’9“') = 2> (av — bv i) (cos v % /) i • sin v /)) 
o 

= V (ß) + i ' V Ifi),  
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in welchem Falle dann f (x) = f\ (x) + f2 (x) auf dem Ein- 
heitskreise durch die- trigonometrische Reihe 2 cp (ß) bezw. 
2 i % � ip (#) dargestellt wird. 

Durch die vorstehende Betrachtung ist die Möglich- 
keit, Reihen der gedachten Art zu construiren, erwiesen, 
sobald es gelingt, Reihen nach negativen Potenzen von x, 
wie die oben mit f1 (x) bezeichnete, herzustellen, welche auf 
dem Einheitskreise convergiren und in das Innere als 
eindeutige, durchweg reguläre Functionen von x fort- 
gesetzt werden können. Um dies zu erreichen, wird man 
natürlich zunächst nicht wie oben von irgend einer bestimmten 
Annahme bezüglich der Coefficienten av, hv ausgehen 

können, sondern vielmehr von einer Feststellung der Singu- 
laritäten, welche für f\{x) auf dem Einheitskreise erfor- 
derlich und zulässig erscheinen. Man erkennt aber ohne 
weiteres, dass hierbei ausser wesentlich singuläre Stel- 
len, sowie algebraische und logarithmische Verzweigungs- 
punkte jedenfalls von vornherein auszuschliessen sind, da 

die ersteren die Divergenz von 2 (av -j- i) • e~vnach 

sich ziehen, die letzteren die eindeutige Fortsetzbarkeit 
von f\ (x) verhindern würden. Als möglicherweise zulässig 
bleiben daher nur wesentlich singuläre Stellen, welche 
noch die besondere Eigenschaft besitzen müssen, dass fx (#), 
falls die Variable x von aussen her oder längs der Peri- 
pherie des Einheitskreises sich einer solchen Stelle nähert, 
unter einer endlichen Grenze oder zum mindesten integrabel 
bleibt. 

Der Einfluss, den eine derartige, auf dem Convergenz- 
kreise einer Potenzreihe angenommene singuläre Stelle auf 
deren Convergenz und Divergenz ausübt, soll nun zunächst 
genauer untersucht werden. 

1895. Math.-phys. CI. 3. 23 
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§ 3. 

Es sei f (x) eindeutig und regulär für \x'<LR, wo 
JÜ>1, mit Ausnahme einer einzigen Stelle auf dem Ein- 
heitskreise x — a = eai. Bezüglich der Beschaffenheit dieser 
singulären Stelle x = a unterscheiden wir die folgenden 
zwei Fälle: 

I. Es sei f(x) für,# —a noch absolut integrabel, 
sobald der Integrationsweg dem Innern oder der Peri- 
pherie des Einheitskreises angehört, d. h. das Integral 
a 

J* I f{x) I • d x werde in diesem Falle mit j xQ—a \ beliebig 
*0 

klein — eine Bedingung, welche z. B. stets erfüllt ist, wenn 
I/'(#) I im Innern und auf der Peripherie des Einheitskreises 
in jeder beliebigen Nähe der Stelle a stets unter einer festen 
Grenze bleibt. 

Alsdann lässt sich zeigen, dass die zunächst für | x [ < 1 
00 

geltende Potenzreihe für f(x) = XA At, x
1' noch für j x \ — 1 

o 
mit eventuellem Ausschlüsse der Stelle x = a convergirt 

und mit der Fourier’sehen Reihe für /’(e^') identisch ist. 
Um dies nachzuweisen, denke man sich den Einheits- 

kreis (JE) construirt und die Stelle a mit einem Kreise (K) 
von beliebig klein anzunehmendem Radius Q umgeben. Be- 
zeichnet man sodann mit (G) diejenige Curve, welche aus 
dem Einheitskreise (JE) entsteht, wenn man das kleine durch 
den Kreis (K) ausgeschnittene Bogenstück (c) durch das 
entsprechende, innerhalb (E) verlaufende Bogenstück (Je) 
von (K) ersetzt, so hat man für alle Stellen x im Innern 
von (C), also sicher für j x j <T 1 — p : 

w-iufffï**  
(+E) 

(wobei das Pluszeichen vor C die positive Integrationsrich- 
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tung andeuten soll. Da aber in Folge der gemachten Voraus- 
setzung der von dem Bogenstücke (Je) herrührende Bestand- 
teil dieses Integrals, gerade so wie ein über (e) zu er- 
streckendes mit (Je) und (e) — also schliesslich mit Q — 
beliebig klein wird, und da andererseits f(x) einen ein- 
deutig bestimmten, von Q unabhängigen Werth hat, so kann 
man ohne weiteres das Integral über (Je) durch das ent- 
sprechende über (e) ersetzen und erhält somit an Stelle der 
Beziehung (1) jetzt für | x | <7 1 die folgende : 

(2) f(%) 
1 r 

2ni J t — x 
(+«) 

dt. 

und hieraus in der üblichen Weise: 

(3) 

wo : 

(% *)  

f(x) = x> A„  xv 

Sir 

A., 

2 7t 

{+! % :) 

2 711 

(+E) 
JÀ'fU (V=l,2,3,...) 

Dabei lassen sich diese Coefficienten Av noch in fol- 
gender Weise umformen. Bezeichnet man wieder mit (G) 
den oben definirten Integrationsweg, so hat man offenbar : 

2^iSf{t)'r ''dt = ° ("=1,2,3,...) 
(+C) 

oder, da man hier wieder genau wie oben den Integrations- 
weg (G) durch den Weg (E) ersetzen kann : 

(>-=1,2.3,...) 
(+70 0 

23 
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Durch Addition und Subtraction dieser letzten Gleichung 
lässt sich daher A„  in die doppelte Form setzen: 

(6) Ar = 

— f f (e’l') %  cos v » • d il  
71 J 

0 
2 71 (v = 1. 2, 3, . . .) 

—. J*f  (eVi) • sin ni ' dy 

und man erhält daher, wenn man x — r • e^‘ setzt und 
r C 1 annimmt, aus Gl. (3) die Entwickelung: 

23t 23t 

(7) f(r% � e^‘) + -XI’'»' 1 'JV( e?,‘)  -cosv(i]  — f))-d>]  
o 1 o 

Andererseits muss sich / (e^‘) in Folge der gemachten 
Voraussetzungen in eine mit eventuellem Ausschluss der ein- 
zigen Stelle l) — n. convergirende Fourier’sche Reihe ent- 
wickeln lassen, nämlich : 

2jr 2.T 

(8) = U/'(/% ’“)  % � dr, + 1 - cos r (v 0) - d,, 
n 71 ' n 

und da die Reihe (7) für r = 1 in diese letztere übergeht, 
so folgt, dass in dem hier betrachteten Falle die Potenzreihe 
f{x) = 2J AV X

V noch für x éH (mit eventuellem Ausschluss 

der Stelle x — a, d = a) convergirt und mit der Fourier’- 

schen Reihe für /(e^*) identisch ist. — 

II. Es sei jetzt f{x) für x — a noch absolut inte- 
grabel, wenn der Integrationsweg dem Aeusseren oder 
der Peripherie des Einheitskreises angehört. 

Für das Gebiet 1 <! | x j <7 H existirt alsdann nach dem 
Laurent’schen Satze eine Entwickelung von der Form: 
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+ 00 CD CO 

(9) f(x) = A„  xv = Av x
v + £ a-", 

œ o I 

wobei die Reihe der positiven Potenzen (welche sich auf 
die Constante A0 reducirt, wenn f\x) überhaupt keine wei- 
tere singuläre Stelle ausser x — a besitzt) für | x | R, also 
insbesondere noch für \x\ = 1 absolut convergirt. Setzt man 
also GL (9) in die Form: 

(10) 
CO CO 

X> A_v x~v = f (x) — £> Ar x
v 

1 o 

so folgt mit Hülfe der Substitution x = - aus dem Ergeb- 

nisse des Falles I ohne weiteres, dass '£iA_vx~1' noch auf 

dem Einheitspreise — mit eventuellem Ausschluss der Stelle 
x = a — convergiren muss. Das Gleiche gilt somit von 
der Gesammtreihe (9), woraus dann auch wiederum die 

+ CO , 

Identität von YjvAy e
vt>i mit der Fourier’sehen Reihe für 

— QO 

f (e^O sich ergiebt. 

Daraus kann man aber mit Hilfe der in § 2 angestellten 
Betrachtung weiter schliessen, dass die im Innern des Ein- 
heitspreises geltende Entwickelung von f (x) nach positiven 
Potenzen von x auf dem Einheitspreise divergiren muss. 

Um die Beschaffenheit dieser letzteren Reihe und ihre 

Beziehung zu der Fourier’sehen Entwickelung von f (e&i ) 
genauer festzustellen, hat man auch hier wiederum für 
J x I < 1 — Q zunächst : 

(11) /' («) 
1 r f  00 

2 ni} t — x 
(+0) 

• dt 

(wo Q und (C) die in I angegebene Bedeutung haben). Be- 
zeichnet man sodann mit (k‘) das ausserhalb des Einheits- 
preises verlaufende Bogenstück des kleinen Kreises um a, so 
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kann hier offenbar das über den aus (e) und (7c') zusammen- 

>=J 
m 
t — x 

• (l t gesetzten, geschlossenen Weg erstreckte Integral: 

durch Verkleinerung von Q beliebig klein gemacht werden, 
muss also, da es einen von Q unabhängigen, bestimmten 
Werth besitzt, gleich Null sein. Ad dirt man dieses Inte- 
gral zu dem in Gl. (11), so ergiebt sich: 

(15 f w = érJ 
m 

2ni'J t — x 
(+*) 

% dt % � i-.f  
Ï7ZIJ 

fit) 
t — x 

• d t 

(+*)  

für IccI <1 1 — o, bezw. für \x\ < 1, wenn man schliesslich Q 

unendlich klein werden lässt. 
Um zunächst das zweite Integral auszuwerthen, hat man: 

1 _ _ i J_ 

t — x 
_ “ (t — a)v~1 

x—a i_ t — a j [x — a)v 

x - a 
und daher: 

(13) (+*) (+A-) 
dt 

(+A) 
CJU 

= £»C_r(*-fl)J’. 

Die rechte Seite lässt sich in eine für ,x\<.\a \ d. h. 
für I x [ <C 1 convergirende Reihe nach positiven Potenzen 
von x entwickeln, so dass sich ergiebt: 

(14) 

wo : 

(15) 

2-1 
l ni J '{§x-dl - 

(+*)  

— S* (— 1Y'- (% + v — 
1 

Ferner hat man für x <1: 

i),-C- CÏ -(»+!') 

(16) Vf  
inij  

m 
t — x 

dt — B'v x
v 

(+A) 
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wo : 

(17) 

ß‘ 1 ÇtSÉl.fn 
0 2 ni J t 

(+E) 

2.T 

ISüri 
O 
2 n 

+E 

Hiernach liefert Gl. (12) für x <1 die folgende Ent- 
wickelung : 

(18) f{x) = Sr B‘ v x
v + X> O-v (x — a)-v 

0 1 
CO 

= Sv {B\, + Bv) • 
o 

deren zweiter Theil, wie die Form der Coefficienten C-v 

(s. Gl. (13)) lehrt, die Gesammtheit derjenigen Bestand- 
teile enthält, welche die Stelle a zu einer (wesentlich) sin- 
gulären machen: es sind nämlich die Coefficienten C-v 
genau diejenigen, welche man als Coefficienten der negativen 
Potenzen von x — a erhalten würde, wenn man fix) in der 
Umgebung der Stelle x — a nach dem Laurent’schen Satze 
entwickelt. Hieraus folgt aber, dass die Reihe: 

Op GO 

Sr B'v x
v = fix) — S’’  C-v (x — a)-v 

0 1 
noch für x = a, also schliesslich auf dem ganzen Einheits- 
kreise sich regulär verhält. Sie besitzt somit einen Con- 
vergenzradius, der grösser als 1 sein muss (nämlich den 
Convergenzradius B1)), so dass sie insbesondere für \x\=l  

') Dabei ist E = CD, wenn f (%) keine weiteren singulären Stel- 
len im Endlichen besitzt ; und falls auch die Stelle x = co keine 
singuläre ist, so reducirt sich jene Reihe auf das constante Anfangsglied : 

00 j, 

K = •(-«)-' 
1 

= f(o)~B0. 



352 Sitzung der math.-phys. Classe vom 2. November 1895. 

noch absolut convergirt. Da aber die Gesammt-Entwicke- 
lung von f(x) nach positiven Potenzen von x, wie oben be- 
merkt, für |*|=1 divergirt, so erkennt man, dass diese 
Divergenz ausschliesslich von jenem zweiten Bestandtheile 

S* B„  xv herrührt, 
o 

Es lässt sich aber auch genau angeben, welche con- 

vergente Entwickelung für x = e"1 an die Stelle jenes 

divergenten Bestandtheils tritt, dergestalt dass für f(eP‘) 
schliesslich eine convergente trigonometrische — nämlich 
die Fourier’sche — Reihe zu Stande kommt. 

Hierzu bemerke man, dass die Coefficienten B'v zwar in 
(17) zunächst genau in derselben Integralform erscheinen, 
wie die A,, im Falle I (s. Gl. (4)): aber es ist a priori 
klar, dass sie nicht, wie jene, mit den Fourier’schen Ent- 

wickelungs-Coefficienten von f (é°‘) identisch sein können. 
Um den Zusammenhang mit diesen letzteren aufzuklären, 
hat man die Beziehung : 

A-Jr(0-r->-Ä< = o 
(+0 

wofür man wiederum, analog wie oben, schreiben kann : 

0 = èi jVw  
(+*) (+*) 

(19) = J /'(e"‘ ) ‘ eVni ' dv - D”  o 
wo : 

Bv = 2^  j7(0 • tv~1 • dt = ~j(a + {t—a))v-l-f(t)-dt 

(-HR (+JT) 

= (v— l)x-iu)y-~l •/'(t) • dt 
1 w 
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(20) 
V 

Durch Addition bezw. Subtraction von GI. (17) und (19) 
folgt alsdann : 

(21 ) K = 

1 J*• cos v i]  % � (h] — By 

‘) • sin vr\ - ch] + 

in 

1 f 

so dass die Entwickelung (18) für x — r • <Pl und r <7 1 
sich folgendermaassen schreiben lässt: 

% in in 

(22) f{rel>i ) ~ Pf(ev<)-dr]-j-~'^ lvrr. f(e^‘)-cosv(r] — i))-dr]  

o 1 o 

£> Dv rv e- v0i + B„  rv % � evê\ 
1 o 

Da andererseits : 

2-T ̂ 2  ̂

(23) /(e0i) ~ J*/'(e,;i) • (??/ + ^ ^-'r J"/ (e^O • cos v (?; —19) • di]  
o o 

und in Gl. (22) für r — 1 alles mit Ausnahme des letzten 
Bestandtheils convergent bleibt, so folgt: 

(24) lim Bv r
v ev^‘j  == D e~v&i , 

r=1 I o f 1 v 

womit die gesuchte Grenz-Entwickelung von ^jB^x1' für 

x = e0, gefunden ist. 
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§ 4. 
I. Setzt man jetzt: 

(1) t\(x) = ßX~1 = e % � ex~] , 

so erfüllt offenbar die einzige singuläre Stelle x — 1 dieser 
Function die im Art. I des vorigen Paragraphen eingeführten 
Bedingungen. Man hat nämlich, um das Verhalten von 
f1 (x) in der Nähe der Stelle x = 1 zu erkennen : 

i+i  
(2) /i(l  + f + v*) = c W 

also : t 

(3) |/j(l + = e1 + W. 

Gehört nun die Stelle x — 1 -j- | -j- i/i noch dem In- 
nern des Einheitskreises an, so ist | wesentlich negativ 
und daher — was auch i] bedeuten möge —% � stets : 

fl  O) ! < e. 
Gehört hingegen x der Peripherie des Einheitskreises 

an, so möge gesetzt werden x -- e®', also : 

x -j- 1 
lji(  i — \0i\ U)i i) 

= e \e -f e ) — 2 e • cos — 

I bi / -j 0i —\0i \ : 0i ' i) 
e \e —e ) — 2 ie • sin — 

und : 

x — 1 

x_ = 1 1 »-fl 
x — 1 _ 2 + 2 ' x— 1 

1 !.. t) 
2 2 1 ’ C0t 2 

folglich : 

(4) 

*) Der Factor c ist nur hinzugefügt, um einen möglichst ein- 
fachen Ausdruck für die Entwicklungs-Coefficienten zu erhalten 
(s. Gl. (9)). 
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IT?. 

so dass also in diesem Falle j fx (x) j = e" wird — auch in 
beliebiger Nähe der Stelle % & = 0 d. h. x= 1. 

Es muss daher nach Art. I des vorigen Paragraphen 
die zunächst für | x j < 1 geltende Entwickelung: 

(5) f\ (x) = X> Av x
v 

o 

noch für \x \ = 1 — mit eventuellem Ausschlüsse der Stelle 
x = 1 — convergiren, d. h. es gilt die Entwickelung: 

(6) f\ (c'J‘) = e~ -‘'cot2 = XA A„  (eos v& -f- i • sin vd) 
o 

für 0 < ?? < 2JT, und dieselbe ist mit der Fourier’sehen 

Reihe für f \ (e^‘) identisch. 
Daraus folgt dann noch insbesondere, dass die Reihe für 

ß = 0 divergirt. 
Was die Coefficienten Av betrifft, so findet man aus: 

1 

e • cx~l = e %  X> (— Vf - —,(1 — x)-* 
o 

= e(l + %{-lf.^{y--srv-l)vx
v) 

V 1 X. o 

unmittelbar für v 1 : 

(7) Av = e-t-(-lf-1
r(y. + v- 1),. 

1 x- 

= e • Ë* (-lf  ' ~ (* + v - 1)^ (v = 1, 2, 3,.... ) 
1 

und speciell: A0 = S* (-1)' 1. Man kann aber 
o 

auch die hier in Form unendlicher Reihen erscheinenden 
Grössen Av mit Hülfe der Mac Lau rin’sehen Entwickelung 
in geschlossener Form darstellen. 
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Man findet auf diese Weise: 

Mo = A (0) = 1 
und für r > 1 : 

A 
" v! '< U W V /,=0 ?’A^Lyy,/= — )* 

Nun ist allgemein : 

1 1V 1 ,+l (P'fü'-'-vWi) 

i& 1 v! (fCV chf 

1 r (v - 11 / 
= (-!)"•  r,  • yr+1 • f- ”,  • (T7^ï^/  • r- 1 • 7,(x) (y) 

(8) = (- i)”-  i, • (v -1 • ^(y) 

und daher: 

dv py v [ 
« % � -üv = ( D” • e’+" • ^ -, • (”  - /+*• 

v! dO 

also schliesslich : 

(9) Ar = 

II. Die Function : 

1 

i  “”-r  ’(v-l)*.,.  

(10) /2 (x) — e x = e • e x 

welche zu der eben betrachteten in der zwiefachen Be- 
ziehung steht: 

HD ft («) 
b(i) 

A 0*0 
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genügt, wie leicht zu sehen, den in Art. TI des vorigen 
Paragraphen statuirten Bedingungen. Da nämlich: 

so wächst dieser absolute Betrag über alle Grenzen, falls 
\tj\<k- jf| (k eine endliche positive Zahl) und £ negativ, 
numerisch sehr klein genommen wird, also wenn x auf irgend 
einer geraden Linie aus dem Innern des Einheitskreises sich 
der Stelle 1 nähert. Da im übrigen |/2(a:)[, wie die erste 
der Beziehungen (11) lehrt, für Stellen ausserhalb oder 
auf der Peripherie des Einheitskreises auch in beliebiger 
Nähe der Stelle x — 1 stets unter einer endlichen Grenze 
bleibt, so folgt aus Art. II des vorigen Paragraphen, dass 
die für \x < 1 geltende Potenz-Entwickelung von f 2(x) für 

x — 1 divergiren muss, während andererseits f 2 (e^‘) durch 
eine convergente trigonometrische Reihe mit ganz neuen 
Coefficienten darstellbar ist. Um diese letztere zu finden, 
kann man ohne weiteres die Formel (24) des vorigen Para- 
graphen anwenden. Man hat — unter Beibehaltung der dort 
angewendeten Bezeichnungen : 

£-»?% ' 

(12) 

also : 

(13) M 1 + £ + »?b>! = r - 

C_„ = (- lf  
1 

also : 

und daher (nach § 3, Gl. (20)) : 
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so dass jene 61. (24) hier lauten würde: 

I OO j 00 

(14) lim \—vBvr
vev^'\ = —vA e~r^i. 

r=l I o ) 1 

Beachtet man jetzt noch, dass die in § 3 mit B‘ r be- 
zeichneten Grössen für v 1 sämmtlich Null sind (da f2 (x) 
keine singuläre Stelle ausser x — 1 besitzt) und dass (§ 3, 
F ussnote) : 

B'o = U (0) - SA = e - (e- 1) = 1 = A0, 
i 1 • 

so kann man GL (14) mit Hinzufügung des Gliedes B'0 fol- 
gendermaassen schreiben : 

n 00 

( 15) f2 (e^O = Av (cos vfi — i • sin v ?9), 
o 

ein Resultat, dessen Richtigkeit man mit Hülfe der Glei- 
chungen (11) und (6) sofort verificiren kann. 

Es scheint mir auch nicht ohne Interesse, die aus den 
allgemeinen Ergebnissen des vorigen Paragraphen hergeleitete 
Divergenz der Potenz-Entwickelung von f2(x) für \%\ = 1 
nachträglich noch durch die Rechnung direct zu bestätigen. 

Es werde gesetzt für |a;j<l: 
l 

(IG) U O) = e1_x= 2<’Bvx’'  
o 

(wobei also jetzt das im allgemeinen Falle und oben mit 
J50-j- B0 bezeichnete constante Glied der Einfachheit halber 
mit B0 bezeichnet ist). 

Alsdann hat man Bn = /2 (0) = e und für v 1 zu- 
nächst : 
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also mit Benützung von 61. (8) : 

1 cV e y. 1 

schliesslich : 

(17) 

Da hiernach : 

(- 1 )’• 2? ( -1 r • -, (v - 1)Ä_1- /+*  

n, = e-iA(V 

JB > e 0+^), 

so wird mit v = ca auch lim V>v = co , was dann nothwen- 
dig die Divergenz von Bvx

v für \x\ = \ zur Folge hat. 

III. Die soeben betrachtete trigonometrische Reihe für 
/2 (e^') convergirte mit Ausschluss der einen Stelle D = 0. 
Man kann indessen aus den Ausdrücken f\ (a:), f2 (x) leicht 
neue bilden, deren trigonometrische Entwickelung auf dem 
Einheitskreise ausnahmslos convergirt, während die be- 
treffende Potenzreihe dort divergirt. 

Setzt man zunächst: 

A3) f3 (x) = /;(*)— u (*)  

’ I 1 ?+l 
2 x—1 = e (e — e 2 x—1 , 

o % � 2 • / 1 ^ 4~ 1\ 
2*-e 

so wird die für a;| < 1 geltende Potenzreihe: 

(19) /3 (a) = %• (Av - RJ • xv 

o 

wiederum für æ = e!)‘ divergiren. Dagegen wird die Reihe: 

(20) /3(^‘) = 2 / J.,, • sin v 0 
1 



360 Sitzung der math.-phys. Clause com 2. November 1895. 

jetzt auch noch für # = 0, also ausnahmslos conver- 
giren. Sie convertirt freilich in der Nähe der Stelle •/> = 0 
ungleichmässig — wegen der unendlich vielen Maxima 

und Minima, welche f3 (e^*) daselbst besitzt. 

Indessen auch diese Eigenschaft lässt sich noch besei- 
tigen. Ich setze : 

(21) F1 (x) = (x — 1) • /j (z) 

so hat man für \x\ < 1 nach Gl. (5): 

(22) Ft (z) = (x — 1) • JS1’ A,. xr 

o 
GO 

= - A0 + (Av — Av+l) x
r+'  

und nach § 3, Art. I für 0 < •& < 2 n : 

„ d \ - j  ' (ÿ —cot v) 
(23) F1 (e?‘) = 2i %  sin - • e2 “ V 

- -A0 + ^r (Av - A ) 
(r+l  )9i 

e 

Diese Reihe convergirt aber auch noch für /> = 0 — 
nämlich gegen den Werth Null (da in Folge der bewiesenen 

Convergenz von N A ; e
v >i offenbar lim A = 0 sein muss). 

V— CO 1 

Sie convei’girt somit ausnahmslos und, da sie mit der 

Fourier’sehen Reihe für die stetige Function Fx{rr')  
identisch ist, auch durchweg gleichmässig. 

Betrachtet man nun ferner die Function: 

(24) F2(X) = (x — 1) % � /, (x) 

so wird für x\ <( 1 : 

(25) F2 (X) = (*-  1) 2*li vx
v - Jv(#„ B ) % � xv+>  

. 0 0 
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und diese Reihe muss wiederum nach § 3, Art. TI für x — e°‘ 
divergiren (da ja der Charakter der singulären Stelle 
x — 1 durch den Factor (x—1) keine wesentliche Ver- 
änderung erleidet). 

Andererseits hat man aber für \x \ > 1 nach Gl. (11) 
und (5) : 

F2 0) = O — !) % � fi (“)  
CO 

= (x — 1) • Av x~r 

o 

(26) = A0 x - Jr (Av - Av+l) % � x-v 

0 

und da nach § 3, Art. I diese Reihe noch für x = e^‘ im 
allgemeinen eonvergiren muss : 

(27) r, (e^O = A0 Cdi — (Ar - Ar+l ) % � e~v&i . 
o 

Die Vergleichung mit der Reihe (23) zeigt dann aber 
ohne weiteres, dass auch diese Reihe ausnahmslos und 
durchweg gleichmässig eonvergiren muss. 

Hieraus erkennt man also, dass selbst in dem Falle, wo 
die Randfunction in eine ausnahmslos gleichmässig 
convergirende trigonometrische Reihe entwickelt werden kann, 
man noch keineswegs ohne weiteres auf die Convergenz der 
im Innern geltenden Potenzreihe für die Stellen des Oon- 
vergenzkreises schliessen darf. 

Während das Charakteristische der in Art. II und III  
des vorigen Paragraphen betrachteten Beispiele darin bestand, 
dass die betreffenden Potenzreihen auf dem Convergenz- 
kreise divergiren, obschon die zugehörige Randfunction 
durch eine convergente Fourier’sche Reihe darstellbar 

1895. Matli.-phys. CI. .1. 24 
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ist, will  ich jetzt, wie in § 1 angekiindigt wurde, ein Bei- 
spiel einer Potenzreihe geben, welche nachweislich auf dem 
Convergenzkreise (mit Ausschluss einer einzigen Stelle) noch 
convergirt, wohingegen die Existenz einer „eigentlichen“ 
Fourier’sche Reihe, d. h. einer solchen mit schlechthin 
convergenten Integral-Coefficienten (vgl. § 1) nach der Natur 
der dargestellten Function definitiv ausgeschlossen erscheint. 

Ich setze : 

(1) /(*)'  = (x— 1) lg (1 —x) 
also für \x \ < 1 : 

xv 

(2) 

und daher: 

1\x) 
CD 

A — _£v CL. x>' 
cp ,,.v ’ 

>> _ o 
o r+1 

P) S» (-j:-, + 7 + • % � % � + 
ajf  + - 

CD 
X 

0 

so dass sich zur Bestimmung der Coefficienten a,, die Re- 
cursionsformel ergiebt : 

(4) r + 1 
(r = 0,1, 

und hieraus speciell : 

(5) «o = 1. 

Ich zeige nun, dass die Coefficienten av sämmtlich po- 
sitiv sind, mit wachsendem Index v beständig abnehmen 
und für. v = GO gegen Null convergiren. 

Schreibt man in Gl. (2) (v — 1) statt v, also : 

’’-i  a 
(6) v- —• = 1, 

o 

und setzt Gl. (4) in die Form: 
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v-\ 

V*  
(n 0 v+l-x 

KO folgt durch Subtraction : 

1. 

(8) 
V—l 

2* 
0 (v — *) (v f 1 — *0 

Hieraus ergiebt sich, dass av > 0 ist, wenn das gleiche 
von crn. flj,  . . . a(/_, gilt. Da aber ffl 0 = 1, so folgt in der 
That allgemein: a,, > 0. 

Schreibt man ferner die Gleichungen (4-) und (6) fol- 
gendermaassen : 

1 >' 

(9) 

 4-     = 1 
v + 1 1 7 V + 1 - *  

'S* - 1, 
1 >' + 1 — : 

so folgt wiederum durch Subtraction und Multiplication 
mit v —1 : 

(10) 
v a.. , 

(H- 1)^- x —- = L 

! V-j-l—X 

Setzt man hier r — 1 für r, also : 

(11) v % � 2* = 1 

und subtrahirt diese Gleichung von der vorigen, so kommt: 

oder anders geschrieben : 

1 *(«*_,-<) 

^ a'v-i °v 7" (v - x) (r + 1 — x)’  

d. h. av_j — ff,, ist sicher positiv, falls alle vorangehenden 
Differenzen es sind. Da aber ans Gl. (10) für v = 1 : 

24*  
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ao ~ ®i = o sich ergiebt, so folgt wiederum, dass allgemein: 
LJ 

av_ j — ar > 0 sein muss. 

Da hiernach die positiven Grössen av mit wachsendem v 
beständig abnehmen, so besitzen sie für v = oo einen be- 
stimmten Grenzwerth. Dieser muss aber Null sein, da an- 
dernfalls die linke Seite der Recursionsformel (4) wegen der 
Divergenz der harmonischen Reihe mit v in’s Unendliche 
wachsen würde. 

Aus den eben nachgewiesenen Eigenschaften der Coeffi- 
cienten av folgt aber bekanntlich die gleichmässige Con- 
vergenz der Reihen ^Ear cosr#, ATav sin vD, mit even- 
tuellem Ausschlüsse der Stelle # = 0, also schliesslich die 
gleichmässige Convergenz von J£avx

v für x — mit 
eventuellem Ausschlüsse der Stelle x = 1. Hier divergirt 
in der That die betrachtete Reihe, wie sich daraus ergiebt, 
dass lim f(x) — -j- co wird, wenn x auf dem Radius der 

X= 1 

Stelle 1 zustrebt. 
Andererseits erkennt man ohne weiteres, dass f(x) als 

Function von x in der Nähe der Stelle x = 1 nicht 
integrabel ist, da sie für x = 1 so unendlich wird, wie 
dlc/lgil-x) T1 , , , ,o.. , „  
 : . Es muss dann aber auch f (eu‘) als function 

CI X 

von i? an der Stelle $ = 0 die Integrabilität verlieren, da 

(e^‘ — 1) = 2 i % � e‘2 0> • sin ~ für d — 0 gerade so von der 
Ci 

ersten Ordnung verschwindet, wrie (x — 1) für x — 1. Hier- 
aus folgt dann aber, dass die Integral - Coefficienten der 
Fourier’sch en Reihe im „eigentlichen“ Sinne divergent 
wmrden müssen: die betreffende Reihe ist also eine „un- 
eigentliche“ Fourier’sche Reihe in dem oben (§ 1) näher 
definirten Sinne. 


