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Die 7-Systeme von Kegelschnitten, welche durch
die Beriihrungspunkte der Doppeltangenten einer
ebenen Curve 4. Ordnung gehen.

Von M. Nother in Erlangen.

(Eingelaufen 9. Februar.)

Fiir die 315 Kegelschnitte, welche eine Carve 4. Ord-
nung in den Berithrungspunkten von vier ihrer Doppel-
tangenten treffen, hat O. Hesse zuerst angegeben (Crelle’s
Journ., Bd. 40), dass man aus ihnen 7-Systeme bilden kann,
die je durch die Berithrangspunkte aller 28 Doppeltangenten
hindurchgehen.  Auf die von ihm (Cr. J. 49) gestellte Frage
nach allen derartigen 7-Systemen bin ich in DBd. 15 der
Mathem. Annalen') so weit eingegangen, dass ich einmal
135 irveductible 7-Systeme mit ,Tripeleigenschaft® nachwies,
sodann 315.24 uneigentliche Systeme construirte, in welchen
je einer der Kegelschnitte ausgezeichnet war. Aus Anlass
der von der k. b. Akad. d. Wiss. demniichst erfolgenden
Herausgabe der gesammelten Abhandlungen Hesse's mochte
ich die Frage hier vollstindig beantworten.

1. Bezeichnungen und Beziehungen. Ich bediene
niich der Bezeichuung (¢k), wo ¢,k von 1,2,...8 gehen,
kz1, fiir die Doppeltangenten (,Dtgn.“) und der in dem ge-

1)  Ueber die Gleichungen achten Grades und ihr Auftreten
in der Theorie der Curven vierter Ordnung.®
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nannten Anfsatz, oder auch in Abhandl. d. bayer. Akad.
d. Wiss., Bd. 17,1) auseinandergesetzten Rechenregeln. Von
diesen iibrigens nur der folgenden: In einer Combination
o pty Ayl iy kg .. i, by, ist die Anordnung der Zahlen
gleichgiiltig und '/,\vei‘gl}ziche Zahlen heben sich gegenseitig
anf. Tst p gerade, so gelangt man, indem man {12... 8] 0
setzt, zu den 63 gleichberechtigten Steiner’schen Gruppen
(,St. Gr.*) [i k], [i klm]; fix ungerades g zu den 28 (i l)
und zu 36 unter einander gleichberechtigten (i % 1m) und
(12...8). Jede St. Gr. [a] lisst sich auf 6 Arten in Paare
der Art 7, k,. 1, %, zerlegen, und jede der zwolf entsprechen-
den Dtgn. (i k) heisst: ,in [a] enthalten. Zwei St. Gr. [a],
[6]) heissen ,syzygetisch® (Ausdruck von Frobenius), wenn
[4] sich gegen die beiden Dtgn. eines Paares von [«] gleich-
miissig verhiilt, d. h. Dbeide enthiilt oder beide nicht enthilt.
Drei syzygetische St. Gr. [a], [0], [ad] von der Combination
labalb] -0, mbgen ein ,Steiner’sches Tripel® heissen; sie
enthalten vier Dtgn. gemeinsam, deren Berithrungspunkie
auf einem Kegelschnitt & liegen; die 315 Kegelschnitte

R = 4,k igky - ighy - i, ky, wo fo kotsle kil 0
und die 315 Steiner'schen Tripel
Ui key tylesy [ key ighss Tk il [k, ighy)

entsprechen sich so eindeutig; zu jedem &
St. Gr. eines Tripels.

sgehiren®  drer

Die Beziehungen zwischen zwel Kegelschnitten & sind
von mir Math. Aun. 15 gegeben worden, ausfithrlicher von
Pascal,®) der auch die Bezichungen zwischen dreien der &
abgeleitet hat. Ich beniitze davon Folgendes:

1) ,Zur Theorie der Beriihrungscurven der ebenen Curve vierter
Ordnung.”

%) Rendiconti d. R. Accad. dei Lincei, 1692 Nr. 11, 12; 1893 Nr. 1.
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Zwei Kegelschnitte § und ®', welche lkeine Doppel-
tangente gemeinsam  haben, stehen in ,Beziehung erster
Art* (K, oder zweiter Art* (®8'), Je mnachdem die
beiden zn § und § gehdrigen St.’schen Tripel eine St. Gr.
gemeinsam  haben oder nicht. Zu einem & gibt es 18 &,
fiir welche (RR'), gilt, 144 &', fir welche (®8"), ist. Aus

dem ,Zerlegungsschema® eines &, nimlich aus

K 12.34-56 .78

[1284] == 13-24, 14.23, 57-68, 58.67
[1256] =— 15-26, 16-25, 387-48, 38.47
1278} == 17-28, 18.27, 35-46, 3645,

erhiilt man die X', fiir welche (K K'),, indem man zwel Paare
einer Horizontalreihe zusammenfasst, wie etwa 13.24.14.23;
und die K", fir welche (XK”),, indem man aus zwei der
drei Rethen je zwel 4L so heransnimmt, dass die Gesanmunt-
combination 0 ergibt, wie 13.14.37.47. Die 18 ersteren
K’ zerfallen dem zu Grande gelegten K gegeniiber in 9 Paare,
indem ein solches Paar K| K, eine Horvizontalreihe von K
erschipft; solche drei Kegelschnitte K, K, K, bilden ein
LTripel erster Art* (K K| K,),, dessen Glieder gleichartig
eingehen und alle derselben St. Gr. [¢] zugeordnet sind,
withrend umgekehrt eine St. Gr. [«] auf 15 verschiedene
Tripel der Art (KK, K,), fithrt. Von letzteren existiren 63-15.
Auch die 144 K" zerlegen sich K gegeniiber in 72 Paare,
der Art (K7 K7),, indem K jene 4 Dtgn. enthilt, welche
die 4 Dtgn. von K in den beiden ausgezeichueten St. Gr.
von K zu Paaren ergiinzen. Kinem Paar 2. Art (KK"),,
ist ein Kegelsehnitt K ,conjugivt*, fiir welchen (KK'),,
(K"K"), ist; derselbe kann dadurch erhalten werden, dass
man auns den beiden, gegen einander syzygetischen, St. Gr.
von K und X", von welchen die erstere keine Dtg. von K,
die zweite keine Dtg. von K enthiilt, die vier gemeinsamen
Dtgn. heransnimmt.
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Im obigen Beispiel bilden
K, K = 13.24.14 .23, K, = 57-68.58-67
ein Tripel erster Art;
K] = 13.14.37 - 47, K, = 24.23-48.38

sind zweiter Art gegen K und gegen K gepaart; durch K
und K" sind die St. Gr. [1278], [34] ausgezeichnet, welche
zu dem, zu (K K}), conjugirten X' = 35 - 36 - 45 - 46 fiihren.

2. Siebentripelsysteme. Ein solches System entsteht
ans K, indem man aus jeder der drei St. Gr. von K diesen
Kegelschnitt zu einem Tripel erster Art ergiinzt; aber so, dass
nur Bezichungen erster Art entstehien. Durch das erste Tripel
ist das Quadrupel der vier iibrigen Kegelschnitte schon be-

. . 6315 . : .
stimmt.  So gibt es - 7= 135 solcher Systeme, je 7
Tripel enthaltend.

Einem solchen System entspricht em Tripelsystem
von 7 Steiner’schen Gruppen und zwar je den Elementen
des einen Systems die Tripel des anderen (vergl. das System 5,
Math. Aun. 15, pag. 95).  Man erhiilt dasselbe einfach ans
drei syzygetischen St. Gr. [a]), [0], [¢], fiir welche [abc]
nicht — 0 ist, in

[a], [0), [c], lal], [ac], [be], [ade).

3. Eigentliche Siebensysteme zweiter Art. I
gibt 5! 36.8 eigentliche (irreductible) Systeme zweiter Art
von je 7 Kegelschnitten &, deren Glieder alle in Beziehung
zweiter Art zu einander stehen. Jedes solches System fiihnt
anf eine Galois’sche (also algebraisch losbare) Gleichang
7. Grades. Dieselben sind, je zn 120, den 36-8 Aronholl-
schen 7-Systemen von Dtgn. zugeordnet.
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Fin solches 7-8-System ist z. B.
K, = 12-34-56.78
K, =14.27.35-68, K,=15-36-47.28, K,=16-24.57-38,
K, = 13-25-67-48, K, = 26-37-45.18, K, = 17-23.46-58.

Um die Eigenschaft desselben zu erkennen, dass aus
irgend zwei der 7 Kegelschnitte die iibrigen sich eindeutig
ergeben, beachte man, dass, K gegeniiber, sich die iibrigen 6
in 3 Paare K, K;, K, K, K, K, orduen, derart, dass der
einem Paare (K, K), ,conjngirte* Kegelschnitt & mit K
(und nur mit K;) zwei Doppeltangenten gemein hat; ebenso
bez. (K, K;), und bez. (K, K,),. Dieselben sechs & ordnen sich,
K, gegeniiber, auch in zwei Cyklen 2. Ordnung, K, K, K,
wd K, K, K;; insofern wan von (K K), auf K,, von
(K, I,), auf K, von (K, K,), auf K, und ecbenso von
(K, K;), aut K, von (K, K,), anf K, von (K, K,), auf K;
kommt, genau so wie vorher von (K, K;), auf K, Und
analog ist es, wenn man, statt von K, von einem der iibrigen
sechs & ausgeht.

Die Gleichung 7. Grades, welche dem 7-Systeme ent-
spricht, hat also fiir die Indices i der 7 Kegelschnitte die
metacykhische Substitutionsgrappe

[izO,l,...Gl

(i pi- a), l;i(l),rl),g]

mod. 7.

Ferner ist fiir das obige System in K, die Dtg. (78) vor
den iibrigen dreien insofern ansgezeichnet, als in den 3 Kegel-
schnitten &, R, 8,;, welche je den obigen drei Paaren
(K, Ky, (K, K,),, (K, K,), conjugirt sind, jedesmal die
Dtg. (78), aber nur je eine der drei iibrigen Dtgn. von K, vor-
kommt; und auch dadurch, dass, wenn man die 6 Kegelschnitte
K, ... K; auf andere Weise paarweise zusammennimmt und

Jedesmal den conjugirten & aufstellt, (78) niemals, die ibrigen
1895, Math.-phys. CL. 1. 7
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drei Dtgn. von K, aber je zweimal vorkommen. Auf diese
Weise ist in dem obigen System das hervorgehobene Aron-
hold’sche 7-System von Dtgn. ausgezeichnet, das, combinirt,
(12345678) liefert.

Zugleich folgt, dass mittelst des Siebenkegelschnittsystems
die 28 Dtgn. alle eindeutig bestimmt sind. Und da die
Gleichung fiir diese Dtgn. eine Gruppe von 8! 36 Substi-
tutionen besitzt, das 7-R-System aber eine solche von 7.0
Substitutionen, so existiren 5! 36-8 der genannten 7-Systenie,
Man erhiilt dieselben simmtlich aus dem obigen speciellen,
indem man etwa erst auf die Doppeltangentenindices 1,2,...5
alle 120 Vertauschungen ausiibt, was das zugehorige Aron-
hold’sche 7-System nicht idndert, und indem man dann noch
diejenigen Substitutionen vornimmt, welche letzteres System
in die 36 -8 Aronhold’schen 7-Systeme tiberzufithren erlauben.

4. Uneigentliche Siebensysteme.

a) Man ergiinzt, wie in Nr. 2, I aus jeder der drei St. Gr.
von K zu einem Tripel erster Art; aber so, dass die dvei
Paare 4, A,, B, B,, C, C, gegenseitig in Bezichung zweiter
Art stehen; z. B.

K=12.34.56.78, 4, = 13.24.57.68, 4, = 14-23-58-67,
B, -26.16-25, B, = 37-48-38-47,
C,=17-28.36-45, C,=18.27-35-44.

I

In diesem System ist K ausgezeichnet. Hs gibt 315.6 der-
artige Systeme.

b) Man verfihrt wie in a), nur dass zwel der drei
Paare gegen einander in Beziehung erster Art, gegen das
dritte in Beziehung zweiter Art stehen. So erhilt man aus
dem System a) ein System b), wenn man nur B, B, erseizt
durch

B, = 15-26-37.48, B, =16-25.38.47.
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Anch in diesem System ist K ausgezeichnet, und es gibt
315.18 derartige Systeme.

In a) und b) zusammen hat man die in Math. Ann. 15
angegebenen 31524 uneigentlichen Systeme.

¢) Zu K vimmt man drei Paare erster Art, die aber
alle gegeniiber K in Beziehung zweiter Art stehen. Dieselben
stehen dann auch gegenseitig in Beziehung zweiter Art; so
dass K wiedernm ausgezeichnet auftritt; z. B.

K= 12.34.56.78, A, == 13-57-26-48, A4, == 15-37.24.68
B, =16-88-27-45, B, = 18-36-25. 47,
C, = 14-67-28.85, (, = 17-46-23.58.

Von dieser Art gibt es 315-192 Systeme; und zu ihnen
gehdrt auch das von Hesse, Cr. J. 49, angefiihrte.

d) Zu K nimmt man ein Paar 4, 4,, das mit K ein
Tripel erster Art bildet; ferner B, B,, die K gegeniiber in
Beziehung zweiter Art und gepaart stehen, und welche zu-
gleich mit 4, 4, in Beziehung 2. Art sind; endlich die C, C,,
welche noch in Beziehung erster Art (nicht gepaart) zu K
stehen; z. B.

K ==12-34.56-78, 4, = 13:24.57.68, A, = 14.23.58.67,
Dy =15-16-35-36, B, =25-26-45-46,
(J =37.38-47.-48, C,=17-18.27.28.

Auch hierbei ist K ausgezeichnet; und es gibt 315144 der-
artige Systeme.

) Zu einem Tripel erster Art (K4,4,), nimmt man
eines der am Avnfange von Nr. 2 erwiihnten Quadrupel
(BB, C,C,),, das aber nicht, wie dort, zu (K4, 4,), gehort,
sondern durchaus mit diesem in Benehun" zweiter Art stehe;
wie etwa:

K =12-34-56-78, A4, = 13-24.57-68, 4, = 14-23-
B1 = 15-38-27-46, B =18-35-2
C, =16-37-28.45, C, =17
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Jedem Tripel zugeordnet, hat man hier 8 Quadrupel;
da in dem System ein Tripel erster Art ausgezeichnet ist,
so gibt es 63-15-8 derartige Systeme.

Die bezeichneten Systeme erschopfen alle existirenden
Siebenkegelschnittsysteme, wie man, von dem Zerlegungs-
schema von K ausgehend, leicht beweist.



