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Elementare Theorie der unendlichen Doppelreihen. 

Während die elementare Theorie der einfach-unend- 

lichen Reihen wohl im wesentlichen als abgeschlossen gelten 
darf, so scheint mir diejenige der unendlichen Doppel- 
reihen in verschiedener Beziehung der Vervollkommnung nicht 

nur bedürftig, sondern thatsächlieh auch fähig zu sein. Im 
Folgenden mache ich den Versuch, auf der Grundlage einiger 

einfacher Sätze über die Grenzvverthe zweifach-unend- 
licher Zahlenfolgen, eine solche Theorie in möglichst ein- 
heitlicher und übersichtlicher Weise aufzuhauen. Jene Hülfs- 
siitze, die im wesentlichen von den möglichen Beziehungen 
zwischen Grenzwerthen von der Form: 

handeln, mögen wohl allgemein bekannt sein: da sie mir in- 
dessen in der hier gewählten einfachen Formulirung und Be- 

gründung nirgends begegnet sind, so schien es mir zweck- 

mässig, dieselben zunächst vollständig zu entwickeln (§ 1, 
Art. 2—5). Daraus ergeben sich dann in sehr anschaulicher 

Weise die verschiedenen Eventualitäten, die hei der Convergenz 
und Divergenz einer Doppelreihe eintreten können, in’s be- 

sondere jene scheinbaren Anomalien, die aus dem principiellen 

Unterschiede zwischen einer Doppelreihe einerseits und der 
aus ihren Zeilen bezw. Colonnen gebildeten Reihe an- 

dererseits hervorgehen : zugleich liefert der gewählte Ausgangs- 
punkt unmittelbar die Hülfsmittel, um das wirkliche Vorkom- 
men der als möglich erkannten Fälle durch concrete Beispiele 
zu belegen (§ 2). Im darauffolgenden Paragraphen werden die 

Von Alfred Pringsheim. 

(Eingelaufen 16. Februar.) 



102 Sitzung der math.-phys. Classe vom 6. Februar 1S07. 

Beziehungen untersucht, welche zwischen einer converteilten 
O 7 O 

Doppelreihe und der aus den Diagonal-Summen des be- 

treffenden zweifach-unendlichen Schema’s gebildeten einfachen 
Reihe bestehen. Der bei dieser Gelegenheit bewiesene Haupt- 
satz (§ 3, Art. 3) stellt eine merkliche Verallgemeinerung und 

Vervollständigung eines wichtigen, zuerst von Herrn Stolz1) 
bewiesenen Satzes dar. Dabei möchte ich einigen Werth darauf 
legen, dass der hier mitgetheilte Beweis lediglich eine ganz 

elementare Grenzwerth-Bestimmung erfordert, während der- 
jenige des Herrn Stolz auf Stetigke its-Betrachtungen und 

dem Begriffe der gleichmässigen Convergenz beruht. 
Es folgen nun zunächst die bekannten Sätze über abso- 

lut convergente Doppelreihen und deren unbedingte Con- 
vergenz (§4, Art. 1—4): sodann aber (Art. 5—7) wird der 

Satz, dass jede unbedingt convergente Doppelreihe auch ab- 

solut convergiren muss, wie icli glaube, zum ersten Male 
vollständig bewiesen.4) — Im letzten Paragraphen (tj 5) werden 
schliesslich verschiedene Methoden zur Herstellung allgemeiner 
Convergenz- und Divergenz-Kriterien für unendliche 
Doppelreihen discutirt und die als zweckmässig erkannten 

entsprechend verwerthet. Da mir in der Literatur, ausser einer 
ganz gelegentlichen kurzen Bemerkung des Herrn Tliomae3), 

b Ueber unendliche Doppelreihen. Mathem. Ann., lid. 24, 

S. 164, Art. 6. 
2) Herr Stolz hat in der oben citirten Abhandlung (a. a. 0. S. 168) 

den fraglichen Satz nur unter der Voraussetzung bewiesen, dass jede 

einzelne Zeile und Colonne convergirt. Es steht nun natürlich frei, 

eine unabhängig von der Anordnung der Glieder eonvergirende Doppel- 

reihe nur dann unbedingt convergent zu nennen, wenn sie von vorn- 

herein jene Eigenschaft besitzt. Allein dann Ideibt doch immer die 

Möglichkeit offen, dass eine convergente Doppelreihe mit diver- 

genten Zeilen oder Colonnen (die also eo ipso nicht absolut con- 

vergirt) in dem gewöhnlichen Sinne unbedingt convergiren könnte, 

d. h. dass die Summe der Doppelreihe bei jeder Umordnung des be- 

treffenden zweifach - unendlichen Schema’s den gleichen Werth behielte. 
3) Abriss einer Theorie der complexen Functionen und 

der Theta-Functionen einer Veränderlichen. 2. Aull. (1873). 

S. 70. Fussnote. 
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keinerlei Versuche nach dieser Richtung hin bekannt geworden 

sind, so dürften die hier mitgetheilten Betrachtungen in der 
Hauptsache als neu und nicht ganz überflüssig erscheinen.1) 

81. Ueber Grenzwerthe zweifach unendlicher Zahlenfolgen. 

1. Es sei eine zweifach unendliche Folge reeller Zahlen 

vorgelegt : 
«g» «f . . . «J°> . . . 

«{0 . . . «JO . . . 

so sagt man bekanntlich: die Zahlen uh'* besitzen für lim/i= x, 
lini)' = oo, oder, genauer bezeichnet, für unabhängig von 

einander in’s Unendliche wachsende ,u und v einen be- 
stimmten Grenzwerth «. in Zeichen: 

(2) lim «JO = «, 
U = 00, V = CD ■ 

wenn eine bestimmte Zahl « existirt, so dass : 

(3) I «, - «JO I <1 e für: ft > in. v 2> n : 

d. h. jeder (beliebig kleinen) positiven Zahl e müssen sich zwei 

natürliche Zahlen in. n so zuordnen lassen, dass Ungl. (8) befrie- 
digt wird. Hierzu ist nothwendig und hinreichend, dass: 

(8 a) ({!’■+“) — «,('') I < e 

für n > m\ v > n, Q = 0, 1, 2, . . .. o = 0, 1. 2, . . . (d. h. bei 

beliebig vorgeschriebenem e > 0 und passender Wahl 
von ni. ri). 

b Gleichzeitig mit der Correctur dieser Mittheilung erhalte ich 
einen Aufsatz des Herrn 0. Biermann „Ueber unendliche Doppelreihen 
und unendliche Doppelproductc“ (Monatshefte für Mathematik und Physik, 
VIH, p. 115 ff.), in welchem gleichfalls einige Convergenz-Kriterien für 
Doppelreihen aufgestellt werden. Dieselben sind indessen von geringerer 
Tragweite als die hier mitgetheilten. 
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Die Beziehung: 

(4) lim «M = co bezw. = — co 
II = 00, )' = co 

hat sodann die Bedeutung: Jeder (beliebig grossen) positiven 
Zahl Gr lassen sich zwei natürliche Zahlen m, n so zu- 

ordnen, dass : 

2. Man bemerke vor allem, dass durch die Existenz 

eines bestimmten endlichen lim «|0 diejenige von 

lim für endliche Werthe von v. bezw. diejenige von 

lim «jo für endliche Werthe von /t in keiner Weise prä- 

judicirt wird. Denn die definirenden Ungleichungen (3) ver- 

langen ja eine gewisse Eigenschaft lediglich von denjenigen 
Termen, hei denen beide Indices /,t. v gewisse Grenzen über- 

schreiten: mit anderen Worten, diejenigen «M, welche den 

ersten m Zeilen und n Colonnen des Schema’s (1) angehören, 
können hierbei völlig willkürlich gedacht werden, sie brau- 

chen z. B. nicht einmal numerisch unter einer endlichen Grenze 
zu bleiben. Aber noch mehr: es kann sogar lim a(v) end- 

lich und bestimmt ausfallen, obschon Ihn «(>0 für keinen 

einzigen bestimmten Werth von v, lim ab'1 für keinen 
o 7 fl 

einzigen bestimmten Werth von /x existirt. Beispiel: 

(5) «(O > Gr bezw. «M < — Gr für: /< > m, v > n. 

Hier wird offenbar : 

lim «jO = 0. 

also v ö 11 i g bestimmt, dagegen : 
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lim inf = 
II 

11= CD 

lim inf — 
)' = 00 

—, lim sup ^ für : v = 1, 2, 3. . . . 
vi' ,,. = J <l vi . . ’ 

in infinitum, 

lim sup a(0 = +für: /i = 1, 2, S, . . . 
^ v = co V in infinitum, 

d. h. jede einzelne Zeile bezw. Colonne besitzt zwei von einander 

verschiedene Unbestinmitlieitsgrenzen. Dabei gilt nun, wie 

dieses Beispiel schon vermuthen lässt, der folgende Satz: 

Ist: 

16) 

lim inf «W = lim sup = L, (v = 0, 1, 2, . . .). 
II = CD ft = CD 

lim inf «M = T, lim sup «W — Lj (/t = 0, 1, 2. . . ), 
V = CD ' V = CO 

so hat man stets: 

(7) 

lim / = lim L v y 
V = CD V = CO 

lim /' = lim L' 
II U 

U = CO ‘ II = CD ‘ 

lim ct(,i) /< 7 

= co, y = CD ‘ 

falls überhaupt ein endlicher oder bestimmt unend- 
licher lim a(,,) existirt. n 

fl = CO, )•= CD ‘ 

Beweis. Ist: lim «bj) = a (d. h. endlich), so existirt 
II — CO, 1’ — CO ‘ 

für jedes beliebig kleine positive e eine Beziehung von der Form: 

«b,) — « < e für : /c > m. v > ». 

In Folge dessen hat man auch: 

lim inf «[0 — a | < e, lim sup «b')— « | < g für: v 7> n, 
fl = c» a = co 

d. h. 
I lv — a < F, ' L,. — a I < e für : v > ». 

und somit schliesslich : 

lim /,. = lim L,, = u. 
V = CD V = CD 

Ist dagegen lim «<[) = -j- cc, so besteht für jedes he- 
fl — CO, V = 00 

liebig grosse positive G eine Beziehung von der Form: 
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tfM > (r bezw. cd’’' < — G für : u > in, v > n, 

und somit wird auch : 

r ! > G bezw. h ]< - G für: r>»„ 
1J,. ) JJ,, I 

d. li. schliesslich : 

lim /,. = lim L,, = -f- co bezw. = x. 
)■ = 30 V — CO 

Das analoge gilt dann offenbar für V. L'n — womit der 
oben ausgesprochene Satz bewiesen ist. 

3. Wird jetzt speciell 1 = L für v > n (bezw. V = JJ für 
/t > -ni), d. h. existirt für r > n ein endlicher oder bestimmt 

unendlicher lim ah) (bezw. für u > m ein endlicher oder be- 
It = CO 

stimmt unendlicher limed1’1), so nimmt der eben bewiesene 
r = ao 

Satz die folgende Form an : 

Existirt ein endlicher oder bestimmt unendlicher 
lim »w und ausserdem lim cd1') für v~>n, bezw. 

u — co, r = 33 n — 30 

lim ah’) für ji in. so ist: 
V—CO 

eg) lim /lim cdj'b = lim ed’0 bezw. lim /lim cd’b = lim «JO. 
y = j- \fl = 33 ' / fl — 33, l'Z CO ft — CO \V = CD ' / fl — X, V = 33 ‘ 

Demnach ergibt sich, dass die Existenz1) von: 

(9 ) lim «M, lim aj|'> (r > «), lim cd'l (/t > m) 
/f = co, r = 33 ‘ n — x r — co 

allemal diejenige von : 

(10) lim /lim cdO\, lim /lim cdj’>\ 
1' — co \/t = 03 ‘ / //, = x \j' = co ‘ / 

und zugleich die Beziehung: 

(11) lim /lim = lim /lim cd^l 

nach sich zieht. 

b In dem angegebenen weiteren Sinne, d. h. die betreffenden 
Grenzwerthe dürfen eventuell auch unendlich gross mit bestimmten 
Vorzeichen ausfallen. 
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Daraus folgt dann weiter, dass lim a(’'> sicher nicht 
II — 00, V — CO 

existiren kann, wenn die beiden Grenzwerthe (10) existiren und 
von einander verschieden ausfallen. 

(Beispiele : 

(12) fl« = -^r . 2 

■
!l fl -j- V 

fl 

fl + 1 

Man hat hier für jedes v = 1, 2, 3, . . . 

(18) lim a(,,) = 1, also auch: lim /lim ab'D — 1 : 
II = co ■ r ~ co \ii — co ' / 

dagegen für jedes « = 1, 2, 3, . . . 

(11) lim ab’) = 0, also auch : lim /lim a(0\ = 0. 
y — u = CD \i> = co ' / 

Bei keinem der genannten Beispiele kann also lim «10 
ft == co, r = x 

existiren, was sich im übrigen auch leicht verificiren lässt). 
Dagegen ist es keineswegs gestattet, aus der blossen 

Existenz der Beziehung (11) (welche allemal die Existenz 
von lim «W für v i> n, lim ab') für ,«.>//( implicite voraus- 

ft — CO v — CD 

setzt) auf diejenige von lim a|j'> zu schliessen. Selbst 
wenn : ■" = ” = ” 

lim fflM = a für jeden einzelnen Werth von v. 
ft = CD ' 

lim a[0 — a . . . . •,/-<• 
(15) 

so braucht darum keineswegs lim ob') = a zu sein (was 
ff = OO, V = CD ' 

nach dem Satze am Anfänge dieses Artikels nur dann der Fall 
sein müsste, wenn lim ob’) überhaupt existirt). 

ff — C/O, V — CD 

Man betrachte z. B. : 

(16) 

(17) 

ob') = - U = 0. 1.2.. 
1 -f- (//— r)2 \v — 0, 1, 2, . 

Hier wird : 

lim ob* = 0 für jeden einzelnen Werth von v. 
fl = 00 ' 

lim ob') — 0 
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während ein bestimmter lim «JO offenbar nicht vorhanden 
II — 00, V — CO 

ist, da (fi — i')* jede beliebige Zahl >0 vorstellen kann, wenn 
ji und v unabhängig von einander in’s Unendliche wachsen. 

Im übrigen besteht hier für jedes beliebige Werthepaar ,«, v 

die Beziehung : 

(18) 0<ra<O<l 

und daraus folgt, dass (dr) auch bei unendlich wachsenden 

Werthen von fi und v das endliche Intervall (0, 1) niemals 
verlassen kann. 

Ein ähnliches Verhalten zeigt der folgende Ausdruck: 

(19) 

für welchen : 

fl r 

fi
2 -f- r4 

fi = 1,2, 3. 

v = 1, 2, 3. 

(20) lim «10 = lim cd0 = 0, 
n — co ‘ v = co ‘ 

während lim «(,,) nicht existirt und im übrigen: U ° 
II — CO, )’ — co 

(21) o <«!;’> <-9- 

wird. 
Man könnte hiernach vermuthen, dass etwas analoges 

allemal stattfindet, wenn die Grenzwerthe lim a\0, lim cdO 
11 = co v = co 

für jedes einzelne (wenn auch noch so grosse) v bezw. fi 

existiren und unter einer festen Grenze bleiben. Diese 

Vermuthung wäre indessen irrig, wie das folgende Beispiel zeigt: 

(22) «(0 = 
1 + (ß — v)'- 

,■+1 fi = 0. 1.2,... 
r = 0. 1,2.... 

Auch hier wird : 

(23) lim a\0 = lim «w = () (für jedes einzelne v bezw. /i), 
fl = 00 ‘ V = 00 ‘ 

und andererseits : 

(24) «;o = 2-+1 

d. h. die Terme afO wachsen für /t = v gleichzeitig mit /i und 

v in’s Unendliche. 
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Ein Beispiel ähnlicher Art liefert der Ausdruck: 

(25) 
/i2 J'2 

fl3 -j- V
3 

/> = 0; 1, 2. . . A 
Vr = 0. 1, 2. . . .) 

4. Die im vorigen Artikel betrachteten Eventualitäten er- 
scheinen ausgeschlossen, falls die Terme «<0 sich monoton 
verhalten, cl. h. falls für jedes (,«, v) : 

(26) «(;'+") — aj''l > 0 bezw. <0 ^ 2 " " J’ 

Für solche monotone Zahlenfolgen gilt der Satz: 

Bleiben die [ a(r> j stets unter einer endlichen Zahl 
ff, so stellen die Ausdrücke: 

(27) 
lim (v = 0, 1.2... .). 
II — CO ' 

lim aM (ju = 0,1,2,...), 

(28) lim «M, 
/( “ 75, V — X 

durchweg bestimmte Zahlen vor, und es besteht die 
Beziehung: 

(29) lim «M - lim /lim = lim /lim «MV 
fl = Qo, v = co • r = co \/< — x / /i — co V1' — co 1 / 

Beweis. Es sei etwa die Zahlenfolge (f/r)) eine niemals 

abnehmende, so dass also durchweg’: O 

— ßW > 0. 
fi~YQ fi 

Alsdann liât man insbesondere : 

„M _„.(«•) >0 (v = 0. 1.2,.. .) 

«(■■+'') — «M >(| (u = 0. 1.2....) 

d. h. die einzelnen Zeilen und Colonnen des Schema’s (1) 

bilden gleichfalls niemals abnehmende und zwar einfach 

unendliche Zahlenfolgen. Daraus ergiebt sich zunächst, wegen 

|ß*0[<f/, nach einem bekannten Satze die Bestimmtheit der 
Grenzwerthe (27). 
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Wäre nun der Grenzwerth (28) nicht gleichfalls endlich 

und bestimmt, so müsste, wie gross auch ;i, v angenommen 
werden, zu dem Terme cd”) stets ein Term ab1+n) existiren. 
so dass 

«b’+'ü — ab) > a . 
i'+e û — 

wo a eine — möglicherweise sehr kleine — aber bestimmte 
positive Zahl bedeutet. Man könnte darnach aus der Folge 
(ab)) eine unbegrenzt fortsetzbare Folge von Termen: 
ab1), «,h+"i). . . . ab'+ny\ . . . herausheben, so dass 

I‘ + Si ß + Qy. 

ab1+ni) — ab) > a 
!‘+e 1 /' 

ab1-j*^) — ab'+ni) > ci 
fl-J-£o /t-f-'ll 

ab'+a*) — aF+ar.-\) > « 
l'+dy. i'+Oy-1 - 

und daher für jedes noch so grosse 

ab1+°y) — aF) > x ■ a d. h. ab'+fy) > a,v) y. • a. 

was der Voraussetzung widerspräche, dass durchweg: <r/. 

Es muss somit lim ab1) eine bestimmte Zahl sein. 
II — 00, V — 33 

Daraus folgt dann schliesslich mit Benützung des Satzes in 

Art. 3 (Gl. (8)) die Existenz der Grenzwerthe lim ( lim cAA. 

lim Aim flb'A und ihre UebereinStimmung mit lim ab). 
u zz x \r = co 1 / 11 — co, v — co 

Das analoge Resultat ergiebt sich ohne weiteres für eine 
O O 

niemals zunehmende Folge (ab)), wenn man beachtet, dass 
in diesem Falle die Folge (—ab)) eine niemals abnehmende 

und lim ( — ab)) = — lim (ab'>) ist. 

Als Corollar zu dem eben bewiesenen Satze kann man 
noch folgendes aussprechen : 

Ist die Folge («b'1) monoton, so zieht jede der drei 
Gleichungen : 

(30) lim ab) = A. lim Aim «b'>\ = A. lim Aim a'))\ = A 
11 z=z oo, v = 00 v — crj\ii = co / 11 = co \v = 00 / 

die beiden anderen nach sich. 
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Denn aus jeder dieser drei Gleichungen würde für jedes 

beliebige (//, v) folgen : 

at°> < a(‘ > < A. 
o =- /t — 

falls die rd1') niemals abnehmen; und: 

ag» > a« > G . 

falls die fflM niemals zunebmen. In jedem Falle müssen also 
die I r«.M I durchweg unter einer endlichen Zahl bleiben, so 
dass die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung aus 
dem unmittelbar zuvor bewiesenen Satze hervorgeht. 

Ferner ergiebt sich noch : 
Ist die Folge (rd’0) monoton und: 

lim flb'> = A 
V 

V — CD 

so hat man auch : 

lim rtW = yJ. n 
fi = ao, r = co 

Denn bedeutet w die grössere der beiden Zahlen /t. v. so 
hat man stets : 

«M < cd») < yl. 
,1t H 

Daraus folgt aber die Existenz eines endlichen lim cd1'* 
- fi 

und somit die Beziehung ,H = <»,r_a> 

(31) lim = lim rd'b 
x U V 

M = œ, r = oo ' v — CD 

5. Bleiben die absoluten Beträge einer monotonen 

Zahlenfolge («W) nicht unter einer festen Grenze, giebt es 
also zu jeder noch so grossen positiven Zahl G Werthepaare 

(/<■■ v), für welche | rdr> | > G. so können nur die folgenden 
zwei Fälle eintreten: 

Entweder die Folge (rd’l) ist eine niemals abnehmende. 
Dann müssen die r/M für hinlänglich grosse Werthe von /< 
und v durchweg positiv werden, so dass also geradezu 

«W > G. d. h. : 

lim cd|'* -J- = co . (32) 
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und, wie leicht zu sehen, auch : 

(33) lim /lim = lim /lim = -f- GO. 
)' = 00 \fl = CO ■ / fl — CO \J’ ” 00 * / 

Oder die Folge (cd’1') ist eine niemals zunehmende. 
Dann bilden wiederum die Terme (—(dr>) eine niemals ab- 
n e h m ende Folge, so dass zunächst : 

lim (— flW) = + co, 
il — co, r = co 

und daher schliesslich : 

(34) lim «(’'• ----- lim /lim a^\ = lim /lim a(*)\ — —co. 
n ~ CO, V — CD V = 00 \ll “ CO / /( = GO = co / 

Man kann dieses Resultat auch in folgender Form aussprechen: 

Ist die Folge (a(|,)) monoton, so zieht jede der drei 
Gleichungen (30) die beiden anderen nach sich, auch 
wenn A die Bedeutung von -f- co oder —co hat. 

§2. Unendliche Doppelreihen: Convergenz und Divergenz. 

Beziehungen zwischen einer Doppelreihe und der Reihe 

der Zeilen- bezw. Colonnen-Summen. 

1. Setzt man: 

(1) 

«<°> + nf) + . . . + «(f) 

+1(0) + «(D + . . . + ujp 
+  

+ + «iv) + • • • + ujï} 

so heisst die unendliche Doppelreihe: 

nn0> + + • • . + «(0) + 

+ n(i) + Mo>+ . . .+«0).+ 

+  
d~ d~ ui'^ d* • • • d- ?(!’) d~ 

+  

convergent, wenn lim S(in dem § 1. Art. 1 definirten 

Sinne) einen bestimmten Werth besitzt. 
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Ist etwa : 

(3) 
lim SM — S, 

f l — 30 V = CD 

so heisst S die Summe der unendlichen Doppelreihe (2). 
Zur abgekürzten Bezeichnung der in Gl. (1) und (3) enthaltenen 
Aussagen dient die Schreibweise : 

(4) S1“’’’ = S. 

In jedem anderen Falle heisst die Doppelreihe (1) di- 
vergent. und zwar eigentlich divergent, wenn: 

(5) lim 
u = CD, v : 

SM = 4- co bezw. = i( 

uneigentlich divergent oder oscillirend (unbestimmt), 

wenn überhaupt kein endlicher oder bestimmt unend- 
licher lim SM existirt. 

;t. — co, v — co 

Wir bedienen uns in diesen Fällen gelegentlich der zwar 
nicht ganz correcten, aber bequemen und zu Missver- 
ständnissen keinen Anlass bietenden Bezeichnung: die Summe 

00 

der Doppelreihe (1). in Zeichen: aM, sei unendlich 
gross bezw. unbestimmt. 

2. Wie ein Blick auf das Schema (1 / lehrt, liât man : 

( <> 4- <> + • • • 4- «£'> = sw> 
(«) 

(7) 

I + »S0 + 

Ebenso : 

I <> + + 
( M(0) -f „(1) + 

-j- ?,.M = ,sw — (r > 1). 

+ = Sbr) 

+ «.(>•) = SM -SM , 
// — 1 

(8) 

(/<>!). 

Daraus folgt weiter : 

(a) uW> = -Sf, «W)=iSW>—-SJ« (/->1), = fiTj-U ()■> 1 ). 

«M = /SM—s;;-’)) 

(b) = > + SM — (£% -1 ) -f äM j) 
(/<>!, rl> 1 ). 

1897. Sitzungsb. d. matli.-phys. CI. 3 



Sifsung der math.-phys. Otasse Vom 0. Februar 1807. 114 

Die letzte Gleichung zeigt, dass: 

(9) lim uW = 0 
II — OD, V — CO ' 

sein muss, wenn lim 3^ = S ist, d. h. wenn die Doppel- 
II X, V CO 

reihe convergirt. Insbesondere ist also hei einer conver- 
genten Doppelreihe stets: 

(10) lim = 0, 

d. h. die Terme der Haupt-Diagonale (Schema (2)) müssen 
schliesslich gegen Null convergiren. Da andererseits die Exi- 
stenz eines bestimmten lim SW nach Art. 2 der vorigen 

II CO, V = 00 ' 

Paragraphen keineswegs diejenige von: 

lim/SW-für irgend einen endlichen Werth von v 
fl = <X> 

lim SW . . . /( 
V — CD ‘ 

involvirt, so lehren die Gleichungen (8), dass selbst bei einer 
convergenten D op pel reihe 

lim «b* für keinen einzigen endlichen Werth von v il ~ 
U X ’ 
lim u{r) . . . „ „ fi 

V GO 

zu verschwinden braucht. Mit andern Worten: Eine Doppel- 

reihe kann sehr wohl convergiren, ohne dass die Terme 
einer einzigen Zeile bezw. Colonne mit unbegrenzt wachsendem 
Stellenzeiger der Null zustreben. 

Beispiel. Man setze: 

( 11) SW = (-!>" + ’• + 
2(«+ 1) 

wo a > 1. und daher nach Gl. (8): 

1 

fi = 0, 1, 2, 
v = 0. 1.2. 

02) 

?d°> = 
« + 1 

««»=- (-!>"/ 1 ( 1)’ 
4 2 ) ar~a+lj 

Ar) . 
: + 

(/«>l,i>l) 
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Die Doppelreihe S"’r ist alsdann convergent, denn 
o 

es ergiebt sich: 

(13) lim S(v> = 0. il 
II = :13 I' — 73 

Nichtsdestoweniger hat man: 

(14) 

lim ; M(0) = —. lim i «W | = (v = 1.2. 3, . . 
,e = ®l •" ; <i+l ,.=»! " " 

lim «W = —TT' lim 

<< d- 1 r = co 

er 

«(-') =— (« = 1. 2. 3. . . .)• 

sodass also die Terme jeder einzelnen Zeile und Colonne durch- 

weg von Null verschieden bleiben. 

3. Ist: 

(15) lim = iS11'1 für: r = 0. 1. 2, . . . n, 
H “ 'JJ 

so folgt aus Gl. (6), dass: 

£ «<°> = s(°> 

(lß) “ 
>l<v) ~ ) — S1’’- 11 (j> = 1.2. . . . n) ü " 

d. h. fallen die Grenzwerthe lim SW für r = 0. 1.2.... n end- 
II — CO * 

licli aus, so bildet die lte, 2*'. . . . (n -j- 1 )‘° Zeile je eine 
convergente lieihe. 

Umgekehrt hat man: 

m m m 

(17) sw = S/< «f + £.« «w + ... + £.« «w (>- = n,i.2....). 
Ü ' o o' 

und daher: 

(18) lim S)? = £■■ +£„ii++... + £„ (i< = 0.1,2,...«), 
•"= “ o o' o ■' 

falls die rechtsstehenden Reihen, d. h. die ltu. 2f<' («.-)- l)11- 

Zeile sämmtlich convergiren. 

Hieraus folgt also: 
s* 
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Die Existenz endlicher Grenzwerthe lim für 
fl = 'JJ 

v = 0, l, 2, . . . ist identisch mit der Convergenz aller 
einzelnen Zeilen. 

Die analoge Beziehung besteht dann offenbar 
zwischen der Existenz endlicher Grenzwerthe lim S"’’1 

r » 4 

für ,u — 0. 1,2, . . . und der Convergenz aller einzelnen 

Colonnen. 

4. Mit Benützung dieses Resultates liefern aber die im 
vorigen Paragraphen gewonnenen Ergebnisse über die Grenz- 

werthe zweifach unendlicher Zahlenfolgen ohne weiteres die 
folgenden Sätze: 

I. Eine Doppelreihe kann convergiren, ohne dass 
eine einzige Zeile oder Colonne eine convergente Reihe 
bildet. Es kann dann aber immer nur eine endliche 
Anzahl von Zeilen bezw. Colonnen eigentlich diver- 
giren oder ein unendliches Unbestimmtheits-Intervall 

besitzen; und es muss das Unbestimmtheits-Intervall 

aller Zeilen und Colonnen von einer bestimmten an 

beliebig klein werden. 

Dies folgt aus $5 1, Art. 2. Ein Beispiel einer Doppelreihe, 

bei welcher sicher keine einzige Zeile und Colonne con- 
vergirt (denn die unendlich entfernten Glieder hatten ja nicht 
einmal den Grenzwerth Null) wurde bereits am Schlüsse des 

Art. 2 gegeben. Hier war (Gl. (11)): 

also : 

(— 1 )''+'' 
2>+T) 

£'l°) : (- 1)" ( 1 
2 (a 4- 1 ) \a " 

+ 1 

,SW — A;- » (- l)"+-/2 
2 (n -j-1 ) \«t‘ ”* ar ) ('■>])• 

sodass also die lt(! Zeile in den Grenzen + , , , . die 
2 {<( 4- 1 ) 
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(v _|_ i)te (Wü v > 1 ) in ilen Grenzen + r oseillirt. Das 

analoge gilt bezüglich der Colonnen. Um ferner convergente 
Doppelreihen herzustellen, in denen eine beliebige endliche 

Anzahl von Zeilen (Colonnen) eigentlich divergirt oder 
ein unendliches Unbestimmtheits-Intervall besitzt, braucht 
man nur in irgend einer convergenten Doppelreihe eine be- 

liebige endliche Anzahl von Zeilen (Colonnen) durch die 
Terme irgendwelcher eigentlich divergenten oder unend- 
lich-unbestimmten Reihen, ebensoviele andere Zeilen 

(Colonnen) durch die nämlichen Terme mit entgegenge- 
setztem Vorzeichen zu ersetzen. 

00 

II. Ist ausser der Doppelreihe: £},«,v = S jede 
o 

CO 

einzelne Zeile: (v = 0, 1,2, ...) oder jede einzelne 
o 

CO 

Colonne: «M convergent, so convergirt auch die Reihe 
o 

der Zeilen-Summen bezw. diejenige der Colonnen-Summen 

gegen die Summe S. d. h. man hat: 

(IO) = S. bezw. V,,. £],. = S.1) 
0 0 u u 

*) Das Symbol: 

ausführlicher geschrieben : 

E- E» , 
0 0 

Xi f X. 

E- E/ 
0 \ 0 

liât allemal die Bedeutung von: 

d. h. von: 

lim ( liui x-1 \u ir) 
H = X \m=-r. LJ'

1
 2JI' «■„ 

V 0 0 

lim ( lim o(>‘)\ 
Im = co J ■ 

(Fortsetzung auf der nächsten Seite!) 

n = x 
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Denn nach § 1, Art. 3 hat die Annahme: lim S"']—S 
ft = 00, V— CO 

und die Existenz der Grenzwerthe lim (v = 0,1,2,...) 
ft =z<x> 

bezw. lim (/t = 0, 1,2....) stets zur Folge, dass: 

zoo) lim (lim SÿJ) — S bezw. lim (lim iS');'1) = 6'. 
^ V — CD tt — CO ‘ fl ~ CD V — CO 

Man kann den Inhalt des Satzes II auch folgendermaassen 
aussprechen : 

Die Summation einer convergenten1) Doppelreihe 

mit convergenten Zeilen oder Colonnen kann auf zwei 
successive auszuführende einfache Summationen zu- 

rückgeführt werden, nämlich: 

CO \ CO 00 / CO \ 

£,» «W 1 bezw. £>,«w = f «M . 
o ' / o ' o V o ' ' 

Man bemerke schliesslich, dass der Satz II mutatis 

mutandis auch richtig bleibt, wenn -j- co oder — cc an die 
Stelle der endlichen Zahl S tritt, da die Gleichung (20) auch 
in diesem Falle Geltung behält (s. § 1, Art. 3, Gl. (8); also: 

ITT. Tst die Doppelreihe der mit convergenten 

Zeilen bezw. Colonnen eigentlich divergent, so gilt das 

gleiche von der Reihe der Zeilen-Summen bezw. Colonnen- 

Summen. 

1= L'- 

Das analoge gilt für das Symbol: 
00 CO 

«‘r’. 
0 (I 

Man könnte ein solches Symbol, zum Unterschiede von demjenigen 
zn 

der Doppelreihe: VI»,■• «'.! . passend als iterirte Reihe bezeichnen, 
0 

ein Ausdruck, dessen Analogon zur Vermeidung von Zweideutigkeiten 
sich auch für die Theorie der bestimmten integrale empfehlen dürfte. 

') Die Convergenz der Doppelreihe, d. h. die Existenz eines 
endlichen lim /SV) muss a priori feststehen, sonst ist der Satz 

U CD, )' - CD fl 

unrichtig, wie Satz IV zeigt. 
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Mit Berücksichtigung dieses Satzes und der weiteren Be- 
trachtungen in § 1, Art. 3 ergiebt sich sodann: 

IV. Auch wenn alle Zeilen und Colonnen conver- 
gente Reihen bilden, und wenn sowohl die Reihe der 
Zeilen-Summen, als auch diejenige der Colonnen-Summen 
gegen die nämliche Summe S convergirt, so kann die 
betreffende Doppelreihe nichtsdestoweniger divergiren 
und zwar (nach Satz III) allemal uneigentlich. Dieses 
muss der Fall sein, wenn die Reihe der Zeilen-Summen 
und diejenige der Colonnen-Summen gegen verschiedene 
Werthe eonvergiren. 

Um Beispiele derartiger divergenter Doppelreihen zu 
gewinnen, hat man lediglich für Sj’’1 einen jener Ausdrücke cd’’) 
zu wählen, welche in § 1, Art. 3 näher untersucht wurden, 
und sodann die Reihenglieder vermittelst der Gleichungen (8) 
entsprechend darzustellen. Setzt man z. B. (s. § 1, Gl. (16) 

während lim nicht existirt. Es convergirt dann also 

jede Zeile und jede Colonne gegen die Summe 0, desgleichen 
die Reihe aller Zeilen-Summen, wie auch aller Colonnen- 
Summen gegen die Gesammtsumme 0, während die betreffende 

Doppelreihe oscillirt. 

Nimmt man ferner für einen der folgenden Ausdrücke 
(s. § 1. Gi. (12)): 

(19) (22) (25)): 

so hat man: 

lim S;;-' = lim iS'j'' = (I 

(24) 

so ist : 
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(25) lim ( lim S^\ = 1, 
r = co '// = QO ' ■ 

lim 
fl — X 

= 0, 

sodass also die Reihe der Zeilen-Summen gegen die Summe 1, 
diejenige der Colonnen-Summen gegen die Summe 0 con- 

vergirt. Eine verhältnissmässig einfache Form der Reihen- 
glieder liefert übrigens der letzte der Ausdrücke (24). 
nämlich : 

(26) im übrigen: «h'= 
1 

jU + l 

1 //*+1V+' 
u+2 \/r+2j ' ’ 

5. Hat man durchweg > 0. so bilden die S{y) allemal 

eine monotone (nämlich niemals abnehmende) Folge positiver 
Zahlen. Daraus ergeben sich aber sofort mit Rücksicht auf 

§ 1, Art. 4 die folgenden Sätze: 

V. Ist «W > 0 und bleibt Ä*1'* unter einer endlichen 
fl fl 

Zahl g. so convergirt die Doppelreihe der it^ gegen 

eine bestimmte Summe S. Zugleich convergirt jede 

Zeile und jede Colonne, und die Reihe der Zeilen- bezw. 
Colonnen • Summen convergirt gleichfalls gegen die 
Summe S. 

VI. Ist so zieht jede der drei Gleichungen: 

(2?) £>, .• «w = s, f> b = s, b b 
s 

0 0 0 0 0 

die beiden anderen nach sich. Dies gilt auch noch, 

wenn -f- oo an die Stelle der bestimmten positiven 
Zahl S tritt. 

Die Sätze V und VI bleiben selbstverständlich in Kraft, 
wenn unter den Termen «(r) negative Zahlen in endlicher 

fl *-> 

Anzahl Vorkommen. 

’) Es ist dies im wesentlichen das von F. Arndt herriihrende Beispiel 
(Grunert’s Archiv, Bd. 11. S. 319) Beispiel (s. Stolz, Ally. Arithmetik. 
Bd. I, S. 246). 
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§ 3. Beziehungen zwischen einer Doppelreihe und der 

aus den Diagonal-Summen gebildeten einfachen Reihe. 

1. 

(15) 

Forint man das zweifach unendliche Schema: 

«g» + '<> + • • • + 

+ + ••• 

+  

+ <' + + • • • + + . . . 

+  

in eine einfach unendliche Reihe um, indem man die Tenne 
HR) nach .Diagonalen“ ordnet, d. h. indem man bildet: 

U ” O 

CO 

(2) wr, wo: ivr = -j- ttf-V + uiy\ 
o 

so bestellt zwischen der Doppelreihe der ?dr) und der ein- 
00 

fach-unendlichen Reihe wr eine vollkommene Aequi- 
o 

valenz, sobald fd’’1 > 0. 

Es gilt dann nämlich, wie das Schema: 

<> + ■ • • + ««» + • • • + < 

w.("> 4- . . . 4- /((“> 
0 1 1 n 

«( 2») "o 

ohne weiteres zeigt, die doppelte Ungleichung: 

(;i) £'-■ wr < s*' < £, wr. 
0 0 

Wenn nun die Doppelreihe gegen die Summe $ con- 
vergirt, so hat man speciell lim S^> = S, also: 

s- <:*, 
0 
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und daraus folgt zunächst wegen iv > 0. die Convergenz der 
o O y 1 o 

CO 

Reihe w,. 
o 

Bringt man sodann TJngl. (3) auf die Form: 

(4) 0 < SJ”> — £> wv < 2> • 
0 »i+l 

cn 
so erkennt man unmittelbar, dass: lim ($}”'—]£]»• fr) — 0, 

" = ^ o 
und somit: 

(5) fr, = S. 
0 

-r CO 

Umgekehrt: Wenn gegen die Summe S con- 
o 

vergirt. .so lehrt die Ungleichung (4). dass auch: 

(6) lim £(») = £, v n 
11 - CO 

und somit nach 5$ 1. Gl. (31 ) auch allgemein : 

(7) lim = S. 
n cc, r - : co 

Daraus folgt weiter, dass die Doppelreihe der ff1)* und 
Co 

die Reihe £]»■ u\ auch allemal gleichzeitig divergiren, 
o 

falls eine der beiden divergirt. 

Fasst man dieses Resultat mit dem Satz VI des vorigen 

Paragraphen zusammen, so ergiebt sich an dessen Stelle der 
folgende etwas allgemeinere: 

Ist > 0, so zieht jede der vier Gleichungen: 

<8) £.«»•• =a, b b> <=h< b <
]
 = b «•,=

s 

o' 0 0 0 0 0 

die drei anderen nach sich, gleichgültig, ob S endlich 
oder unendlich gross ist. 
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2. Um die Beziehung zwischen einer beliebigen Doppel- 
CD X . 

reihe Wa1’1' und der Reihe 21' wr testzustellen, schicken wir 
o o 

zunächst den folgenden Hülfssatz voraus, welcher eine Ver- 
allgemeinerung eines bekannten Canchy sehen1) Satzes dar- 

stellt: 

Bleiben die Terme a(r> r ' ‘ ' ) numerisch 
■" \v = 0. 1.2, . . .) 

unter einer endlichen Zahl <j. und ist: 

(!)) lim <Tr) — a. k ' u 
ft ■— X, V -- X 

(wo tt eine bestimmte Zahl inch Null vorstellt), so wird: 

11 + 1 

Beweis. Man hat zunächst identisch: 

(10) lim 
U X 

= lim —. •£*’ a[H~y)=<t. 
«=t»'W_r 1 c 

(11) — (» + 1) • « = — «)■ 
0 0 

In Folge der Voraussetzung (9) kann man nach Annahme 
einer beliebig kleinen positiven Zahl e eine Zahl nt so fixiren, 
dass : 

(.12) .aP'-'i- - tt. < f für: r > in. n — v > in. 

Nimmt man jetzt tt > 2 nt an (also: «—m~> nt) und 

schreibt Gl. (11) folgen derm nassen: 

n 

— (« + 1) a 

( 1 '■>) tu n—nt n 

- £> 1 — a) H- — a) + 2- - ")■ 
0 M—w-f-1 

so wird in der zweiten Summe der rechten Seite durchweg: 

- - u < e, in der ersten und dritten zum mindesten: 
(P»-')« I < I «.(»-O _)- a < <i -j- tt : . und daher: 

*) Analyse algébrique, p. 54. 
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( U) ! - (ra-f- l)rr i <(2-f 1) • (ff-j- |«|) + (u~ ^HI)-E 

I o 

oder: 

(15 »+r 
I 2 iu-\-1 . / 2/». 4-1 

Lässt man liier n in's Unendliche wachsen, so wird : 

(1(1) lim 

also schliesslich: 
» + 1 

S' a <r. 

(17) lilH |- 1 , •S"(,!w”''' = "• 
n= x I « T 1 o 

o. Nunmehr können wir den folgenden Satz beweisen: 

Besitzt die convergente Doppelreihe: 

o 

die Eigenschaft, dass die einzelnen Zeilen und Ko- 
lonnen convergiren oder innerhalb endlicher Grenzen 

00 

oscilliren, so kann die Reihe £;>• «'„ nur convergiren oder 
o 

oscilliren.1) Im ersteren Falle ist dann auch: 

S> wr = s. 
o 

Beweis. Wir zeigen zunächst, dass in Folge der ge- 
machten Voraussetzungen I fih') | für alle möglichen u. v unter 

einer festen Zahl y bleiben muss. 

Wegen der Konvergenz der Doppelreihe gegen die 
Summe S lassen sich jeder positiven Zahl e zwei Zahlen w. u 

zuordnen, so dass: 

l) Sie kann also niemals eigentlich divergiren. Dagegen 

können ihre Unhestimmtsgrenzen auch + co werden (s. das Beispiel in 

Art. 4). 
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also: 

und somit: 

J SM — S < E für; a > in. v > n, 

S— e < SM < S -j- e, 

( 18) I SM j < S j -j— £ (,u > in, v > n). 

Betrachtet man jetzt die ersten n Zeilen der Doppelreihe, 

so bleibt nach Voraussetzung die Summe jeder einzelnen, 
wieviele Glieder man auch summiren mag, numerisch unter 
einer endlichen Grenze. Dasselbe gilt also auch für die- 
jenigen Summen, welche entstehen, wenn man die ersten 
2, 8, ... n Zeilen addirt, sodass man setzen kann: 

(19) j SM I < (/' für: fi — 0, 1,2,... in inf., v < n, 

wo //' eine bestimmte positive Zahl bedeutet. 

Analog ergiebt sich durch Betrachtung der ersten w Co- 
lon n en: 

(20) I SM j <ff" für: /< < in. v = 0, 1,2,... in inf. 

Bedeutet jetzt <j eine Zahl, die von keiner der drei Zahlen 
\S [ + f, (/. 1/" überstiegen wird, so bestehen alle drei Be- 
ziehungen (18) (19) (20) gleichzeitig, sobald man jene drei 
Zahlen durch </ ersetzt, d. h. es ergiebt sich schliesslich: 

(21) ! SM I < y für: 

Nun werde gesetzt: 

,« = 0, 1. 2, 
v = 0, 1, 2, 

i n i n f. 
i n i n f. 

(22) % + TD, 

so hat man für v > 1 : 

ID, = uM + ...-)- «fl, + -j- M(0) = SM 

+ + «M + ... + uWs + nM 1 + (SM : _ smj 

+ «g» + »f + ■ • ■ + uM o + (>S'(22o - SM 2) 
  +  

+ +(^-SV-0) 

oder, anders geordnet: 
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(23) Wr = S\0)+S]^+.. .+S^+S^-{Sfll+S^2+.. 

Substituirt man liier der Jleihe nach r — 1, 2, 3. . . . n. so 

ergiebt sich: 

ir, = SM + SM — SM 

ir2 = SM SM + SM - {SM + SM} 

ir, = SM + SM + SM 4- SM - { SM + SM 4- SM } 

»■„=»r+ ^'i.+--+^r-{^.+^‘iä+- ^rT 
und wenn man diese n Gleichungen zu der folgenden addirt: 

w = ,S'*01 

' o ' o 

so resultirt nach Hinzufügung des Factors 
D 4- 1 

(24) 
n + 1 Ç” 

SM 4- SM 4-... 4- &'(«) 
n 

1
 n— 1 1 1

 0 
v 4- 1 

Hieraus folgt aber für lim n — co, mit Berücksichtigung 
der Beziehung lim SM = S und des unmittelbar zuvor be- O II 

II - 00, V CO 

wiesenen Hilfssatzes: 

lim 
II CO v -j-1 • y> ir 1, 

o 
S. 

AVenn nun convergirt und etwa: 
o 

(26) Wr = lim TF = W 
o n “ 

ist. so ist. nach dem im vorigen Artikel citirten Cauchy’- 
sclien Satze, auch: 

(27) 

so dass sich 
ergiebt : 

lim — 
1 

er. n 4- 1 •x> 

aus der Verbindung der Gleichungen (25) (27) 
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(28) î> = 6'. 
o 

CO 

Wäre nun andererseits ^j1’ "V eigentlich divergent. 
ü 

also lim = -f- x bezw. — — oc, so müsste wiederum nach 
II - X 

jenem Cauchy’sehen Satze: 

1 ’i r lim —• V,.- W — + x bezw. = — x 
« *,?'+ 1 H 

sein, was der Gleichung (25) widerspräche. Daraus folgt mit 
CO 

Nothwendigkeit, dass die Reihe falls sie nicht con- 
o 

vergirt, jedenfalls nur oscilliren kann. 

4. Um an einigen einfachen Beispielen zu zeigen, dass 
die beiden im vorigen Satze hervorgehobenen Möglich- 
keiten auch wirkich eintreten können, werde gesetzt: 

(29) 

CO 

wo v als (bedingt oder unbedingt) convergent ange- 
o 

nommen wird. Die auf diese Weise definirte Doppelreihe wird 
durch das Schema dargestellt: 

(20) 

(■/•„—*j)-i-(ii-|-/-2) +(t’„ — v3) +...+(» ( — 

+ ('-’i—®2) + («2-f,a) +
^3~

v
i) +-+(ç,+, 

+ (C, — V.,) + (r:i —1-4) + (v4 — V5) +...+(«i(+2 

+ ' . 

+(v„- p,.+1)+(r1+i-)+(U.+O-î’„+3)+. +(»„+,. 

r„+i) +■■■• 

~v,,+B) +-■ 

Dasselbe ist offenbar convergent und besitzt die Summe: 
X 

]T,i• vy. Denn man hat: 
o 

(Hl) 

o 

m 
v

r 
0 

- £- tv 
n H* I 
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Die einzelnen Zeilen und Colonnen sind gleichfalls 
convergent und ihre Summen der Reihe nach = v0, vv vv ... 

Andererseits hat man offenbar: 

(32) »■,. = (>’ + 1) •(»,. —»H-i) 

und daher: 

n— 1 

X> wr ~ (?’o—v\) + - (l’l— vs) + 3 (v2 — ra) + ••• + » ('«-l r«) 
o 

(33) =‘^rvy-n-vn. 
o 

CO 

Diese Gleichung lehrt, dass u\. dann und nur dann 
o 

convers'irt. wenn lim n • v eine bestimmte Zahl ist. Letz- 
~ n 

n co 

teres ist aber nur in der Weise möglich, dass: 

(34) lim n • rn — 0. 
11 CO 

Denn die Beziehung lim n • r — a. wo \<t > 0. würde ja o n ’’ 
n — co * 

x 
die Divergenz der Reihe V,»- v zur Folge haben. Hieraus folgt 

ü 

also, dass in der That: 

(35) = d- h- = 5>.-(p/* 

wird, wenn n\. überhaupt convergirt. Um Beispiele 
o 

dieser Art zu gewinnen hat man also nur vr der Bedingung 

(34) gemäss zu wählen (z. B. vv=(--~yv —(v+2)1^+2))' 

Da lim n ■ v auch nicht = 4- co bezw. = — co sein kann 11 1 

11 — CD 

00 

(weil sonst wiederum YJ
VV

V divergiren müsste), so erkennt 
o 

co 
man zunächst aus Gl. (33), dass ?r in keinem Balle eigent- 

u 
lieh divergiren kann. 
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Im übrigen bleibt nur noch die Möglichkeit offen, dass 

lim inf n • v und lim sup n • vu verschieden ausfallen. ln 
n — co n = x 

CO 

diesem Falle oscillirt dann die Reihe w
v 

nach Gl. (33) in 
u 

den Grenzen: 

vr — lim sup n • vu und: vy — lim inf n • vu. 

(Beispiele. Man setze: 

v also: uh) = (— l}"+> 
•' v -f1 

Alsdann wird: 

1 1 
/t —J- -»» —(— 1 /( + r + 2 

lim inf n ■ r — — 1, lim sup n • v — -f- 1. und da: 
u = X 71 — X 

0 
Vr = L' 

0 

(-1)" 

V -J- 1 
= \u2. 

so ergeben sich: (lg 2 — 1) und (lg 2 -f- 1) als Unbestimmt- 
co 

heitsgrenzen von w . 
0 

Setzt man dagegen: 

v. = tÜ, also: »fW = ( — 1>"+- ( --- - + -1—= 
Vv -)-1 1 F/ij-r-f2 

so wird: lim inf n • v = — x. lim sup n ■ v = -}- x, und die 
7i— X n — ca 

CO 

Reihe Vr î(>, oscillirt somit in den Grenzen — x und -j- x). 
o 

5. Es verdient ausdrücklich hervorgehoben zu werden, 
dass die bei der Formulirung des Satzes in Art. 3 gemachte 
Einschränkung, welche sich auf die Endlichkeit der Zeilen- 
und Colonnen-Summen bezieht, nicht etwa lediglich der Be- 

weisführung zu Liebe eingeführt wurde: dieselbe bildet 
vielmehr eine wesentliche Voraussetzung für die Gültigkeit 
jenes Satzes, d. h. der letztere kann thatsächlich hinfällig 
werden. Avenu die fragliche Bedingung nicht erfüllt ist. 

1897. Sitzungsb. d. math.-jibys. CI. 9 



Sitzung der malh.-phys. Classe vom 0. l<’ebruar J897. I 30 

Man kann dies in sehr einfacher Weise ans der folgenden 
00 

Ueberlegung ersehen. Es sei ]£,«,.• = S irgend eine con- 
ti 

vergente Doppelreihe, für welche die Beziehung besteht: 
00 

= S. Man bilde nun aus dieser Doppelreihe eine neue, 
o 

indem man die Terme der ersten Zeile, also die ?«G) 
fl 

(^ = 0,1,2,...), durch -f* v„» 'be der zweiten, also die 

«('), durch nf}1 — v ersetzt, wo die v (ji = 0. 1,2. . . .) eine 

nach Belieben zu wählende Zahlenfolge bedeuten. Man erhält 

auf diese Weise das folgende Schema: 

(37) 

(«f+ hl) + (?'SP)+ ®i) + - • ■+("!.-!+V i>+<>dn)-f r,)+.. 

+ Hl)—v
0)+*',)+• ■ ■+(ufh— h-i)+("v1)~?V)+- • 

+ «f + nf + ...+ «<*1, +<-> +•• 
+  
-J- „t-M + «'/•' + <'■' +.. 

+  

und erkennt unmittelbar, dass auch diese Doppelreihe gegen 

ilie Summe S convergirt. 
Bezeichnet man sodann die Diagonal - Summen dieses 

Schema’s mit vb (r = 0. 1.2... .). so wird: 

'(38) ir',.—ni!)+-f-• • •+"|2lo+(“f-1—v,—I)4 ("!n,+E.) O’^i) 

und daher: 
n u 

(39) n- K = £> Kr + ru. 
(> o 

Ist nun lim v = v endlich und von Null verschieden. 
n 

n = co 

so wird nach Gl. (34): 

(40) »•;. = 
0 

S + ,-. 
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X 

(I. h. die Reihe Vrif' bleibt zwar convergent, ihre Summe 
0 

ist aber verschieden von derjenigen der betreffenden Doppel- 
reihe. (Beispiel: vr = 1). 

Ist dagegen lim v = -f- ca oder = — oo, so lehrt Gl. (34), 
t! — X 

cc 

(lass die lieihe V/eigentlich divergent wird. (Beispiel: 
o 

v = r). 1’ 7 

CD 

Die Reihe w'r verliert also hier thatsächlich jene Eigen- 

schäften, welche ihr nach dem Satze des Art. 3 zukommen, 

falls die Zeilen- und Colonnen-Summen durchweg endlich 
bleiben. 

§ 4. Absolut convergente Doppelreihen. — Identität 

zwischen absoluter und unbedingter Convergenz. 

1. Die aus den Termen ?<(v) ) gebildete 
y v = u, l, 2,... y 

Doppelreihe heisst absolut convergent, wenn die Doppel- 
reihe der I id'l j convergirt. 

Um vor allem nachzuweisen, dass eine in diesem Sinne 
absolut convergente Doppelreihe überhaupt convergirt. 
werde gesetzt: 

(1) 

îfg» ; + I a + • 

+ "\l) + • 

. . 4- «i°) 1 !l 

.. + j «(1) 
1
 n ±\ 

+  

+ : I + I < +••• + ( 1 

S'rh 

während wiederum die entsprechende Summe der wb'> pe_ 
zeichnen mag. Da allgemein: 

(wobei sich die Summation links und rechts über die näm- 
lichen Werthe von /i. r zu erstrecken hat), so hat man: 

9* 
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(2) 5|H+n> — £'“> I < S(n+°i — S"‘]. 

sodass gleichzeitig mit lim Sstets auch lim 
Ml = CO, n = X- m = 00, = CO 

einen bestimmten Werth besitzt, also mit der Doppelreihe 
der I j stets auch diejenige der convergirt. 

2. Solche absolut convergente zeigen ein ganz ana- 
loges Verhalten, wie convergente Doppelreihen mit posi- 
tiven Gliedern. Insbesondere gilt der Satz: 

1st die Doppelreihe der absolut convergent 

u n d : 

(3) . M};;’ = s, 
0 

so convergirt auch jede einzelne Zeile (Colonne) und 
die Reihe der Zeilen-Summen (Colonnen-Summen) ab- 

solut, und man hat: 

(4) 2J>' )£,« «dj'' = S (Reihe der Zeilen-Summen) 
u o 

(5) = S (Reihe der Colonnen-Summen). 
u u 

Ebenso convergirt die Reihe der Diagonalen ab- 

solut und zwar auch dann, wenn man die einzelnen 
Terme /d,-) als Reihenglieder auffasst, und man hat: 

(ß) 
0 

(Reihe der 
Di agon alen). 

Beweis. Da nach Voraussetzung die Doppelreihe der 
I »(v) ! convergirt. so convergirt in dem Schema der ! ?dr> j 
I fl o 1 O U I 

jede Zeile und Colonne, die Reihe der Zeilen- und der 
Colonnen-Summen und die Reihe der Diagonalen. In 

Folge dessen ist aber in dem Schema der »W jede Zeile und 
Colonne, die Reihe der Zeilen- und der Colonnen- 
Summen und die Reihe der Diagonalen absolut con- 
vergent (auch wenn man durchweg die einzelnen Terme »fjr> 

als Keihenglieder auffasst). 
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Es handelt sich also nur noch darum zu zeigen, dass die 
betreffenden Reihen sämmtlieh die Summe S besitzen. Für die 

Reihe der Diagonalen (GL (6)) folgt dies aber unmittelbar 

aus dem Satze in Art. 3 des vorigen Paragraphen. 

Die Gültigkeit der Gleichungen (4) und (5) ergiebt sich 

dann schliesslich, indem man einen bekannten Satz1) über 
absolut convergente einfach-unendliche Reihen auf die 

Reihe (6) anwendet, nämlich: Vertheilt man die Glieder einer 
absolut convergenten Reihe mit der Summe S in unend- 

lich viele Reihen, so ist jede derselben (absolut) convergent 
und die aus ihren Summen gebildete Reihe convergirt gleich- 

falls gegen die Summe S. 

3. Der im vorigen Artikel bewiesene Satz lässt sich ohne 
weiteres in folgender Weise umkehren bezw. verallgemeinern : 

Von den vier Gleichungen: 

II 

V,. „(■■> = s. »<;’> = s, 
II 0 DU 

«> + «(r,) + ■ ■ • + ««O = s 

zieht jede einzelne die drei anderen nach sich, wenn 
die in der Voraussetzung auftretende Reihe hei Ver- 
tauschung der M,v) mit ihren absoluten Beträgen con- 

o u o 

vergent bleibt. 

Aus der letzteren Annahme folgt nämlich (nach dem 
Satze am Schlüsse von § 3, Art. 1), dass die Doppelreihe 
der I j convergent, also diejenige der wjj’l absolut con- 
vergent ist. Sodann ergiebt sich aber alles weitere aus dem 
Satze des vorigen Artikels. 

In diesem Satze ist offenbar der folgende von Cauchy 

her rührende4), als Theil enthalten, nämlich: 

*) s. 15. Stolz, Allg. Arithmetik, 15d. 1, S. 242. 
-) Analyse algébrique, p. 541. 



134 Sitzung der math.-phys. Classe vom IS. Februar 18!)7. 

(8) 

Convergiren alle Zahlen des Schema’s: 

<) + «f +... + »2» +... 
+ + «(» +... + «») +... 

+  
+ <> + VI<"> + . . . + «W + . . . 

+ '• • • • 

und bilden die Zeilen-Summen eine convergente Reihe 

mit der Summe S. so gilt das Gleiche von den ein- 
zelnen Colonnen und der Reihe der Colonnen-Summen, 

falls die vorausgesetzten C on v er gen z-Eigen schuft en 
hei Vertauschung der iW mit ihren absoluten Beträgen 
erhalten bleiben. 

4. Eine convergente Doppelreihe heisst unbedingt 

convergent, wenn jede durch Umordnung der Glieder dar- 
aus hervorgehende Doppelreihe gegen dieselbe Summe con- 
vergirt, wie die ursprüngliche. Dabei betrachten wir die 

CO 

Doppelreihe r dann und nur dann als durch „Uni- 
o 

CO 

Ordnung" aus der Doppelreihe td’’* hervorgegangen. 
o 

wenn jedem Terme ein ihm gleicher entspricht 

und umgekehrt. Es muss also jeder Term, der in dem 
Schema : 

«A» «g» . . . 

utf) «jh u{,} . . . 

«{*> «g» «f . . . 

an einer bestimmten endlichen Stelle erscheint, 
dem Schema : 

,■(0) 

1 

V(2) v\ 

w(0°) 

•yd) *■ o 
«(2) 

auch in 

eine bestimmt endliche Stelle innehaben und umgekehrt. 
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Alsdann gilt der Satz: 

Jede absolut convergente Doppelreihe ist unbedingt 
convergent. 

Beweis. Es werde das allgemeine Glied der ursprüng- 
lichen Doppelreihe mit u(r\ ihre Summe mit S. dasjenige 

der nmgeordneten mit W' bezeichnet. Dann folgt zunächst, 

dass auch die Doppelreihe der W* c on v er girt und zwar ab- 
CO 

soi nt. Denn setzt man etwa: .■ \u(^ | = S, so muss jede 
o 

begrenzte Doppelsumme, welche aus den Termen | W* J ge- 
CO 

bildet wird, unterhalb ti bleiben, sodass also »< ] | con- 
o 

00 

vergirt und U’t absolut convergirt. Bezeichnet man 
M 

die Summe der letzteren Doppelreihe mit T, so wird nach dem 

Satze des Art. 2 (Gl. (6)): 

£> (<> -h -f • • • + «<0)) = ‘3' 
(9) " 

b «’ + «tr1) + • • • + tf ) = T 
o 

Jede dieser einfach-unendlichen Reihen ist absolut 
convergent, auch wenn man die einzelnen Terme «A) bezw. A”) 

als Reihenglieder auffasst. Die zweite stellt dann aber lediglich 

eine Umordnung der ersten dar, und somit ergiebt sich: 

(10) T = S, 

womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist. 

5. Um auch die Umkehrung des letzten Satzes beweisen 
zu können, schicken wir die folgende Bemerkung voraus. Eine 
ein f a ch -un en d l i c h e Zahlenfolge : 

Uj, u2. /lg. .... 
lässt sich auf unendlich viele Arten als zweifach-unend- 
liche Folge anordnen, am einfachsten etwa in folgender Weise: 
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man tlieile jene Folge in Gruppen, welche der Reihe nach aus 

1, 3, 5,. . . (2 v -j- !)•••■ Tennen bestehen, sodass also die ersten 
v Gruppen zusammen (v -j- l)2 Tenne enthalten, und ordne so- 
dann diese Gruppe zu einem unbegrenzt fortsetzbareu 
quadratischen Schema, wie folgt: 

U<t) 

(1) 

(2) 

(3) 

u, a, ii„ 

t Î 
n—* H H 

2 3 S 

II—* II—* II 
5 0 7 

(>’+1 ) u—* II—* II—* 
,'M-I >a+- 

II (r+I.U 

Bezeichnet man jetzt mit die Summe aller derjenigen 

Tenne, welche den ersten v Zeilen und /t Colonnen dieses 
Schema’s angehören, so hat man specicll: 

ni) = £> w 
î 

Wenn nun lim .s,(w) einen best im inten VVertli besitzt, so » 
n = » 

folgt daraus freilich noch nicht das gleiche für lim s(,,) : ö o » n 
m — -j),n — SJ 

d. h. man kann hieraus noch keinen Schluss auf die Conver- 
genz derjenigen Doppelreihe ziehen, welche durch das 
Schema (10) definirt wird. 

Wenn dagegen lim s-M = + CG ist. oder wenn lim inf n n n n 
n = x u — CD 

und lim suji .s(n) verschieden ausfallen. so folgt mit Sicher- 
11 — CO 

heit, dass kein bestimmter lim sb'î existirt. und dass 
Dt 

in = CD, n = JJ 

somit die Doppelreihe (10) unter keinen Umständen 

convergiren kann. 
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(i. Mit Benützung dieser Bemerkung und des nämlichen 

Grundgedankens, welchen Riem an n beim Beweise eines be- 

kannten Satzes über die bedingte Convergenz einer nicht- 
absolut convergenten (einfachen) Reihe verwendet hat, können 

wir jetzt den folgenden Satz beweisen: 

Eine con ver g e n t e D o p pe 1 reihe, weiche nicht absolut 
convergirt, lässt sicli stets durch Umordnung diver- 

gent machen. Sie kann also keinesfalls unbedingt con- 
vergiren. 

Beweis. Bezeichnet man wiederum das allgemeine Glied 

der betrachteten Doppelreihe mit /dj', so lässt sich die Gesammt- 

heit dieser Glieder durch Anordnung nach „Diagonalen“ in 
Form der einfach-unendlichen Reihe anschreiben: 

(i2) <> + «(» + <> +... + '<> + «i-1» + • • • + + ... 

Alsdann folgt zunächst aus der Voraussetzung, dass diese 

Reihe sowohl positive, als negative Glieder in unbe- 
grenzter Anzahl enthalten muss, und dass die Reihe der 
positiven und diejenige der negativen Terme einzeln diver- 
giren: denn in jedem anderen Falle würde die vorgelegte 

Doppelreihe, wie leicht zu sehen, absolut convergiren oder 
eigentlich divergiren. Es werde die Reihe der in (12) 
enthaltenen positiven Glieder mit: 

av «r «3, .... (Ä), 

die der negativen mit: 

— hv — l>2. — l>3  (II) 

bezeichnet. Nun entnehme man zunächst der Reihe (A) so 
viele positive Glieder, dass ihre Summe > 1 ausfüllt, und 

füge nöthigenfalls noch so viele ebensolche Glieder hinzu, dass 
ihre Gesammt-Anzahl eine Quadratzahl: w'j wird. Ordnet 
man dann diese nj Glieder nach dem zuvor angegebenen Ver- 
fahren zu einem quadratischen Schema, so gilt also für 

dasselbe die Beziehung: 

(18) *<••>> > I. v «1 = 
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.) etzt füge man zu der Summe s(,‘d so viele n e g a t i v e 

Glieder aus der Reihe (Id), dass die Gesammt-Summe < - 1 
wird, und nüthigenfalls weitere negative Glieder, Ins die 

Gesummt-Anzahl wiederum eine Quadratzahl: n'i wird 

(wo also »2 > nj -j- 1). Durch entsprechende Anreihung dieser 
Terme kann man das quadratische Schema zu einem solchen 

von n'i Gliedern vergrössern und hat sodann : 

114) S(«s)<_i. 
v J No —— 

In am llo ger YV eise bringe man dasselbe durch llinzufügung 

von positiven Termen auf «ij Glieder, sodass: 

( 15) .s("ä) > 2. 
»3 — ' 

alsdann durch Hinzufügung von negativen Termen auf nr 

Glieder, so dass: 

(16) ,S(H4)<_2. 
IM = 

Dieses Verfahren lässt sich in der AVeise fortsetzen, dass 
nach (2 v — 1) solchen Operationen ein quadratisches Schema 

von nz , Gliedern mit der Summe resultirt : 
lv— 1 

nach der nächsten ((2r)tel1) Operation ein solches von n* Gliedern 

mit der Summe : 

(18) 
K.) 

•S < - V. 

Bei unbegrenzter Fortsetzung dieser Methode entsteht also 

aus den Termen id’’* eine Doppelreihe, deren Summe in den 

Grenzen — cc und -f- x osei Hirt. 

7. Aus dem eben bewiesenen Satze geht aber ohne weiteres 
der folgende hervor: 

Jede unbedingt convergente Doppelreihe ist auch 

absolut convergent. 

Und es ergiebt sich sodann mit Berücksichtigung von Art. 2: 
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Ist die Doppelreihe der «b'1 unbedingt convergent, 

so convergirt auch jede Zeile (Colonne), desgleichen 
die aus den Zeilen-Summen (Colonnen-Summen) gebildete 
Reihe, und die Summe der letzteren ist gleich der 

Summe der Doppelreihe, d. h. man hat: 

(19) 2>, = £> £> «<;-) = f> 
U o ‘ 0 0 

Absolute und unbedingte Convergenz erweisen sich 

also schliesslich als völlig gleich werthig. 

8. Eine Doppelreihe, welche convergirt, ohne absolut 
zu convergiren, ist also nur bedingt convergent: sie kann, 
wie der Beweis in Art. 6 zeigt, durch blosse Umordnung der 
Terme stets in eine divergente Doppelreihe verwandelt werden. 
Zu den nur bedingt convergirenden Doppelreihen gehören z. B. 

eo ipso alle diejenigen, bei denen irgend eine Zeile oder 
Colonne divergirt; ferner die in § 3. Art. 4- betrachteten, 

bei denen die Reihe der Diagonalen divergirt: denn bei 
einer unbedingt, als absolut convergenten Doppelreihe, muss 
ja die Reihe der Diagonalen gleichfalls convergiren 
(s. Art. 2). Andere Beispiele bedingt convergente!- Doppel- 
reihen giebt Herr Stolz in dem oben citirten Aufsatze.1) 

Man bemerke, dass auch bei einer nur bedingt conver- 
girenden Doppelreihe, der Ausdruck lim bei jedem 

II = X, V = CO ' 

beliebigen simultanen Grenzübergange lim a = GO, lim v — er. 

eine einzige bestimmte Zahl vorstellt, und dass dieser 
Grenz werth bezw. seine Existenz nur dadurch alterirt 
werden kann, dass die Terme aw von vornherein in eine 

fl 

andere Anordnung gebracht werden. 

Es erschien mir nützlich, diesen Punkt nochmals ausdrück- 
lich hervorzuheben, da über den Begriff der bedingten Con- 
vergenz einer Doppelreihe noch keineswegs durchweg voll- 
ständige Klarheit herrscht. 

>) a. a. 0. p. IGO. 16.1. 
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So kommt /,. B. C. Jordan in der neuen Auflage seines 
Cours d'analyse1) auf Grund einer, wie mir scheint, durch- 
aus unzulänglichen Definition der Convergenz einer 

Doppelreihe zu dem paradoxen Ergebnisse, dass es über- 
haupt ausschliesslich absolut convergente Doppelreihen 
gieht,1) und er erblickt darin einen fundamentalen Unterschied 
zwischen den einfach- und den m ehr fall-unendlichen 

Reihen.3) 

Auf der anderen Seite hat man den Begriff der bedingten 
Convergenz und damit überhaupt denjenigen der Convergenz 
einer Doppelreihe auch häufig zu weit gefasst, indem man 

eine Doppelreihe schon als (bedingt) convergent bezeichnete, 
wenn bei irgend einem speciellen Grenzübergange (etwa 

für /I = cp (g). V = yi (Q) und lim cp (p) = co, lim ip (g) = cc) 
O — CO t) = 00 

einen bestimmten Grenzwerth besitzt.4) Diese an und für 
sich offenbar zulässige Erweiterung des Convergenz- 

Begriffes einer Doppelreihe erweist sich schon aus dem Grunde 
als wenig empfehlenswerth, weil bei derselben die Mög- 

lichkeit, eine Doppelreihe durch ein einfaches Symbol von der 
Co 

Form zu bezeichnen, ausgeschlossen erscheint und 
0 

somit eine der wesentlichsten Analogien zwischen einer Doppel- 
reihe und einer einfachen Reihe verloren gehen würde. Im 
übrigen handelt es sich in dem angedeuteten Falle lediglich 
um die Existenz eines einfachen Grenzwerth.es von der Form : 

') Paria 1893—90. 
2) a. a. 0. T. I. p. 302. 
3) T. II. p. 88. Ueberträgt man die viel zu enge Jordan'sehe 

Definition der Convergenz einer Doppelreihe mutatis mutandis 
auf einfache Reihen, so gelangt man vielmehr naturgemäss zu dem 
Schlüsse, dass auch eine einfache Reihe nicht anders als absolut con- 
vergiren kann! 

4) vgl. z. B. Eisenstein, Beitrüge zur Theorie der elliptischen 
Functionen. — Crelle’s Journal, Bd. 35, p. 172 ff. 
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’He) vis) 
lim , 

' ' ~30 o o 

also schliesslich gar nicht um die Con vergen z einer Doppel- 
reihe, sondern nur um diejenige einer aus den Termen in 

bestimmter Ordnung zu bildenden e i n fach-u n en d 1 i c h en hei he. 

§ 5. Convergenz- und Divergenz-Kriterien für Doppel- 

reihen mit positiven Gliedern. 

1. Nach dem bisher gesagten erfordert die Feststellung 

der unbedingten Convergenz einer beliebigen Doppelreihe 
lediglich die Beurtheilung der Convergenz oder Divergenz 

einer aus lauter Termen > 0 gebildeten Doppelreihe. Hierzu 

könnte man die letztere nach Diagonalen ordnen und auf 
diese Weise die fragliche Untersuchung auf diejenige der 

einfach-unendlichen Reihe: (a(W nj’’-1) -j- . . . -j- ajO) 
0 

zurückführen (dabei würde es noch freistehen, entweder die 

Diagonal-Summen («M -)- -\- . . . -(- ed0)) oder die einzelnen 

als Glieder dieser Reihe aufzufassen). 

ln der Praxis gestaltet sich aber dieses Verfahren nicht 
nur verhältnissmiissig umständlich, sondern es ist zumeist über- 

'Jj 

liaupt nicht möglich, jener Reihe («'*•> -|- aÇ’-') «W)) 
o 

mit Hülfe der gewöhnlichen Convergenz- und Divergenz- 
Kriterien beizukommen. Hiernach erscheint es wünschenswert. 

Kriterien zu besitzen, welche gestatten, unmittelbar aus der 
Beschaffenheit der Reihenglieder ad1') auf die Convergenz 

oder Divergenz der Doppelreihe zu schliessen. 

Bezeichnet man mit Ü> 0 bezw. (/<’■) i> 0 das allgemeine 
Glied einer bereits als convergent bezw. divergent erkannten 
Doppelreihe, so ist leicht zu ersehen, dass eine beliebig vor- 
gelegte Doppelreihe ,• a"* (wo: //<'■> > 0) allemal 
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(1) 
j convergirt. 

I divergirt, 

wenn: «M<(i• cM^ r=0,l,2,.. A 

wenn: «M>^ • ofM J \i> >■»,/t=0,1.2,.../ 

wo m, n irgend zwei feste ganze Zahlen (inch Noll). <j und ff 
zwei beliebige positive Zahlen bedeuten. Denn, setzt man: 

(2) 

n tn 

0 0 
(f (r) _ Ä(w) 

/* m 

so ist im ersten Falle: 

m -j-o 

im zweiten: 

( H-\-n M-J-o 

sd't?’ — sw < G • c;;'1 ! ■ 
“ I 
* ^ 

0 (I ) 

»< m j 

(3 b) «££> - sdO > rj. { cM . 
o o ' ) 

woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung ohne weiteres 
hervorgeht. 

2. Es kommt somit lediglich darauf an. die nöthigen cM 

bezw. c?M zur Verfügung zu haben. Um sich solche in be- 

liebiger Anzahl zu verschaffen, könnte man davon ausgehen, 
dass sich das allgemeine Glied ?«M jeder beliebigen Doppel- 

reihe in die Form setzen lässt (§ 2, Gl. (8)): 

(4) «M = (iS(;> — Sh-1)) — (#;)_, — S;;'-,1') 

und dass hierbei die «M durchweg positiv ausfallen, wenn: 

1) S(r) mit /<. r monoton zunimmt: 

2) SM — S<;-» > S;;l, — S<;r1
I), 

(d. h. es müssen auch die Differenzen ($M— S^üj hei 

wachsenden Wertlien von // monoton zunehmen). 

Wird im übrigen SM so angenommen, dass Ihn SM O u O ' /f 
u =: co, r = 

einen bestimmten Werth hat, so ist dann uM das allge- 

meine Glied einer convergenten Doppelreihe, dagegen 
dasjenige einer divergenten, wenn lim S’M = oo. 

U = 00, V = CO 
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Da es sich indessen liier nicht darum handelt, die all- 
gemeinsten Formen der aus Ungl. (1.) resultirenden Con- 

vergenz- und Divergenz-Kriterien aufzustellen, sondern lediglich 

darum, brauchbare Kriterien von einiger Allgemeinheit 

zu gewinnen, so erscheint es einfacher, mit Benützung bekannter 
Sätze aus der Convergenz-Theorie der einfach-un endlichen 
Reihen einen der folgenden beiden Wege einzuschlagen: näm- 

lich entweder aus einfach-unendlichen Reihen von be- 
kannter Convergenz bezw. Divergenz durch Multipli- 

cation Doppelreihen mit gleichfalls unmittelbar zu erken- 
nender Convergenz bezw. Divergenz zu bilden; oder jene 
einfach-unendlichen Reihen durch passende Methoden in 

Doppe 1 reihen umzuformen. 

3. Die erste der eben angedeuteten Methoden beruht auf 

der Identität: 

m n m n /t, r 

(5) K ■ X> K = X> K ■ K = - K • K 
0 0 0 0 0 

Versteht man hier unter l>n, // irgend welche positive 
Zahlen, so hat man also: 

wi, U CO CO 

(b) lim ’r ^n * ^ I * ^jr ^ • 
m = », »1 = GO 0 ‘ 0 ■" o 

und daraus folgt, dass die Doppelreihe mit dem allgemeinen 

Gliede (hn ■ h\ convergirt, wenn die Reihen £]« bn, ]£,.// 
o o 

Beide convergiren; dass dieselbe dagegen divergirt, wenn 
mindestens eine jener beiden Reihen divergirt. 

Bezeichnet man also mit c das allgemeine Glied einer 

convergenten, mit <7>t dasjenige einer divergenten einfach- 
unendlichen Reihe (mit positiven Gliedern), so ergiebt sich mit 
Berücksichtigung von Ungl. (1), dass eine beliebig vorgelegte 

• 00 

Doppelreihe roh) (mit nicht-negativen Gliedern) allemal 
o 
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f convergirt, wenn: aff < 6r • ct • c, 

I diver girt, wenn: a’j !> »y • cn • (7, oder: > () • d • c, ) 

für : 
/(. > )W, 1' 

v > ,/t 

0, 1, 2, . . . 

0. 1. 2, . . . 

Oder anders geschrieben, wenn man cn — 6'j( ’, dr = 7), 1 

setzt: Die Doppelreihe der 

( convergirt. wenn: G • C • « M < (7 I I O « r /<, = { 

( divergirt, wenn: Cu • Dy • «<’■> > // oder : /!„• J 

für: 
,u »», r = 0, 1, 2, . 
v > n. u = 0. 1. 2. . 

Um zunächst das vorstehende Convergenz-Ivriterium 

noch auf eine andere Form zu bringen, zerlegen wir die be- 

treffende Bedingung in die folgenden drei Theil-Bedingungen : 

(9) 

C" • oM < 

C • «<•■>< 

6r 
-£T für: /< ^ m, v < w. 

Y 

Cr 

c 

G •C • cd”) < (7 

//. < w, r ^ 11, 

/< > MJ. r > « . 

Da man hier offenbar J«, n auch durch jedes beliebige 

Zahlenpaar m > «/., n > « ersetzen darf, so ziehen diese drei 

Ungleichungen stets die folgenden nach sich: 

(10) 

(a) lim C • ffW < o°l) für jedes endliche v, 
U = CO 

(b) lim C, ■fd*,)<co für jedes endliche /«, 
r = oo 

(c) lim C" ■ cr • «M < 00. 
/< = ûo v : 

■) Abgekürzte Schreibweise für : 

lim sup Cu • ah’l <[ ü. 
u — co 

wo h eine endliche Zahl bedeutet. 
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Umgekehrt würde aus diesen letzteren Ungleichungen 

zunächst folgen, dass: 

(11) 

C" ■ ') etwa für: v = 0, 1,2,..., 

Gv-a^<fJii T „ v^nv,e = 0,1,2,..., 

C, • Cr • cd”) <>/ „ „ /< > m2, v > n2, 

wo </(”), (J bestimmte positive Zahlen bedeuten. Bezeichnet 
man nun mit vi bezw. n die grössere der beiden Zahlen 
und m9, bezw. w, und n.„ so folgt a fortiori: 

(12) 

• Cv 
0 • «M < —y,— für: u > vi. v < n, il il r^= {] 1 = 

V 

Hu ■ Cu 
(' • cd1’) <— . . ii<.m, 

6'(( • C • «W < <) „ /< > )». r > «, 

und diese Ungleichungen gehen unmittelbar in die Beding- 
ungen (9) über, wenn man mit G die grösste der Zahlen 
fC'i • Cy (j< = 0, 1. ... n — 1). <ju • Cu (ji — 0. 1. . . . vi — 1) 
und () bezeichnet. 

Hienach erweisen sich auch die Bedingungen (10) als 

hinreichend für die Convergenz der Doppelreihe ,,,r (Ç’K 
o 

Dieselbe ist also beispielsweise convergent, wenn bei irgend 
einem positiven Werthe von p: 

lim [i]+e • (C’] < co für jedes endliche r. 
H = oo 

ncj') Um r’+e • rrj(
r) < x für jedes endliche u. 

v / y = CD 

lim (/tr)'+<? • «jO < x. 
/t — co, r = co 

Beaclitet man, dass die Bedingungen (10a) und (10b) 
offenbar nichts anderes enthalten als die Convergenz jeder 
einzelnen Zeile und Colonne, und dass andererseits die Con- 
vergenz jeder Zeile und Colonne eine nothwendige Be- 
dingung für die Convergenz einer Doppelreihe mit nicht- 

1897. Sitzungsb. <1. inath.-phys. CI. 10 
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negativen Gliedern bildet, so kann man dem Kriterium (10) 

auch die folgende Form geben: 
CD 

Erfüllt die Doppelreihe (mit nicht-nega- 
0 

tiven Termen) die nothwendige Convergcnz-Bedingung, 

dass jede einzelne Zeile und Colonne convergirt, so 
ist für deren Convergenz hinreichend, wenn: 

(14) lim C ‘C •«!'')< cc. 
\ s   fl V fl 

4. Während die auf diesem Wege gewonnenen Con- 
vergenz-Kriterien durch passende Wahl der C t sich beliebig 

verschärfen lassen und die analoge Leistungsfähigkeit be- 
sitzen, wie die entsprechenden Kriterien für einfach-unend- 

liche Reihen, so erweisen sich die aus Ungl. (7) bezw. (S) 
resultirenden Divergenz-Kriterien bei näherer Betrachtung 

als völlig unzulänglich. Die zum Vergleiche herange- 
zogenen Doppelreihen : 

(15) 

co(7o+ci rfo+---+c,D7o+--- 
+ c0f7, + c1rf,+... + c( 

+  

+ c d +c d +...+C d+... Uv 1 v fi r 

+ 1 . . . . 

V7o+V7i+---+V7„+--- 

+ c d.r\~c d + ... 
v U v 1 v if 

+  

besitzen nämlich offenbar die Eigenschaft, dass alle Colonnen 

oder alle Zeilen divergente Reihen bilden.1) Nun ist es 
aber für die Divergenz einer Doppelreihe mit nicht-negativen 
Termen schon vollständig hinreichend, wenn auch uur eine 

einzige Zeile oder Colonne divergirt, wenn also: 

lim 74 für irgend einen bcsti in inten Wert h v 
ff ff “ 

fl — CD 

(IC) oder: 

lim Dy •ffW>0 
I’ ~ CD 

fl . 

]) Bei einer Doppelreihe mit dem allgemeinen G lied e <1 • dr würden 
sogar alle-Zeilen und Colonnen divergiren. 
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Diese Art von Divergenz ist über im Grunde genommen 

gar keine Eigenschaft, welche für eine Doppel reihe als 
solche charakteristisch ist, und zu ihrer etwaigen Feststellung 
genügen die zur Untersuchung ein fach-unendlichen Reihen 
dienlichen Hülfsmittel. 

Der einer Doppelreihe specifisch eigentümliche Fall 

von Divergenz tritt vielmehr dann ein, wenn die Doppel- 
reihe divergirt, während alle möglichen Zeilen und 
Colonnen convergente Reihen bilden. Um sich zunächst 
von der wirklichen Existenz solcher divergenten Doppel- 
reihen zu überzeugen, betrachte man z. B. die folgende: 

(17) 

+ —^j) + • • • u (''(„pi—^,+2) + • • • 

+  

+ (är—
<lv+\) (rfv+l_(iV+L>) + • ■ ■ + (^,+|—

1^,+,.+l) + • • • 

+  

wo (l > ä lim d =0. Hier besitzen die einzelnen Zeilen 
!■ = r+1 , V 

r = co 

und Colonnen der Reihe nach die Summen iL, d{, 
Cß 

während die Doppelreihe gleichzeitig mit der Reihe Vr d 
0 

il i vergirt. 

Alle divergenten Doppelreihen dieser Art werden offen- 
bar durch kein Kriterium von der Form (16) getroffen. Um 
hier möglicher weise-wirksame Divergenz-Kriterien zu erhalten, 
ist es vor allem erforderlich, Vergleichs-Doppelreihen 

herzustellen, welche selbst den fraglichen Divergenz-Cha- 
rakter besitzen. 

5. Solche Vergleichs-Doppelreihen mit übrigens beliebig- 

langsamer Divergenz könnte man sich offenbar bei passender 
Wahl der dr auf Grund des Schema’s (17) verschaffen. Für 

den fraglichen Zweck erscheint es indessen noch einfacher, den 
folgenden Weg vorzuschlagen. 

10* 
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Es bedeute (b) eine beliebige positive Zahlenfolge, so 
liefert das Schema: 

b,. b, b. b 

f + TT + TT +-+ „Tl +- 

(IS) 

b b, b 
+  1 + -L -i- +...+ 
^2^3 T 4 ^ ' /' + 2 

"+i 

+ + h- 
^ 3 ^ 4 

+  

-4 +• 

»+2 

/< + 3 

+ ••• 

+ ••• 

b b , 
4- —ï- 4- —t±L 
^ v + 1 + r + 2 

+  

,+- + + /"i r—-i- ... 
r + 3 

als Diagonal-Summen der Reihe nach die Zahlen: b , h,..... 

so dass also die durch das Schema (18) definirte Doppelreihe 
GO 

gleichzeitig mit der Reihe Y]i- b convergirt bezw. diver- 
o 

girt. Anders ausgesprochen: 
“ c . , 

Von den beiden Doppelreihen: iJ",r —7, 
(I /( 4 )’ T 1 

d 
a /l v + 

convergirt die erste gegen die Summe: y>,r S±L  

u !l “h v 4" 1 
CO 

VvC,, während die zweite divergirt. 

Dabei wird offenbar in dem zweiten Falle jede einzelne 
Zeile und Colonne noch convorgiren, wenn nur die d so 

dr 
angenommen werden, dass ——-j convergirt. 

(Beispiel. Man liât für p>0: 

CO -J CO 

7—i r-iYM-., = 7—LTü+ä (convergent,). 
n (/‘ + ’’+l)-+- u 0' + l)'+-' 

während 
1 

o’ (/'ff- »' + !)* 
di vergi rt). 
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6. Das eben gewonnene Resultat könnte selbstverständlich 

auch zur Bildung neuer Formen von Convergenz-Kriterien 
dienen. Da dieselben aber, wie leicht erkannt wird, gegenüber 

den in Art. 3 abgeleiteten keine besondere Vortheile bieten, so 

mag hier davon abgesehen werden. 

Bezüglich der Divergenz bemerke man zunächst, dass 
d 

offenbar die Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede —— 
H -f- V 

a fortiori divergirt und dass dieselbe auch nach Weglas- 
sung der ersten n Zeilen und m Colonnen divergent bleibt. 

Denn summirt man das Schema: 

(19) 

m-\-n ' 

■ bn-pn-pl ! - 

«i-f-M+l m-\-n-(-2 

+  

+ 

+ 

+ 

d 

rn-\-n-\-v - + 

d , . 
I ’”+»+>' I 

I ^ »l-pH-pi'-p1 I 

1U j •//• i i 

+ •••! 

nach Diagonalen, so resultirt die Reihe: 

1 2 1-4-1 
v ' m-\-n m-j-w-j-1 m+H+1 vi-j-n j-v '"+’*+> 

welche offenbar divergirt, da lim —= 1. 
i- = » m-\-n-\-v 

CO 

Hieraus folgt aber, dass die Doppelreihe «M sicher 
o 

divergirt, wenn: 

(21) 
d 

aw 1> <j • —für ; ^ > ni, v > n, 
/t + r 

oder, anders geschrieben: 

(22) (u v) ■ Du_i_v ■ > <j für: /<• > m, v > n. 
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(wo in, n zwei beliebige positive Zahlen bedeuten). Und diese 

Bedingung ist sicher erfüllt, wenn: 

(23) lim (ji -f v) ■ I)a+v • ttW > 0. 
a — cot j’ ~ oo 

Man hat also z. B. Divergenz, wenn 

(24) 

lim (,u -j- i')* • «JO > 0 
/t = oo, r = oo 

oder: lim (/r -f- r)2 • lg (/.t -\- v) ■ > (• n. s. f. 
II = CO, V = cc 

7. Als Beispiel für die Anwendung der gewonnenen Regeln 
wollen wir die Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede : 

(25) /.(•■) = 
1 

(a u2 -(- 2 b fi r c v*)" \ v 
= 0,1,2, 

= 0,1,2. 
' ‘ «^=0 

untersuchen, wo (a/t2 -(- 2b/j,v -f- er2) eine sog. positive qua- 

dratische Form mit negativer Determinante sein soll, d. h. wo: 

(26) a > 0, r 7> 0, fr2 — ne — — zl < 0 Q> beliebig, eventuell 

auch = 0). 

Da sodann : 

a/t2-j-21t/t r-f-t:r2= ^ .(ft2-/t*-(— 2rt6•/*v-\-Ul vl)-\-{(tc—Uv)v‘'^ 

(27) 1 r 1 
= ff |(«7‘ + M2 + 1 • ''j ■ 

so fällt dieser Ausdruck nach Ausschluss des einen Wertho- 

paares (jt = 0, v = 0) stets wesentlich positiv aus, sodass 
die betreffende Doppelreihe aus lauter wohl definirten positiven 

Termen besteht. 

Bedeutet nun A eine positive Zahl, die von keiner der 

drei Zahlen a, |5|, c überstiegen wird, so ist: 

(28) a/t2 -f- 2l> fiv -f- er2 < A (/t -f- r)2 

und daher : 

(20) 

und : 
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(30) o + J’)* • aff > -J ■ (/« + r)2<‘-a>. 

woraus sofort die Divergenz der fraglichen Doppelreihe für 

o < 1 hervorgellt (s. Ungl. (21)). 

Andererseits hat man neben Gl. (27) die folgende analog 

gebildete : 

(31) a/i2 + 25 v fi -j- c r2 = — j (b fi -)- er)2 + A • /t21. 

also : 

(32) Lifi1 +25Jiij'+cr2 

und daher: 

>--D 
-- « 

O — v/r 
— c 

< ! q- für jedes /.t und r > 1 , 

<(4) ‘“iS Ihr jedes r und ,«>1 . 

Diese Ungleichungen lehren zunächst, dass jede Zeile und 

jede Colonne der betrachteten Doppelreihe schon convergirt, 

wenn nur o > -J. 

Schliesst man sodann für den Augenblick die Werthe 

fi — 0, v = 0 von der Betrachtung aus, so folgt durch Multi- 

plication der beiden Ungleichungen (33) : 

(3-1) aff < 
1 

(,«>+ 
(jt > 1, v > 1 ), 

und hieraus ergiebt sich nach Ungl. (7) ^fiir: cr = —J die 

03 

Convergenz der Doppelreihe v ab’\ sobald o>l ist. Fügt 
1 

man zu derselben noch die (schon für o > -|) convergente 
' 03 03 

/eile und Colonne: y\u a
(0), V.»- afl’K so erkennt man scliliess- 

u ’ 1 



152 Sitzung der math.-phys. Classe vom 6'. Februar 1897. 

lieh, (hiss die vorgelegte 

o > 1 convergirt. 

Doppelreihe 
n 

cd’1' gleichfalls für 

8. Statt die Reihen - Glieder direkt mit denjenigen 

einer bereits als convergent bezw. divergent erkannten 

Doppelreihe cj’’' bezw. zu vergleichen, kann man auch, 

analog wie hei der Kriterien-Bildung für einfach-unendliche 

Reihen, die Quotienten 
fl(r) 

mit den entsprechenden 

Quotienten der cj’l bezw. tP’’) vergleichen und auf diese Weise 

auch Convergenz- und Divergenz-Kriterien zweiter 

Art hersteilen. Dieselben erscheinen jedoch von untergeord- 
neter Wichtigkeit, weshalb hier nicht näher darauf eingegangen 

werden soll.1) 

b Das einfachste derselben, welches dem Cauchy’sehen Funda- 
mental-Kriterium entspricht, findet sich in der oben citirten, soeben 
publicirten Arbeit von Herrn Biermann: a. a. 0. p. 123. 

In meinem Aufsatze „Ueber die sogenannte Grenze und die 
Grenzgebiete zwischen Convergenz und Divergenz“, welcher 
im vorigen Bande dieser Sitzungsberichte abgedruckt ist, findet sich die 
Angabe (a. a. 0. p. 605, Fussnote), dass Du Bois Reymond die in 
Aussicht gestellte genauere Discussion seiner Function r (a) meines Wis- 
sens nicht geliefert habe. Da ich inzwischen bemerkt habe, dass dies 
thatsächlich doch der Fall gewesen ist (in dem Aufsatze: lieber die 
Paradoxen des Infinitärcalcüls, Math. Ann. XXI p. 158), so werde 
ich demnächst auf den fraglichen Gegenstand nochmals zurückkommen. 


