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Elementare Theorie der unendlichen Doppelreihen.
Von Alfred Pringsheim.

(Eingelaufen 16. Februar.)

Wiihrend die elementare Theorie der einfach-unend-
lichen Reilen wohl im wesentlichen als abgeschlossen gelten
darf, so scheint mir diejenige der unendlichen Doppel-
reihen in verschiedener Beziehung der Vervollkommnung nicht
nur bediirftie, sondern thatsiichlich auch fiihig zu sein. Im
Folgenden mache ich den Versuch, auf der Grundlage einiger
cinfacher Siitze {iber die Grenzwerthe zweifach-unend-
licher Zahlenfolgen, eine solehe Theorie in moglichst ein-
heitlicher und iibersichtlicher Weise aufzubauen. Jene Hiilfs-
siitze, die im wesentlichen von den méglichen Beziehungen
zwischen Grenzwerthen von der Form:

lim (), lim (lim uf:')). lim (lim u;:‘))

H=w, r=w r=w \u=o °

\ H=w\r=w

handeln, mégen wohl allgemein bekannt sein: da sie mir in-
dessen in der hier gewiihlten einfachen Formulirung und Be-
griimdung nirgends begegnet sind, so schien es mir zweck-
miissig, dieselben zuniichst vollstiindig zu  entwickeln (§ 1,
Art. 2—5).  Daraus ergeben sich dann in sehr anschaulicher
Weise die verschiedenen Eventualitiiten, die bei der Convergenz
und Divergenz einer Doppelreihe eintreten kinnen, in's be-
sondere jene scheinbaren Anomalien. die aus dem prineipiellen
Unterschiede zwischen einer Doppelreihe einerseits und der
aus ihren Zeilen bezw. Colonnen gehildeten Reihe an-
dererseits hervorgehen: zugleich liefert der gewiihlte Ausgangs-
punkt unmittelbar die Hiilfsmittel, um das wirkliche Vorkom-
men der als maglich erkannten Fiille durch concrete Beispiele
zu belegen (§ 2). Im darauffolgenden Paragraphen werden die
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Beziehungen untersucht, welche zwischen einer convergenten
Doppelreihe und der aus den Diagonal-Summen des be-
treffenden zweitach-unendlichen Schema’s gebildeten einfachen
Reihe bestehen. Der bei dieser Gelegenheit bewiesene Haupt-
satz (§ 3, Art. 3) stellt eine merkliche Verallgemeinerung und
Vervollstiindigung  eines wichtigen, zuerst von Herrn Stolz?)
bewiesenen Satzes dar. Dabei michte ich einigen Werth darauf
legen, dass der hier mitgetheilte Beweis lediglich eine ganz
elementare Grenzwerth-Bestimmung  erfordert, withrend der-
jenige des Herrn Stolz aut Stetigkeits-Betrachtungen und
dem Begriffe der gleichmissigen Convergenz heruht.

Es folgen nun zuniichst die bekannten Siitze iiher abso-
Tut convergente Doppelreihen und deren unbedingte Con-
vergenz (§4, Art. 1-—4): sodann aber (Art. 5-—-7) wird der
Satz, dass jede unbedingt convergente Doppelreihe auch ab-
solut convergiren muss, wie ich glaube, zum ersten Male
vollstiindig bhewiesen.?) - Im letzten Paragraphen (§ 5) werden
schliesslich verschiedene Methoden zur Herstellung allgemeiner
Convergenz- und Divergenz-Kriterien fiir unendliche
Doppelrethen discutirt und die als zweckmiissie erkannten
entsprechend verwerthet. Da mir in der Literatur, ausser einer
ganz gelegentlichen kurzen Bemerkung des Herrn Thomae3),

1) Ueber unendliche Doppelreihen. Mathem. Ann., Bd. 24,
S. 164, Art. 6.

2) Herr Stolz hat in der oben citirten Abhandlung (a. a. O, 8. 168)
den fraglichen Satz nur unter der Voraussetzung bewiesen, dass jede
einzelne Zeile und Colonne convergirt. Hs steht nun natiirlich frei,
eine unabhiingig von der Anordnung der Glieder convergirende Doppel-
reihe nur dann unbedingt convergent zu nennen, wenn sie von vorn-
herein jene Eigenschaft besitzt. Allein dann bleibt doch immer die
Méglichkeit offen, dass eine convergente Doppelreithe mit diver-
genten Zeilen oder Colonnen (die also eo ipso nicht absolut con-
vergirt) in dem gewodhnlichen Sinne unbedingt convergiven kinnte,
d. h. dass die Summe der Doppelreihe bei jeder Umordnung des be-
treffenden zweifach - unendlichen Schema’s den gleichen Werth behielte.

3) Abriss einer Theorie der complexen Functionen und
der Theta-Functionen einer Veriinderlichen. 2. Aufl. (1873).
3, 70, Fussnote.
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keinerlei Versuche nach dieser Richtung hin bekannt geworden
sind, so diirften die hier mitgetheilten Betrachtungen in der
Hauptsache als neu und nicht ganz iiherfliissig erscheinen.?)

§1. Ueber Grenzwerthe zweifach unendlicher Zahlenfolgen.
1. Bs sei eine zweifach unendliche Folge reeller Zahlen

vorgelegt:

ad a® ... a®
1 1 1
all) al) ... “5,)
(1
a a ... (lf:')

so sagb man bekanntlich: die Zahlen " hesitzen fiir lim = =,
lim v =0, oder, genauer bezeichnet, fiir unabhiingig von
cinander in's Unendliche wachsende @ und » einen be-
stimmten Grenzwerth ¢, in Zeichen:
(2) lim  al) =a,
2 :
!I:w' r=x

wenn eine hestimmte Zahl « existirt, so dass :
(3) La—a | <& fiir: p>m, v>n:

d . jeder (beliebig kleinen) positiven Zahl & miissen sich zwei
natiirliche Zahlen m2, 1 so zuordnen lassen, dass Ungl. (3) befrie-
digt wird. Hierzu ist nothwendig und hinreichend. dass:
(3a) IIL"_'*'_':)- . nf"’) 1<e

fir w>w'c v >0, 0=0,1.2. ... 6=0,1.2, ... (L Dei
heliebig vorgeschriebenem ¢ >0 und passender Walil
von w’, w').

1) Gleichzeitig mit der Correctur dieser Mittheilung erhalte ich
vinen Aufsatz des Herrn O. Biermann ,Ueber nnendliche Doppelreilien
und unendliche Doppelproducte® (Monatshefte fiir Mathematik und Physik,
VIIL, p. 115 ff), in welchem gleichfalls einige Convergenz-Kriterien fiir
Doppelreihen aufgestellt werden. Dieselben sind indessen von geringerer
Tragweite als die hier mitgetheilten.
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Die Beziehung:

H lim  a® =0 besw. = —oo
n=w,r=0wn

hat sodann die Bedeutung: Jeder (beliebig grossen) positiven
Zahl G lassen sich zwel natiirliche Zablen m, 2 so zu-
ordnen, dass:
6)) a > G bezw. o L — G fiirr w2 om, v >0

2. Man bemerke vor allem, dass durch die Existeny
eines bestimmten endlichen lim «® diejenige von

H== 00, 1 =0

hm a® fiir endliche Werthe von », bezw. diejenige von

=

lim a® fiir endliche Werthe von x in keiner Weise prii-

r=a

judieirt wird. Denn die definirenden Ungleichungen (3) ver-
langen ja cine gewisse HKigenschaft lediglich von denjenigen
Termen, bei denen beide Indices p, » gewisse Grenzen iiber-
schreiten: mit anderen Worten, diejenigen «0), welche den

ersten m Zeilen und 5 Colonnen des Schema's (1) angehiren,
konnen hierbel villig willkiirlich gedacht werden, sie brau-
chen z. B. nicht einmal numerisch unter einer endlichen Grenze
zu bleiben. Aber noch mehr: es kann sogar  lim  «!” end-

H=®, r=o

lich und bestimmt austallen, obschon lim «® fiir keinen

H=m
einzigen bestimmten Werth von », lim «() fiir keinen
Y=

einzigen bestimmten Werth von u existirt. Beispiel:

== (==l et (e

JEN Y (u p=11.,2:8,.. . >
= (— 1)+ (‘+L> D2 '

up i
Hier wird offenbar:

lim o« =0,

= r=xm

also vollig bestimmt, dagegen:
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L . ‘
Lim f u(’) = — —, lim sup (b(’) = + fir:v=1,2,3....
v = v! T
= in infinitum,
1 Lo
lim int a) = — , hm sup u(‘ = -, firs p=1,23,...
r=o00 ,” Y=o . v

in 111f1n1tum,

d. h. jede einzelne Zeile hezw. Colonne hesitzt zwei von einander
verschiedene Unbestimmtheitsgrenzen. Dabet gilt nun, wie
dieses Beispiel schon vermuthen lisst, der folgende Satz:

Ist:
[ hm]nf u(') =1, hm sup (L(’) =L (»r=0.1,2...).

() l lim inf a(’ —l hm sup a(") = L (n=20,1,2,..),

r=uw Y=o
so hat man stets:

lim /= lim L, l

(7) ok T2 U= dim o«
l lim 2 = lim L, n=o r=m
=o' t=m

falls tiberhaupt ein endlicher oder hestimmt unend-
licher lim  «® existirt.

H=om, r=0wm
Beweis. Ist:  lim a®) =« (d. h. endlich), so existirt
H=w r=0mo °

fitr jedes beliebig kleine positive & eine Beziehung von der Form:
a—q e Aflir: g>mov>n.
In Folge dessen hat man auch:

Clim inf a—a (<& limsup (t —a <& flir: r>n,

H=om =

d. h. _
h—a <& (L—a|<e fiir: v > n.

und somit schliesslich :

lim {, = lim L, = «.

= rT=®

Ist dagegen  lim @) = 4o, s0 besteht fiir jedes De-

H=w r=m

liebig grosse positive ¢ eine Beziehung von der Form:
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a > hezw. a - G fir: w>m v 2>,
und somit wird auch:

I } > (r bezw. ;',}< -G fiir: v 2>

d. h. schliesslich :

Lm{, =lim L, = 4+ = bezw. = — =.
r=x0 P=w
Das analoge gilt dann offenbar fiir /:u L;l — womit der

oben ausgesprochene Satz bewiesen ist.

. Wird jetzt speciell I = L_fiir v 2> n (bezw. =L, fir
w> m) d. h. existirt fiir 1'> 1 ein endlicher oder bostnnmt
unendlicher lim ) (bezw. fiir > m ein endlicher oder be-

H=om

stimmt unendlicher lima{), so nimmt der eben bewiesene

y=uow

Satz die folgende Form an:
Existirt ein endlicher oder bestimmt unendlicher
lim  «® und ausserdem lim atd fir v>a, beznw.

n=o,r=xn ' =

lim al) fiix w2>m. so ist:

p=w -

(8) lim (lilll af;") = lim @ hezw. lim (lim atly == lim «®).
== nH=»n" n=»nr=w o H=w \r=uw ' n=r,v=xn i

Demnach ergibt sich, dass die Existenz!) von:

(9) lim ), Lim a® (» > ). lim ) (2> )

H=o,r=xrn " n=uwn ' ¥ =

allemal diejenige von:

(10) L (lim (!E:')), Hm (lim (Lf;'))
y=w \pt=w n=r\r=w '

und zogleich die Beziehung:

(11) lim (lim al’y = lim (lim u‘f[")‘)
v=x \pt=o n=w\r=n '

nach sich zieht.

1) In dem angegebenen weiteren Sinne, d. . die betreffenden
Grenzwerthe diirfen eventuell auch unendlich gross mit bestimmten
Vorzeichen ausfallen.
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Daraus folgt dann weiter, dass lim  a{ sicher nicht

n=mrv=ow
existiren kann, wenn die beiden Grenzwerthe (10) existiren und
von einander verschieden ausfallen.

(Beispiele:
2 T 2 v
2 ) = - 2 —] .
(12) “ w—+v RV
Man hat hier fiir jedes v=1, 2,3, ...
(13) lim a® =1, also auch: lim (Jvim af:')) =1;
n=w s r=» \n=w '
dagegen fiir jedes n=1,2,3,...
(14) lin @® =0, also auch: lim (lim af(”)) = (.
r=m i =o\r=» '

Bei keinem der genannten Beispiele kann also  lim

=0, r=x

existiven, was sich i iibrigen auch leicht verificiren lLisst).
Dagegen ist es keineswegs gestattet, aus der blossen
Existenz der Bestehung (11) (welche allemal die Existenz
von lim ) fiir » > 5, lim a®) fiir @ >m implicite voraus-

ft=® ryY=un
setzt) auf dicjenige von  lim @ zu schliessen. Selbst
wenn : S

l lim ¢ = « fiir jeden einzelnen Werth von ».

(‘ :.«)) ) l(‘=O‘J ('v)
lim o =a . . . . . My
.II =m

so braucht darum keineswegs  lim  «f =« zu sein (was
H=o, =2 .
nach dem Satze am Anfange dieses Artikels nur dann der Fall
sein miisste, wenn lim a® Gberhaupt existirt).
nH=w,y=wm

Man Dbetrachte z. B.:

3 ! we==10,1,2....
1 ( () —_ o h ' .
= ST ey (r =0.1.2... >

Hier wird:

Ilim a =0 fiir jeden cinzelnen Werth von »,
(] 7) /L-=Ct)
Iim ((,f:') = ()

" » n » bl P
ve=w
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withrend ein bestimmter lim  a® offenbar nicht vorhanden
n=or=o

ist, da (u-—»)* jede beliebige Zahl >0 vorstellen kann, wenn
i und v unabhiingig von einander in's Unendliche wachsen.
Im iibrigen besteht hier fiir jedes beliebige Werthepuar u, »
die Beziehung:

(18) 0<La <

und daraus folgt, dass «® auch bei unendlich wachsenden
Werthen von x und » das endliche Intervall (0, 1) niemals
verlassen kann.

Ein sihnliches Verhalten zeigt der folgende Ausdruck:
4 c=1,2,3,...
(19) a) — A 1, 2, 3, .
" 1“’2 + P2 P ]’ _) 3.,
fiir welchen:

(20) lim ¢ = lim al = 0,

n=o r=ow
withrend  lim ¢ nicht existirt und im iibrigen:
H=xmr=ow

(21) O an < .
2 =S
wird.

Man konnte hiernach vermuthen, dass ebwas analoges
allemal stattfindet, wenn die Grenzwerthe lim «®, lim o

n=ow r=»

fiir jedes einzelne (wenn auch noch so grosse) v hezw. p
existiren und unter einer festen Grenze bleiben. Diese
Vermuthung wiirve indessen irrig, wie das folgende Beispiel zeigt:

2 = 0,1,2, ...
22 ) — | { st .
( ) ”‘,, <1 + (‘L{,- 1')2> (’)I _— (). ]’ 2’ . >

Auch hier wird:

(23) lim a® = lim ) = 0 (fiir jedes einzelne » hezw. p),
n=uwm ' y=w =
und andererseits:
(24) a® = 2v+1
G

d. h. die Terme a® wachsen fiir = » gleichzeitig mit ;o und
v in's Unendliche.
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Bin Beispiel ithnlicher Art liefert der Ausdruck:

, pA vt pw=10,1,2. ...
¢ ) — - .
(35) (L',, - ‘”3 + 3 (,, = 0, ]’ 2’ L

4. Die im vorigen Artikel hetrachteten Eventualitiiten er-
scheinen ausgeschlossen, falls die Terme tt.[(:') sich monoton
verhalten, d. h. falls fiir jedes (u, »):

0o=0,1,2,...
26 ,(”+’7) ()] W, ( 4 k] El ' .
(26) aly al >0 bezw. <0 (o —0 12, )

Fiir solche monotone Zahlenfolgen gilt der Satz:

Bleihen die
g. so stellen die Ausdriicke:

a® | stets unter einer endlichen Zahl

[ lim a® (v =0,1,2, ...,
(27) e |

lim e (u=0,1,2,...),
(28) lim  «®,

durchweg bestimmte Zahlen vor, und es besteht die
Beziehung:

(29) lim  a = lim (lim ((fj')) = lim (lim t(f:')).

nH=w,r=w ' y=®w \y=®»' n=w \r=w '

Beweis. s sei etwa die Zahlenfolge («®) eine niemals
abnehmende, so dass also durchweg:

(sz'_f_';) ) > 0.
Alsdann hat man insbesondere:
. >0 (v=0,1,2,...)
a?+d — >0 (u=20,1,2,...)

()
at,

d. h. die einzelnen Zeilen und Colonnen des Schema’s (1)
bilden gleichfalls niemals abnehmende und zwar einfach
unendliche Zahlenfolgen. Daraus ergiebt sich zuniichst, wegen
[ [ < g, nach einem hekannten Satze die Bestimmtheit der
Grenzwerthe (27).
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Wiire nun der Grenzwerth (28) nicht gleichfalls endlich
und bestimmt, so miisste, wie gross auch g, » angenommen
werden, zu dem Terme a stets ein Term ((E:;i'_jf) existiven,

so dass
(L("+") —— (1,(") > .
“ndo w T=
wo a eine — mdglicherweise sehr kleine — aber bestimmte

positive Zahl bedeutet. Man konnte darnach aus der Folge
(@®) eine unbegrenzt fortsetzbare Folge von Termen:

»). qUta) (r+5,) rausheben. so dass
atdoabib Al herausheben, so dass
o) . q0)

”+’)l (lu > «
alrtog) (>‘+r1)
alroe ab i > a

(’(”i” ) (I(’+':/—1) > 41

i
und daher fitr jedes noch so grosse x:
Chmd ) > b > ) A 5 .
b a >x-a d h alion > a 4+ %-a

was der Voraussetzung widerspriiche, dass durchweg: [a| <g.

Bs muss somit  lim «a eine bestimmte Zahl seln.
H=o,r=m o

Daraus folgt dann schliesslich mit Beniitzung des Satzes in

Art. 3 (Gl (R)) die Existenz der Grenzwerthe lim (lim (tf:')).

r=w \pr=w’

lim (Tim ((() und thre Uebereinstimmung nut  lim r(fl').

n=w\r=w He=oyy =9

Das analoge Resultat ergiebt sich ohne weiteres fiir eine
niemals zunehmende Folge (¢®). wenn man beachtet. dass
in diesem Falle die Folge (—«a™) eine niemals abnehmende

. o (1') I . ()' \ . .
und lim (— %)) = — lim (a‘"’)) 1st.

Als Corollar zu dem eben bewiesenen Satze kann man
noch folgendes aussprechen:

Ist die Folge («") monoton., so zieht jede der drei
Gleichungen:
(30)  dim @ = A, lim (lim a0y = 2. lim llm « ')) — A

n=xn,r=mw ' r=EE\ =00 n=w

die beiden anderen nach sich.



A. Pringsheim: Tlementare Theorie der unendlichen Doppelreihen. 111

Denn aus jeder dieser drei Gleichungen wiirde fiir jedes
beliebige (u, v) folgen:

a® < ad < A,

falls die ) niemals abnehmen; und:
ﬂg” >aM> .

falls die «® niemals zunehmen. In jedem Falle miissen also
die
dass die Richtigkeit der oben ausgesprochenen Behauptung aus
dem unmittelbar zuvor bewiesenen Satze hervorgeht.

Ferner ergiebt sich noch:

Ist die Folge («) monoton und:

al | ’durchwog unter einer endlichen Zahl bleiben, so
It 1

lim a) = A4

=L

so hat man auch:

lim ) = A.
n=or=w °
Denn bedeutet » die grissere der beiden Zahlen pu, ». so

hat man stets :

o
tw]

([f:’) < a® < A.

Daraus folgt aber die Existenz cines endlichen  Tim a'
H=mxyr=uw '

und somit die Bezichung

31 lim = lim a(".
=, r=0mn ' r=m

5. Bleihen die absoluten Betriige einer monotonen
Zahlenfolge («) nicht unter einer festen Grenze, gicbt es
also zu jeder noch so grossen positiven Zahl G Werthepaare
(11, »), fir welche | a | > (/. so konnen nur die folgenden
zwei Iille cintreten:

Entweder die Folge («®) ist eine niemals abnehmende.
Dann miissen die a0 fiir ‘hinliinglich grosse Werthe von p
und > durchweg positiv werden. so dass also geradezu
([v.f"') > d
(32) lim a =,

H=® r= w
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und, wie leicht zu sehen, auch:

(33) lim (lim ) = lim hm (l(’)) + .

r=m \it=»"' n=w

Oder die Folge (@) ist eine niemals zunehmende.
Dann bilden wiederum die Terme (— «®) cine niemals ab-
nehmende Folge, so dass zuniichst :

lim  (— a!) = 4 oo,

.I[ = :n’ P=n
und daher schliesslich :

(34) lim ah) = lim (lim (lf:')) = lim hn] (((’ )) =_—

ft=w, r=2 r=m \u=oun' H=om

Man kann dieses Resultat auch in folgender Form aussprechen:
Ist die Folge («*) monoton, so zieht jede der drei

Gleichungen (30) die beiden anderen nach sich, auch

wenn . die Bedeutung von 4 » oder — o hat.

§ 2. Unendliche Doppelreihen: Convergenz und Divergenz.
Beziehungen zwischen einer Doppelreihe und der Reihe
der Zeilen- bezw. Colonnen-Summen.

1. Setzt man:

wf® 4 u® oL u;f’) ]
1 1 !
() | I L i R O S .—}—uf()

+ o) ) 4.+ ulf:’)
s0 heisst die unendliche Doppelreihe:

w4 @ 4 .+u§?) 4+ ..
+ a4 .-{—1(9) 4. ..

convergent. wenn lim S® (in dem § 1, Art. 1 definivten
n=wr=wn '

Sinne) einen bestimmten Werth besitzt.
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Ist etwa:
(3) lim 89 =5,
pH=m oy =m
5o heisst S die Summe der unendlichen Doppelreihe (2).
Zuar abgekiirzten Bezeichnung der in GL (1) und (3) enthaltenen
Aussagen dient die Schreibweise:

w
4) 2 ul) = 8.
4 - ,

In jedem anderen Falle heisst die Doppelreihe (1) di-
vergent, und zwar eigentlich divergent, wenn:
5 ' ) — o bezw. — — o
(5 lim 'S.u = -4~ » bezw. w0

n=®,y=®

uneigentlich divergent oder oscillirend (unbestimmt),
wenn {iberhaupt kein endlicher oder bestimmt unend-
licher lim S existirt.

H=wov=cw»

Wir bedienen uns in diesen Fiillen gelegentlich der zwar
nicht ganz correcten, aber bequemen und zu Missver-
stindnissen keinen Anlass bietenden Bezeichnung: die Summe

@®»
der Doppelreihe (1), in Zeichen: Xw»a®, sei unendlich
. 0 ¢
gross bezw. unbestimmt.

2. Wie ein Blick anf das Schema (1) lehrt, hat man:
R

| O L e ) = SE = Sr=D (>,
Kbenso:

[ ud o+ A ul) = S»
lug» Fud U =S80 (>,

(6)

(7)

Daraus folgt weiter:
] () 1D =S, u) =SSO 5O, (u21), uP=5p S0 (r=>1),
B =SS, =S
() =SS (SO0 S0 )

1897. Sitzungsb. 4, math.-phys, CI, 3

(n=>1, »>1).
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Die letzte Gleichung zeigt, dass:

9 lim  w = 0
o,y @t
sein muss, wenn  lim  S" =S ist, d. h. wenn die Doppel-
noomprow
reihe convergirt. Insbesondere ist also bei einer conver-
genten Doppelreihe stets:
(10) hm o = 0,
7 @

d. h. die Terme der Haupt-Diagonale (Schema (2)) miissen
schliesslich gegen Null convergiren. Da andererseits die lxi-
stenz eines bestimmten  lim S nach Art. 2 der vorigen

j—w,

Paragraphen keineswegs diejenige von:

» o w

lim S fiir irgend einen endlichen Werth von »

n=w
lim St . . . . -
r—oaw

involvirt, so lehren die Gleichungen (8), dass selbst bei einer
convergenten Doppelreihe
hm 'z((” fiir keinen einzigen endlichen Werth von »
== Q0

hm o . , . "

. M
.

zuverschwinden braucht. Mit andern Worten: Kine Doppel-
reithe kann sehr wohl convergiren, ohne dass die Terme
einer einzigen Zeile bezw. Colonne mit unbegrenzt wachsendem
Stellenzeiger der Null zustreben.

Beispiel. Man sctze:

( )u—i—r 1 1 H= 0. 1, 2, P
v i
(i) Sl 9(11+]) /(/’+u" y =0,1,2,...)°

wo @ > 1. und daher nach Gl (8):

10 — __1 .
0 a1
u 3 1y 2
atr=") <r1”+ u+1>’ =" ')'1')_<1+~+1)
& ) ‘,1 (1>12>1)
A
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Die Doppelreihe L" v 1(,, ist alsdann convergent, denn
es ergiebt sich:

(13) lim 8% =0.

= myre=Em

Nichtsdestoweniger hat man:

' 1
Iim ”(()\ — L. hm | at =— (r= ]’ :-)", S ),
n=m a ] nH=m & a
(14) | 1 1
) : S DR 1 9 2
" = — = - (U= 1,2,9,...),
L o = sl = e =29

sodass also die Terme jeder einzelnen Zeile und Colonne durch-
wee von Null verschieden bleiben.

3. Ist:
(1) lim S"" = S0 fiir: »=0,1,2,...n,

n=uw

so folgt aus GL (6). dass:

@x

3 ul® = SO
(16) g
= . : ,
2ou = S0 SN (py=1,2,...n)
0 E

d. h. fallen die Grenzwerthe lim f\“‘ firr=0,1.2....5n end-

l(—.’)
lich aus, so bildet die 1te, 2t (n 4 Dt Zeile je eine
convergente Reihe,
Umgekehrt hat man:

n

(17) Sy =Y ul‘”+L w4 +L~ ur (v==10,1.2,...),

)]
und daher:

@ @© .
(18) lim “‘—E,, w34 A Yeu (r=0.1,2,...0),
n=w 0 ’ 0 ’ 0 '
falls die rechts stehenden Reihen, d. . die Tte, 2t (5 - )t
Zeile siimmtlich convergiren.
Hieraus folgt also:
S*
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Die Existenz endlicher Grenzwerthe Lim S fiir

!l:-’.ﬂ
y =0, 1,2,... ist identisch mit der Convergenz aller
einzelnen Zeilen.
Die analoge Beziehung besteht dann offenbar

zwischen der lxistenz endlicher Grenzwerthe lim ;S'“‘”
r o

fir n=20,1,2,... und der Convergenz aller einzelnen
Colonnen.

4. Mit Bentitzung dieses Resultates liefern aber die im
vorigen Paragraphen gewonnenen Krgebnisse iiber die Grenz-
werthe zweifach unendlicher Zahlentolgen ohne weiteres die
folgenden Niitze:

I. Eine Doppelreihe kann convergiren, ohne dass
eine cinzige Zeile oder Colonne eine convergente Reihe
bildet. Es kann dann aber immer nur cine endliche
Anzahl von Zeilen bezw. Colonnen eigentlich diver-
giren oder ein unendliches Unbestimmtheits-Intervall
besitzen; und es muss das Unbestimmtheits-Intervall
aller Zeilen und Colonnen von einer hestimmten an
beliebig klein werden.

Dies folgt aus § 1, Art. 2. Ein Beispiel einer Doppelreihe,
bei welcher sicher keine einzige Zeile und Colonne con-
vergirt (denn die unendlich entfernten Glieder hatten ja nicht
eimual den Grenzwerth Null) wurde bereits am Schlusse des

Art. 2 gegeben.  Hier war (Gl (11):

TRV Cant Dl & O
Sv" T 2(+1) (r/." i a")

also:

o N (=Rt D a1
S So- =X ) } i (4 , 1).
I " 9 ((, + ]) e + o (1 >_ )
sollass also die 1' Zeile in den Grenzen

1
+2(((+I)'

die
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1 ST
(r + Die (wo »>1) in den Grenzen + | - oscillirt. Das

analoge gilt beziiglich der Colonnen. Um ferner convergente
Doppelreihen herzustellen, in denen eine belichige endliche
Anzahl von Zeilen (Colonnen) eigentlich divergirt oder
ein unendliches Unbestimmtheits-Intervall besitzt, Dbraucht
man nur in irgend einer convergenten Doppelreihe eine be-
lichige endliche Anzahl von Zeilen (Colonnen) durch die
Terme irgendwelcher eigentlich divergenten oder unend-
lich-unbestimmten Reihen, ebensoviele andere Zeilen
(Colonnen) durch die nimlichen Terme mit entgegenge-
setztem Vorzeichen zu ersetzen.

IL. Ist ausser der Doppelreihe: i:,,,,v u =5 jede
- 1

@
cinzelne Zeile: Y. ufz" (r=0.1,2,...) oder jede ecinzelne
0

el
Colonne: Y » (" convergent, so convergirt auch die Reihe
=

der Zeilen-Summen hezw. diejenige der Colonnen-Summen
gegen die Summe S, d. h. man hat:

»w G ® ) .
(1 ()) )_‘,1' L‘,/( /{;:') _—— »\'. hezw. L‘It 2-"1' ll;,”) == b‘.l)

0 0 [§] ()]

1) Das Symbol:

e @
X Xy

8] 0

b ($)

hat allemal die Bedeatung von:
" I m
im { lim
n=uz \m== 2.[" L" ”

lim ( lim S("’) .

ausfithrlicher geschrieben:

d. h. von:

wn=w \m=w M

(Fortsetzung auf der niichsten Seite!)
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<

Denn nach § 1, Art. 3 hat die Annahme:  lim 8= 8

H=x,r=w

und  die Existenz der Grenzwerthe lim S (» = 0,1, 2,...)
1 2 2

.ll =
bezw. lim S (1 = 0,1, 2, .. .) stets zur Folge, dass:
r=ax
(20) hm (lim S9) = 8 bezw. lim (lim S) = 5.
i r=w u=w ' u=wr=w '

Man kann den Inhalt des Satzes I auch folgendermaassen
aussprechen:

Die Summation einer convergenten') Doppelreihe
mit convergenten Zeilen oder Colonnen kann auf zwel
successive auszufiihrende einfache Summationen zu-
riickgefiihrt werden, niimlich:

@ _ @ w o » ) » » N .‘
(21) Twruld) = | Yiutt] hezw. 3 v ) =P | e} > )
[¢] 0 0 0 0 0

Man bemerke schliesslich, dass der Satz II mutatis
mutandis auch richtig bleibt, wenn 4 o oder -~ w an die
Stelle der endlichen Zahl S tritt, da die Gleichung (20} auch
i diesem Falle Geltung behitlt (s. § 1, Art. 3, GL (8): also:

IIT. Tst die Doppelreihe der «" mit convergenten
Zeilen Lezw. Colonnen eigentlich divergent, so gilt das
gleiche von der Reihe der Zeilen-Summen hezw. Colonnen-
Summen.

Das analoge gilt fiir das Symbol:

» w y
2:,” Zl’ 11;:') .

0 0

Man kionnte ein solches Symbol, zuin Unterschiede von demjenigen
«© ¢
der Doppelreihe: 3w, passend als iterirte Reihe bezeichnen,
0
ein Ausdruck, dessen Analogon zur Vermeidung von Zweideutigkeiten
sich auch fitr die Theorie der bestimmien Integrale empfehlen diirfte.
) Die Convergenz der Doppelreilie, d. h. die Existenz eines
endlichen  lim b'l’:') muss a priori feststehen, sonst ist der Satz

n==m oy wm

nnrichtig, wie Satz IV zeigt.
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Mit Beriicksichtigung dieses Satzes und der weiteren Be-
trachtungen in § 1, Art. 3 ergiebt sich sodann:

IV. Auch wenn alle Zeilen und Colonnen conver-
gente Reihen bhilden. und wenn sowohl die Reihe der
Zeilen-Summen, als auch dicjenige der Colonnen-Summen
gegen die namliche Summe S convergirt, so kann die
betreffende Doppelreihe nichtsdestoweniger divergiren
und zwar (nach Satz UI) allemal uneigentlich. Dieses
muss der Fall sein, wenn die Reihe der Zeilen-Summen
und diejenige der Colonnen-Summen gegen verschiedene
Werthe convergiren.

Um Beispiele derartiger divergenter Doppelreilien zu
gewinnen, hat man lediglich fiir S einen jener Ausdriicke o
zu wiihlen, welche i § 1, Art. 3 niither untersucht wurden,
und sodann die Reihenglieder «" vermittelst der Gleichungen (8)
entsprechend  darzustellen.  Setzt man z. B. (s. § 1, GL (16)
(19) (22) (25)):

oo T RN .. ( 2z ,..)"JH whv?
B L (o) T4 242 \ T4 (u—r)*
so hat man:

l lim S == lim S =0 <.” =0.1.2.. )
. ‘ ) )

= r=oun ,:('-1 9

l lim (‘lim = lim (lim By =1

r=mw ‘\n=ow ° / u=w r=mm A
withrend  lim St micht existirt. Fs convergirt dann also
n=mar=m»

Jede Zeile und jede Colonne gegen die Summe 0, desgleichen
die Reihe aller Zeilen-Summen, wie auch aller Colonnen-
Summen gegen die Gesammtsumme 0, withrend die betreffende
Doppelreilie oscillivt.

Nimmt man ferner fiir S‘”’" einen der folgenden Ausdriicke

(s. § 1. GL (12):

(=2 I L ("t i
| ! sl a2 !

S0 Ist:
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(25) lim (Iiln S"") =1, lim (linl S(”’) =0,
- i " £
r=0u !I:m ‘ll.='\7¢ r=x

sodass also die Reihe der Zeilen~-Summen gegen die Summe 1,
diejenige der Colonnen-Summen gegen die Summe 0 con-
vergirt. Kine verhiiltnissmiissig einfache Form der Reihen-
glieder « liefert iibrigens der letzte der Ausdriicke (24),
némlich:

: . . 1 w N et 1\t
2 3 .(O)=.‘l.. "] ORI L 0= . : —— 5 - L1
(26) u=3, imithrigen: u e (,LL'H) pa (;“"*"-)) )

5. Hat man durchweg 'u‘f:"_> 0, so bilden die S® allemal
eine monotone (uiimlich niemals abnehmende) Folge positiver
Zahlen. Daraus ergeben sich aber sofort mit Ritcksicht auf
§ 1, Art. 4 die folgenden Siitze:

V. Ist >0 und bleibt S unter einer endlichen
Zahl g, so convergirt die Doppelreilie der ) gegen
eine bhestimmte Summe S. Zugleich convergirt jede
Zeile und jede Colonne, und die Reihe der Zeilen- bezw.
Colonnen - Summen convergirt gleichfalls g

u gegen die
al \d
Summe S.

VL Ist w20, so zieht jede der drei Gleichungen:

97 o ) — § N ) S SRS w = S
(»_,{) L-”’ v “‘!‘ =0, Lv L/l “p =D, L/( Lv =0
0 [ 0 0

die beiden anderen nach sich. Dies gilt auch noch,
wenn 4 % an die Stelle der hestimmten positiven
Zahl S tritt.

Die Siitze V und VI bleiben selbstverstiindlich in Kraft.
wenn unter den Termen (" negative Zahlen in endlicher
Anzahl vorkommen. ‘

1) Es ist dies im wesentlichen das von ¥. Arndt herriihrende Beispiel
{Grunert’s Archiv, Bd. 11. S. 819) Beispiel (s. Stolz, Allg. Arithmetik,
Bd. I, 8. 246).
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§ 3. Bezichungen zwischen einer Doppelreihe und der
aus den Diagonal-Summen gebildeten einfachen Reihe.

1. Formt man das zweifach unendliche Schema:
u® 4w 4.+ HSE’) + ...

B R SR R PRI SR

(15) e

+u a4+ z&j:') + ...

+.

i eine einfach unendliche Rethe wu, indem man die Terme

#™ nach ,Diagonalen® ordnet, d. h. indem man bildet:
& 0 =1 (1 o)
9 N Q0 o gylr y— } 5
(2) D, woiw, =u i o A
0
so besteht zwischen der Doppelreihe der #™ und der ein-
]
fach-unendlichen Reihe Yww cine vollkommene Aequi-

0
valenz, sobald w("> 0,

Es gilt dann niunlich, wie das Sclienia:
©) ) m
! O A LI R T
udd + .. um
(23)
s

olhme weiteres zeigt, die doppelte Ungleichung:

n 2n
* Yo, < SW Y, .
0 0

Wenn mun die Doppelreihe gegen die Summe S con-
vergirt, so hat man speciell lim S™ == S, ulso:
Ho-w
n
Yooul IS,
» .

]
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und daraus folgt zuniichst wegen w >0, diec Convergenz der

[es]
Reihe 35w .
0

Brinegt man sodann Ungl. (3) auf die Form:
tw ] o
‘),L
() 0 <S8 *“L" w, < Y,
n41
. . , »
so erkennt man unmittelbar, dass: Iim (b;:"‘ =Y,y =0,

. H-n 0
und somit:

(5) Yo, = S.

. B @ .
Umgekehrt: Wenn Y0, gegen die Summe S con-
0
vergirt, so lehrt die Ungleichung (4), dass auch:
b H el o :

(6) lim S::” =5,

i3 w

und somit nach § 1. Gl (31) auch allgemein:

h

(7) lim  S" =S,
et

R Ly
Daraus folgt weiter, dass die Doppelreihe der o™ und

die Reihe Y, auch allemal gleichzeitig divergiren,
O
falls eine der beiden divergirt.

TFasst man dieses Resultat mit dem Satz VI des vorigen
Paragraphen zusammen, so ergiebt sich an dessen Stelle der

folgende etwas allgemeinere:

Ist w > 0. so zieht jede der vier Gleichungen:

=3 ) ,V

(%) P N"”"'= S, 2_ L,, H“)— S, }_,,X u‘” = 5, L, w =S
0 0 5

die drei anderen nach sich, gleichgiiltig, ob S endlich

oder unendlich gross ist.
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2. Um die Bezichung zwischen einer beliebigen Doppel-
reihe 35 u? und der Reihe Y, festzustellen, schicken wir
i 1" g
0 0
zuniichst den folgenden Hiilfssatz voraus, welcher eine Ver-
allgemeinerung eines hekannten Canchy'schen?) Satzes dar-
stellt:
. . =0y 152 .
Bleiben die Terme a0 (/ ‘ numerisch
" — <)
: y=20,1,2,...
unter einer endlichen Zahl g, und ist:
¢ N (r) —
(4 lim ) =u,

" e e

(wo « cine bestimmte Zahl incl. Null vorstellt), so wird:

(n) n—1) 1) 0) ”n
\ . ”’On +((1” +"‘+”( —l (ln I \ (n—r) —
(10) lim = - = lim 2 a T =a.
ne=m w1 :—/,”‘I"] 0

Bewels. Man hat zuniichst identisch:

n k3
(1) Yot e 1) o= Y (@ - ).
0 0
[n Folge der Voraussetzung (9) kann man nach Annahine
einer belichig kleinen positiven Zahl ¢ eine Zahl m so fixiren,
dass :

(12) av) — o <& fiir: vZ>2m,on—rv 20

Ninmnt man jetzt #>2m an (also: w—m>m) und
schreibt GL. (11) folgendermaassen:

Yrdah= o (n4 Da
(]

(];) n
—m n
. L (”Uh m_ ’() + L (([m—x\ B ((“) + Z" ((,Ul—l'l‘ (,t).
mf-1 n—m--1

so wird in der zweiten Summe der rechten Seite durchweg:
at " —q < oin der ersten und dritten zum mindesten:

car g | < e g g4 al, und daher:

L Analyse algébrique, p. 54.
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i

(1.0 1}"_‘3,.(15?‘—"‘ =D a|[<@m 4D (g4 a4 (e~ 2m0) €

0

oder:

I " ) _;/1—}-1 21
o | SN w—r)_ | - .o
(l 5) L1 2“ (/‘V al < l/+ (l < a1 > ;

Liisst man hier » m's Unendliche wachsen, so wird:

Lo N
; v g g,
(16) lel P %, 0 a <
also schliesslich:

17) e N par =
( n=x i + J 1] '
3. Nunmehr kinuen wir den folegenden Satz heweisen:
Besitzt die convergente Doppelreihe:

x

Eu, y i = S
5 "

0
die Higenschaft, dass die einzelnen Zeilen und Co-
lonnen convergiren oder innerhalb endlicher Grenzen

ol
oscilliren, so kann die Reihe ¥, nur convergiren oder
0

oscilliren.!) Im ersteren Falle ist dann auch:

& /
Yrw, =8
0

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass i Folge der ge-
nrchten Voraussetzungen lb“‘ fiir alle moglichen g, » unter
einer festen Zaht ¢ bleiben muss.

Wegen der Convergenz der Doppelreihe  gegen die
Sumie S lassen sich jeder positiven Zahl & zwei Zahlen w, »
zuordnen, so dass:

1) Sie kann also niemals eigentlich divergiren. Dagegen
kénnen ihre Unbestimmtsgrenzen auch + o werden (s. das Beispiel in
Art, 4)
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|80 — 8 e fiiry p>m, v2>mn,
! -
also:
S e <SMS H- &,
und somit:

(18) SN He (wZmy v 2.

Betrachtet man jetzt die ersten n Zeilen der Doppelreihe,
50 bleiht nach Voraussetzung die Summe jeder einzelnen,
wieviele Glieder man auch summiren mag, numerisch unter
einer endlichen Grenze. Dasselbe gilt also auch fir die-
jenigen Summen, welche entstehen, wenn man die ersten
2, 3, ... n Zeilen addirt, sodass man setzen kann:

(19) [ S <y flir: p=10,1,2, ... 1n inf., »<u,

wo ¢  eine bestimmte positive Zahl bedeutet.
Analog ergiebt sich durch Betrachtung der ersten a (‘o-
lonnen:

(200 | SOI<g” i g <, y=0,1,2,... in inf.

Bedeutet jetzt ¢ eine Zahl, die von keiner der drei Zahlen
S e gy g7 diberstiegen wird, so bestehen alle drei Be-
zichungen (18) (19) (20) gleichzeitig, sobald man jene drei
Zahlen durch g ersetzt, d. h. es ergiebt sich schliesslich:

0 =0,1,2,... In inf.

21 [ SO <y fiir: [ Yo

(24) o <9 \1!:(),],2,... in inft.
Nun werde gesetzt:

(22) Wyt w, 4w, = W,

so hat man fiir v > 1:

W, =ud 4+ @+ 4@, 00 4 u® = SO
B R SRS S SO S TON + (S, —8V )

F )+ e + (S®,—SM,)
+. 4
+ + (5§ —Sy=Y)

oder, anders geordnet:
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(23) W =SO85 4., .+S(1""”+S(()"‘—{S(°) 8 A .+Sg"‘”}
» r r—= e r—2
Substituirt man hier der Rethe nach v =1, 2, 3, ... % so
ergiebt sich:
T — S0 (1) (0
7, = S0 4 50— 5P
Wy = 80 + 80 + 5P — {81 + 5}
r v 2 P
W, = S® 4+ SO + N\l-) 4 Sg‘) - {b'f_,o‘ 4+ S( 4 Sff)}

T — NW) i) o j un () _ §n—1)
W= SU4 S r.. +s ST “n_ oo - S0y,
und wenn man diese # Gleichungen zu der folgenden addirt:
7 — S0
W, =S

. . : ]
so resultirt nach Hinzufiigung des Pactors g
n -1
. 1 M B S““ _;_ S(” (2)
n o oew A e S
n—+1% w4 1

Hieraus folgt aber fiir lim % = %, mit Beriicksichtigung

A
o

der Bezichung  lim St =5 und des nnmittelbar zuvor he-

" x,r W

wiesenen Hilfssatzes:

o3 ‘ 1 n" .
(25) hm g }0_, U“

@
Wenn nun Y20, convergirt und etwa:
g = N r s
(26) Spw, = lm W = H
0 n @

ist. so ist, nach dem im vorigen Artikel ecitirten Cauchy’-
schen Satze, auch:

-)—' RSN X ,'-
(27) hm +1 Z. w, 1,

so dass sich auns der Verbindung der Gleichungen (25)(27)
ergieht:
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m
: N
(_.)R) Zr 7(". 50
: 0
Wiire nun  andererseits Y v, eigentlich divergent.
0 .
also lim = -+ % Dbezw. = — . so miisste wiederuim nach
" o

jenem Cauchy'schen Satze:

113

lnn - e o= % besw. = — =
Eaie

sein, was der Gleichung (25) widerspriiche.  Daraus folgt mit

Nothwendigkeit, dass die Reihe i‘,r i, falls sie nicht con-
0
vergirt, jedenfalls nur oscilliren kann.
4. Um an ecinigen einfachen Beispielen zu zeigen, dass
die beiden im vorigen Satze hervorgehobenen Mioglich-
keiten auch wirkich emtreten kimnen. werde gesetzt:

1 " — T
("'") ”.u - L.H+1' ’/l—{-r—|—l’

»
wo Yo ooals (bedingt oder unbedingt) convergent ange-

e
0

nommen wird. Die aut diese Weise definivte Doppelreihe wird
durch das Schema dargestellt:

)t (v, —v,) +(w,—v,) +...+(v'"—'r!’+l) +...

=)ty F,—v) Fo (e, 0,40 T

+ (o, — )+ (ry— '.4) + (1.4 o l’a) +...+(’U”+2 N +%) .
(:{m-i-........... ‘
+(’I"v- ‘rr-{-l)+(-{‘1'+1_7‘1'+'2r)+(-7.r+2_ 1’+'i)+ +(’ u+1' (+a' 1)+

+.

Dasselbe ist offenbar convergent und besitzt die Summe:
£

Yo, Denn man hat:

0

31 i mfn-f-1 m m }-11—{—1
(.) ) \'” = L‘ ’ LI‘ I.l‘ » - L

wi--1 1] 141

|
t’
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Die ecinzelnen Zeilen und Colonnen sind gleichfalls

convergent und ihre Summen der Reihe nach = Vg Vgs Vgy + + -

Andererseits hat man offenbar:
(32) w o= (v 4= 1) (v, — v,41)
und daher:

n—1
Yo, = (g0, + 2 (¢, v 3 (e — 1)+ (e 1)
0

n—1

(33) -——L,- LR,

@
Diese Gleichung lehrt, dass Y2, dann und nur dann

0
convergirt, wenn lim n - v cine bestimmte Zahl ist. Lets-
n @
teres ist aber nur in der Weise miglich, dass:
(34) lim 2« == 0.

" x»

Denn die Bezichung lim 7 - ¢, = «. wo '« >0, wilrde ja

K ¥

die Divergenz der Reihe Yo zur Folge haben. Hiceraus folgt

also, dass in der That:

e @ w0
(.))')) z;r 1{", = 21' Z'], d. . = Z_‘,y, » (r."‘l'” — /",,+.,.+|\)
O 0 0

»
wird, wenn Yo, iiberhaupt convergirt.  Um Beispiele

0
dieser Art zu gewinnen hat man ﬂso nur 2 der Bedingung

(34) gemiiss zu wiihlen (z. B. v = =0 +] 0= v —{-(2_)1,21(2/ _Fz—))
Da lim % - v, auch nicht = + o bezw. = -~ % sein kann

, - - hed . . .
(weil sonst wiederum Yo, divergiren miisste), so erkennt
0

=
man zuniichst aus GL (33), dass Y5 e i keinem Falle eigent-

lich divergiren kann.
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Im iibrigen bleibt nur noch die Moglichkeit offen, dass
lim inf #-¢, und lim sup n-v¢, verschieden ausfallen. In

n=uw n=rxr

@« o .
diesem Falle oscillirt dann die Reihe Y3» 2, nach GL (33) in
0
den Grenzen:

(36) }:. v, — lim sup » - v, und: }J_, v — liminfn o .
1] n=aw 0 =0
(Beispiele. Man setze:
T (_— 1)', e () — 1-]-y _ 1 R .__]k I
v, == _F], also: ) = (— 1) | : —+- Pl

Alsdann wird:

liminfn.r, =—1, limsupn-v, =41, und da:
n=r HN=
& » (— 1) ;
2_‘,,. v = z;,. = lg 2’
0 ' 0 L + ]

so crgeben sich: (Ig2 — 1) und (g2 4 1) als Unbestimmt-

@
heitsgrenzen von ) .
]

Setzt man dagegen:

(— 1y 1 1
Y = 2 y alsor ) = (— Dt | e e ),
Vy4-1 : Vutr41  Vautr42
so wird: Iminf n-v = — %, limsup n+¢ = 4 =, und die
Hn n :
H= 0 nH=w
@ . - . .
Rethe 330, oscillirt somit in den Grenzen — o und 4 o).
5
0

5. s verdient ausdriicklich hervorgehoben zu  werden,
dass die bei der Formulirung des Satzes in Art. 3 gemachte
Kinschriinkung, welche sich auf die Endlichkeit der Zeilen-
und Colonnen-Summen bezieht, nicht etwa lediglich der Be-
weisfithrung zu Liebe eingefithrt wurde: dieselbe hildet
vielmehr eine wesentliche Voraussetzung fiir die Giiltigkeit
Jenes Satzes, . h. der letztere kann thatsiichlich hinfillig
werden, wenn die fragliche Bedingung nicht erfiillt ist.

1897. Sitzungsh. d. math.-phys. Ci. t
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Man kann dies in sehr einfacher Weise aus der folgenden

- . 2 e g
Ueberlegung ersehen.  Bs sei Y u? =S irgend eine con-
0 '
vergente Doppelreihe, fiir welche die Beziehung hesteht:
0 . ~ . .
Y, = 8. Man bilde nun aus dieser Doppelreihe eine neue,
O
mdem  man die Terme der ersten Zeile, also die

(u=0,1,2,.. durch o« 4 ¢ , die der zweiten, also die
ud, durch wh — v ersetzt. wo die » (u=0,1,2....) eine
nach Belieben zu wiihlende Zahlenfolge bedeuten.  Man erhiilt
auf diese Weise das folgende Schema:

O o)+ @O-f e )4 @O Ao O )
4 (i —vy) + @ —v )+ ... @N —v, ) (@—v )+,
2) 2 2 2
(37) 4+ + u? +... 4 ul® 4+ u® +...
+ + i 4+ + +...

+.

und erkennt unmittelbar, dass auch diese Doppelreihe gegen
die Summe S convergirt.

Bezeichnet man sodann  die  Diagonal - Summen  dieses
Schema’s mit o (» =10.1.2,...). s0 wird:

["11=~r:"'+v..
A ) e, ) 0 (1)
=”.l' —’.1' -1 + I‘l’

und daher:

(38)

»n H
(39) Sl =Yww .
0 1
Ist nun lim ¢, = endlich und von Null verschieden,
NH=w
so wird nach Gl (34):
2 oo i N
(40) Yo, =S4,

Y]
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»n
d. h. die Reihe Y5 o) bleibt zwar convergent, ihre Summe
i
ist aber verschieden von derjenigen der hetreffenden Doppel-
reihe. (Beispiel: v =1).
: o T o P v e + (1 a,
Ist dagegen lim ¢ = 4 % oder = — o, so lehrt Gl. (34),

n=mx

e . . . . -
dass die Reihe Y5 r! eigentlich divergent wird. (Beispiel:
v

=]
Die Reihe Y s 10 verliert also hier thatsichlich jene Kigen-
0

schaften, welche ihr nach dem Satze des Art. 3 zukommen.
falls die Zeilen- und Colonnen-Summen durchweg endlich
blethen.

§ 4. Absolut convergente Doppelreihen. — Identitit
zwischen absoluter und unbedingter Convergenz.

. = 0,1, 2,
1. Die aus den Termen 2t [ £
Oy 1, 2,

") gebildete
— (). .
Doppelreihe heisst absolut convergent, wenn die Doppel-
reihe der |u® | convergirt.

‘l‘

Um vor allem nachzuweisen, dass eine in diesem Sinne
absolut convergente Doppelreihe {iberhaupt convergirt.
werde gesetzt:

() [1]] (

fel® | [a®] 4 ... 4+ 1O

D 1)
-+ | o Wl 4 l(
D) i ")
e el SR ETIIE ?(“)[
withrend AS“' wiederum die entsprechende Summie der 71(" be-
zeichnen mag. Da allgemein:

2:]((”) !
’IL
(wobei sich die Summation links und rechts tiber die niim-

. , .
lichen Werthe von g, » zu erstrecken hat), so hat man:

9

(1) S
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c C Qne0) ‘() | Q(n40 Qi
2) SeAD S < S0, — S,

sodass gleichzeitig mit  lim SO stets auch  hm  S®

m==rnn=x m=xn=w
einen bestimmten Werth besitzt, also mit der Doppelreihe
der |[u stets auch diejenige der « convergirt.

2. Solche absolut convergente zeigen ein ganz ana-

loges Verhalten, wie convergente Doppelreihen mit posi-
tiven Gliedern. Insbesondere gilt der Satz:

Ist die Doppelreihe der u absolut convergent
und: ‘
3) }2‘“, vt = §,
¢ B & '
so convergirt auch jede ecinzelne Zeile (Colonne) und
die Rethe der Zeilen-Summen (Colonnen-Summen) ab-
solut, und man hat:

'D. 0 ; . . A
CYND I '115:" =S (Rethe der Zeilen-Summen)
] I\

5 3% 3w a0 =S (Reihe der Colonnen-Summen).

G) S 3 ( )
Ebenso convergirt die Reihe der Diagonalen ab-

golut und zwar auch daun, wenn man die einzelnen

Terme «" als Reihenglieder auffasst, und man hat:

x5 x . GN (Reihe der
(6) 2“‘14 el e R Diagonalen).
Beweis. Da nach Voraussetzung die Doppelreihe der
| u™ " convergirt, so convergirt in dem Schema der #®
jede Zeile und Colonne. die Reihe der Zeilen- und der
Colonnen-Summen und die Reihe der Diagonalen. In
Folge dessen ist aber in dem Schema der 1) jede Zeile und
Colonne, die Reihe der Zeilen- uud der Colonnen-
Summen und die Reilie der Diagonalen absolut con-
vergent (auch wenn man durchweg die einzelnen Terme u!?)
als Rethenglieder auffasst). 1
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Es handelt sich also nur noch darum zu zeigen, dass die
hetreffenden Rethen siimmtlich die Summe S besitzen. Fiir die
Reihe der Diagonalen (Gl (6)) folgt dies aber unmittelbar
aus dem Satze in Art. 3 des vorigen Paragraphen.

Die Giiltigkeit der Gleichungen (4) und (5) ergiebt sich
dann  schliesslich, indem man eimen hekannten Satz?) iiber
absolut convergente einfach-unendliche Reihen aunf die
Reihe (6) anwendet, nimlich: Vertheilt man die Glieder einer
absolut convergenten Reihe mit der Summe S in unend-
lich viele Reilien, so st jede derselben (absolut) convergent
und die aus ihren Summen gebildete Rethe convergirt gleich-
falls gegen die Summe S,

3. Der im vorigen Artikel bewiesene Satz liisst sich ohne
weiteres in folgender Weise umkehren bezw. verallgemeinern:

Von den vier Gleichungen:

z , ) s . » ® i
) .“u_ » /If:) ==y o )__‘m L/( N‘E:) = b 5 L‘II L,l' Iff:) e ;S )
" " () [} U

(¢)

n

Yo ) w4 ) =S
0

zieht jede einzelne die drei anderen nach sich, wenn
die in der Voraussetzung auftretende Reihe hei Ver-
tauschung der «™ mit ihren absoluten Betriigen con-
vergent bleibt.

Aus der letzteren Annahme folgt niimlich (nach dem
Satze am Schlusse von § 3, Art. 1), dass die Doppelreihe
der | u® | convergent. also diejenige der u ahsolut con-
vergent ist. Sodann ergiebt sich aber alles weitere aus dem
Satze des vorigen Artikels.

In diesem Satze ist offenbar der folgende von Cauchy
herriihrende?), als Theil enthalten. niimlich:

1) s. 2 B Stolz, Allg. Arvithmetik, Bd. 1, S. 242,
2) Analyse algébrique, p. 541,
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Convergiren alle Zahlen des Schemu’s:
9 © 0
) ”(|)+-"+"§¢)‘|‘-'-
! 1 1 0
G ould Al A
(3) L
+uf? + w4+ u‘f"‘) 4 ...
und bilden die Zeilen-Summen eine convergente Reilie
mit der Summe S, so gilt das Gleiche von den ein-
zelnen Colonnen und der Reihe der Colonnen-Summen,
talls die vorausgesetzten Convergenz-Eigenschaften
bei Vertauschung der «? mit ihren absoluten Betriigen
erhalten bleiben.

4. Eine convergente Doppelreihe heisst unbedingt
convergent, wenn jede durch Umordnung der Glieder dar-
aus hervorgehende Doppelreihe gegen dieselbe Summe con-
vergirt, wie die urspriingliche. Dabei betrachten wir die

@
Doppelreihe Yu ¢! dann und nur dann als durch ,Um-

0
- . o0
ordnung® aus der Doppelreihe Yi» u;:') hervorge
0
wenn jedem Terme « ein ihm gleicher ¢ entspricht
und umgekehrt. Es muss also jeder Term, der in dem
Schema:

gangen,

&

wd 2l
wfh )l

(2 21(2 2(2
wo) ”’1) uf)

an einer bestimmten endlichen Stelle erscheint, aueh in
dem Schema:

0) 0 (0)

“o ) vy

(1 21 K1
U N

,(;g_') 7;(12) ,Ug.r)

gine bestimmt endliche Stelle innehaben und umgekehrt.
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Alsdann gilt der Satz:

Jede absolut convergente Doppelreilie ist unbedingt
convergent.

Beweis. Es werde das allgemeine Glied der urspriing-
lichen Doppelreihe mit «, ihre Summe mit S, dasjenige
der umgeordneten mit ¢ hezeichnet. Dann folgt zuniichst,
dass auch die Doppelreihe der o convergirt und zwar ab-

@ . .
solut.  Demn setzt man etwa: Y, u =48, so muss jede

0
begrenzte Doppelsumme, welche aus den Termen |2 | ge-

@
bildet wird, unterhalb S bleiben, sodass also Y[ e con-
& /
. @ - .

vergirt und Y r L*f:’) absolut convergirt. Bezeichnet man
0 '

die Summe der letzteren Doppelreihe mit 7, so wird nach dem

Satze des Art. 2 (Gl (6)):

e { i ¥

Yo (@) =D L+ u®)y = S

0

(‘fl) =

= o Ay — K —_ g

Yo () N ) =1
0

Jede dieser einfach-unendlichen Reihen ist absolut
convergent, auch wenn man die einzelnen Terme #" hezw. v®)
als Reihenglieder autfasst. Die zweite stellb dann aber lediglich
eine Umordnung der ersten dar, und somit ergiebt sich:
(10) T=-5,
womit die ausgesprochene Behauptung bewiesen ist.

5. Um auch die Umkehrung des letzten Satzes heweisen
zu kimnen, schicken wir die folgende Bemerkung voraus. Eine

einfach-unendliche Zahlenfolge:

Uy Mge gy .
liisst sich auf wnendlich viele Arten als zweifach-unend-

liche Folge anordnen, am einfachsten etwa in folgender Weise:
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man theile jene Folge in Gruppen, welche der Reihe nach aus
1,3,5,...2r 4+ 1),... Termen bestehen, sodass also die ersten
» Gruppen zusammen (v - 1)* Terme enthalten, und ordne so-
dann  diese Gruppe zu einem unbegrenzt fortsetzbaren
quadratischen Schema, wie folgt:

O e S
| + t
2
2 — U u L
t .
v @) = e o ow
(10) v
1 .
(1) = oy

i1 E S o] T ridrdl

Bezeichnet man jetzt mit s¢ die Summe aller derjenigen
Terme, welche den ersten » Zeilen und p Colonnen dieses
Schema’s angehdren, so hat man speciell:

n?

(1) =2 p,
1

Wenn nun hIm .vj;') einen hestimmten Werth besitzt, so
n=uown
folgt daraus freilich noch nicht das gleiche fiir — lim 5™
m=nn=x
d. . man kann hieraus noch keinen Schluss auf die Conver-
genz  derjenigen Doppelreihe zichen, welche durch das
Schema (10) definirt wird.

Wenn dagegen lim s® =+ o ist, oder wenn lim inf s®
n= > ="
und lim sup s» verschieden ausfallen. so folgt mit Sicher-
H=2
heit, dass kein bestimmter  lim 00 existirt, und dass
M= w,u= s

somit die Doppelreihe (10) unter keinen Umstiinden
convergiren kann,
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6. Mit Beniitzung dieser Bemerkung und des niimlichen
Grundgedankens, welchen Riemann beim Beweise eines he-
kannten Satzes iiber die bedingte Convergenz einer nicht-
absolut convergenten (einfachen) Reihe verwendet hat, kinnen
wir jetzt den folgenden Satz beweisen:

Eine convergente Doppelreihe, welche nicht absolut
convergirt, lisst sich stets durch Umordnung diver-
gent machen. Sie kunn also keinesfalls unbedingt con-
vergiren.

Beweis. Bezeichnet man wiederum das allgemeine Glied
der hetrachteten Doppelreihe mit 115:'), so liisst sich die Gesammt-
heit dieser Glieder durch Anordnung nach .Diagonalen® in
Form der einfach-unendlichen Reihe anschreiben:

(12)  u® 4+ oD+ u® w0 -

Alsdann folgt zuniichst aus der Voraussetzung. dass diese
Reihe sowohl positive, als negative Glieder in unbe-
agrenzter Anzahl enthalten muss, und dass die Rethe der
positiven und diejenige der negativen Terme einzeln diver-
given: denn in jedem anderen Falle wiirde die vorgelegte
Doppelreihe, wie leicht zu schen, absolut convergiren oder
eigentlich divergiren. Hs werde die Reilie der in (12)
enthaltenen positiven Glieder mit:

(hye (lge (e o o o ().

die der negativen mit:
] )
— b by — b (13)

hezeichnet. Nun entnehme man zuniichst der Reihe (A4) so
viele positive Glieder, dass ihre Summe > 1 ausfiillt, und
fiige nithigenfalls noch so viele ebensolche Glieder hinzu, dass
ihre Gesammt-Anzahl eine Quadratzahl: w3 wird.  Ordnet
man damn diese %7 Glieder nach dem zuvor angegebenen Ver-
fahren zu einem quadratischen Schema, so gilt also fiir
dasselbe die Beziehung:

(13) s > 1,
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Jetzt flige man zu der Summe 55";1) so viele negative
Glieder aus der Reihe ([3), dass die Gesammt-Summe < — 1
wird, und néthigenfalls weitere negative Glieder, bis die
Gesammt-Anzahl wiederum eine Quadratzahl: »? wird
(wo also ny, 2 n, -+ 1). Durch entsprechende Anreithung dieser
Terme kann man das quadratische Schema zu einem solchen

Rl i -
von »3 Gliedern vergrissern und hat sodann:

(14) s < —1.

In analoger Weise bringe man dasselbe durch Hinzufiigung
von positiven Termen aut ] Glieder, sodass:

~ y 9
(1 5) .\’(";'}3) > 2,

alsdann durch Hinzutiigung von negativen Termen auf nvf;'
Glieder. so dass:

{16) "'S»T) <2

Dieses Verfaliren liisst sich in der Weise fortsetzen, dass
nach (2» — 1) solchen Operationen ein quadratisches Schema
von s, Gliedern mit der Summe resultirt:

(”21'— -])

(17) s >,

N2y
nach der niichsten ((2w)te") Operation ein solches von 22 Gliedern
mit der Summe:

(14,)
5 g,

(18) < — 9.

Bei unbegrenzter Fortsetzung dieser Methode entsteht also
aus den Termen u® eine Doppelreihe, deren Summe in den
Grenzen — oo und 4 = oscillirt.

7. Aus dem eben bewiesenen Satze geht aber ohme weiteres
der folgende hervor:

Jede unbedingt convergente Doppelreihe ist auch
absolut convergent.

Und es ergicht sich sodann mit Beriicksichtigung von Art. 2:
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Ist die Doppelreihe der «® unbedingt convergent,
so convergirt auch jede Zeile (Colonne), desgleichen
die aus den Zeilen-Summen (Colonnen-Summen) gebildete
Reilie, und die Summe der letzteren ist gleich der
Summe der Dopypelrethe, d. h. man hat:

xn o @ @
(l S)) X'u, v 'HS:') = L‘l” 2]!1 HE:V) = Z"( Zr ?ff:)
' TR ' 00
Absolute und unbedingte Convergenz erweisen sich
also schliesslich als villig gleichwerthig.

8. Eine Doppelreihe, welche convergirt. ohne absolut
zu convergiren, ist also nur bedingt convergent: sie kann,
wie der Beweis in Art. 6 zeigh, durch blosse Umordnung der
Terme stets in eine divergente Doppelreihe verwandelt werden.
Zu den nur hedingt convergirenden Doppelreihen gehoren z. B.
eo ipso alle diejenigen, bei denen irgend eine Zeile oder
Colonne divergirt: ferner die in § 3. Art. 4 hetrachteten,
bei denen die Reihe der Diagonalen divergirt: denn bhei
einer unbedingt, als absolut convergenten Doppelreihe, muss
ja die Reihe der Diagonalen gleichfalls convergiren
(s. Art. 2).  Andere Beispiele hedingt convergenter Doppel-
reihen giebt Herr Stolz in dem oben citirten Aufsatze.?)

Man bemerke, dass auch bel einer nur bedingt conver-
girenden Doppelreihe, der Ausdruck — lm S bei jedem

g
beliebigen simultanen Grenziibergange lim pt = oo, lim » = o
eine einzige bestimmte Zahl vorstellt, und dass dieser
Grenzwerth bezw, seine Existenz nur dadurch alterirt
werden kamn. dass die Terme ¢ von vornherein in eine
andere Anovdnung gebracht werden.

Bs erschien mir niitzlich, diesen Punkt nochmals ausdriick-
lich hervorzuheben, da iiber den Begriff der bedingten Con-
vergenz einer Doppelreihe noch keineswegs durchweg voll-
stindige Klarheit herrscht.

) a. a. O p. 160. 161,
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So kommt z B. C. Jordan in der neuen Auflage seines
Cours d’analyse®) auf Grund einer, wie mir scheint, durch-
aus  unzulinglichen Definition der Convergenz einer
Doppelreihe zu dem paradoxen Ergebnisse, dass es ither-
haupt ansschliesslich absolut convergente Doppelreihen
giebt,?) und er erblickt darin einen fundamentalen Unterschied
zwischen den einfach- wnd den mehrtfal-unendlichen
Reilen.3)

Auf der anderen Seite hat man den Begrift der bedingten
Convergenz und damit itherhaupt denjenigen der Convergenz
einer Doppelreihe auch hilufig zu weit gefusst, indem man
eine Doppelreihe schon als (bedingt) convergent bezeichnete,
wenn S bei irgend einem speciellen Grenzithergange (etwa

fir w=¢ (o), »=19y (o) und lim ¢ (0) = », lmy (p) = =)

o= o=
einen bestimmten Grenzwerth besitzt.*) Diese an und fiir
sich offenbar zuliissige Erweiterung des Convergenz-
Begrittes einer Doppelreihe erweist sich schon aus dem Grunde
als wenig empfehlenswerth, weil bei derselben die Mig-
lichkeit, eine Doppelreihe durch ein einfaches Symbol von der

Form 2;.:‘,‘”,,‘ at) zu bezeichnen, ausgeschlossen erscheint und
0

somit eine der wesentlichsten Analogien zwischen emer Doppel-

reilie und einer einfachen Reihe verloren gehen wiirde. Im

tibrigen handelt es sich in dem angedeuteten Falle lediglich

um die Existenz emes einfachen Grenzwerthes von der Form:

1) Paris 1898—Y6.

%) a. a. O. T. L. p. 302.

3) T. L. p. 88. Uebertriigt man die viel zu enge Jordan’sche
Definition der Convergenz einer Doppelreihe mutatis mutandis
auf einfache Reihen, so gelangt man vielmehr naturgemiss zu dem
Sehlusse, dass auch eine einfache Reihe nicht anders als absolut con-
vergiren kann!

4) vgl. z B. Eisenstein, Beitriige zur Theorie der elliptischen
Functionen. — Crelle’s Journal, Bd. 35, p. 172 ff.
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. wle) plo) (
lim Y 3 a!;),
e=® 9 o
also schliesslich gar nicht um die Convergenz einer Doppel-
reihe, sondern nur um diejenige einer aus den Termen a® in

bestimmter Ordnung zu hildenden einfach-unendlichen Reihe.

§ 5. Convergenz- und Divergenz-Kriterien fiir Doppel-
reihen mit positiven Gliedern.

1. Nach dem bisher gesagten erfordert die Feststellung
der unbedingten Convergenz einer beliebigen Doppelreihe
lediglich die Beurtheilung der Convergenz oder Divergenz
einer aus lauter Termen > 0 gebildeten Doppelreihe. Hierzu
kinnte man die letztere nach Diagonalen ordnen und auf
diese Weise die fragliche Untersuchung auf diejenige der

w
einfach-unendlichen Reihe: Y5 (al) 4 al =D 4 . . 4 @)
0

zuriickfithren (dabel wiirde es noch freistehen, entweder die
Diagonal-Summen (af) 4 =0 4 ... 4 ') oder die einzelnen
a” als Glieder dieser Reihe aufzufassen).

In der Praxis gestaltet sich aber dieses Verfahren nicht
nur verhitltnissmiissig umstiindlich, sondern es ist zumeist {iber-

haupt nicht méglich, jener Reihe v (a4 at=D 4 ... 4- a¥)
0

mit Hiilfe der gewdhnlichen Convergenz- und Divergenz-
Kriterien beizukommen. Hiernach erscheint es wiinschenswerth,
Kriterien zu besitzen, welche gestatten, unmittelbar aus der
Beschaffenheit der Reihenglieder a® auf die Convergenz

oder Divergenz der Doppelreihe zu schliessen.

Bezeichnet man mit >0 bezw. d" >0 das allgemeine
Glied einer bereits als convergent bezw. divergent erkannten
Doppelreihe, so ist leicht zu ersehen, dass eine heliehig vor-
gelegte Doppelreihe S (l.(“") (wo: rtﬁ}"> 0) allemal
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convereirt., wenn: ¢ M) > r=0.1.2....
(1)[ h =2 lﬁil‘: ez Tl A

| divergirt.  wenn: (&f}’)Z{/-df"')]' y > n u=0,1,2,...

wo m, » irgend zwel feste ganze Zahlen (incl. Null), g und ¢+
zwel beliebige positive Zahlen bedeuten. Denn, setzt man:

noom
¢ Oy () — ()
(')‘ 2-!) ).J"' (l!, '&m H
0 0

so 1st 1m ersten Falle:
(o) ) [u—{-n m4o nom ]
. | H 7 ot 1A \ Wl W) \ . oA
(3a) Sada) — s L 3 Y (‘f) — Y 3 15] ’ .
0 4] 0 O

m zweiten:

a1 R il e [ e ol
( ‘)) 'm+Q “m '/ l L, 2-"“ " Ll L‘” l‘n J'
.t 0 0 0

woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung ohne weiteres
hervorgeht.

2. Es kommt somit ledighch darauf an, die nithigen ¢t
bezw. d® zur Verfiigung zu haben. Um sich solche in be-
liebiger Anzahl zu verschaffen, konnte man davon ausgehen.
dass sich das allgemeine Glied 1(}1') jeder heliebigen Doppel-

reihe in die Form setzen liisst (§ 2, Gl (8):

W =P S (S, S

und dass hierbei die u) durchweg positiv ausfallen, wenn:
1 S mit g, » monoton zunimmt:
< (o (-1 \FY f(r—1
2) AS‘EI) T ‘Sfl ) > Ab‘ll‘)—l — AS;[—] ).

(d. h. es miissen auch die Differenzen (S — SU=1N) hei

wachsenden Werthen von & monoton zunehmen).

i
Wird im tibrigen S® so angenommen, dass  lim  S®
: nH=wr=r

cinen bestimmten Werth hat, so ist dann /7 das allge-
meine Glied einer convergenten Doppelreihe, dagegen
dasjenige einer divergenten, wenn lim  S¥ =0,

H=x, r=®
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Da es sich indessen hier nicht darum handelt, die all-
gemeinsten Formen der aus Ungl. (1) resultirenden Con-
vergenz- und Divergenz-Kriterien aufzustellen, sondern lediglich
darum, brauchbare Kriterien von einiger Allgemeinheit
zu gewinnen, so erscheint es einfacher, mit Beniitzung hekannter
Siitze aus der Convergenz-Theorie der einfach-unendlichen
Reilien einen der folgenden beiden Wege einzuschlagen: niim-
lich entweder aus einfach-unendlichen Reithen von be-
kannter Convergenz hezw. Divergenz durch Multipli-
;ation Doppelreihen mit gleichfalls unmittelbar zu erken-
nender Convergenz bezw. Divergenz zu bilden: oder jene
einfach-unendlichen Reihen durch passende Methoden in
Doppelreihen umzuformen.

3. Die erste der eben angedeuteten Methoden heruht auf
der Identitiit:

m " m ¥ fe, 7
(:)) X‘” bl’ . 2"1' /l” = Zr 2:,‘11 ]’,” O ]/1, _ le I l’." g /'1'
0 0 O ¥} 0

Versteht man hier unter 5 . 4 irgend welche positive
Zahlen, so hat man also:

mon

(6) B Yen b 0= Y b - S V.
’ 6o 0

m=oo, N=®

und daraus folgt, dass die Doppelreihe mit dem allgemeinen

-] o]
Mie o + F AT et 2 : ' -1 a5
Gliede ([’,, by convergirt, wenn die Reihen Y. b‘”, Sl

0 )
heide convergiren: dass dieselbe dagegen divergirt, wenn
mindestens eine jener beiden Reihen divergirt.

Bezeichnet man also mit ¢, das allgemeine Glied einer
convergenten, mit d_ dasjenige einer divergenten einfach-
unendlichen Reihe (mit positiven Gliedern), so ergiebt sich mit
Berticksichtigung von Ungl. (1), dass eine beliehig vorgelegte

oo@ T . :
Doppelreihe Y, » (llfl") (mit nicht-negativen Gliedern) allemal
U
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-, [convergirt, wemn: al) < (GF-¢, - ¢ \
l i " .”’ —_ .ll »

()

{divergirt. wemn:a@ >g-¢ -d oder: >g-d -¢ |
F M r =t n »

fies [ 2>, r=01,2 ...
bl y> o, u==0,1,2,...

3

o DO

L

Oder anders geschrieben, wenn man ¢, = (1, d = D1
setzt: Die Doppelreihe der a®
[eonvergirt., wemn: C - C - a) <G |
| divergirt, wenn: (! D .a®>g oder: D - -H(")EIIJ
.ll r F * vl( ” ‘ll b

fiir: M ,>__')“-, y = Oe 1$ 2? ce
e > o, =012 ...

(8)

Um zuniichst das vorstehende Convergenz-Kriterium
noch auf eine andere Form zu bringen, zerlegen wir die be-
treffende Bedingung in die folgenden drei Theil-Bedingungen:
A

G
C .(LSZ,)S_O_ fiir: p>m, » <n.

7
I

9 G
) O - an < (" s o<, v 20,

(1

.
1t

C a7 . op>mr>n.

Da man hier offenbar s, # auch durch jedes beliebige
Zahlenpaar w0’ > m, % > n ersetzen darf, so ziehen diese drei
Ungleichungen stets die folgenden nach sich:

(a) lim C .a® <ol fiir jedes endliche »,

"

(10) (b) 1im C - aM< oo fiir jedes endliche g,

(¢) lim O -C . aW< =,

H=mr=uw

1) Abgekiirzte Schreibweise fiir:

lim sup C,, - af"') < A,

=

wo A eine endliche Zahl bedeutet,
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Umgekehrt wiirde aus diesen letzteren Ungleichungen
zuniichst folgen, dass:
{ c, - a‘f:?:< ¢ etwa firipu2m, »=0,1,2,...,
(11) - (}P-a/("')_<,r/.“ . » v2n,u=012....,
(‘5// SO ((/(Z’) <y : . N, vy,
wo ¢g®, ¢ . ¢ bestimmte positive Zahlen bedeuten. Bezeichnet

man nun mit m bezw. n die griossere der beiden Zahlen m,
und m,, bezw. n, und n,, so folgt a fortiori:

g . C
S v » o
O ah< — fir: p2m. »<mn,
D v .'1. -
(1 2) !/u ° (-',u
("r 5 ([fl’)g =% A(v =55 2 < m, v > 1,
C 0 an<y . >, v >,

und diese Ungleichungen gchen unmittelbar in die Beding-
ungen (9) iiber, wenn man mit ¢ die grisste der Zahlen
0y . () = = R — m ——
g (v O, 1. ...0--1), 9, (!’ (u 0.1, ..m-—1)
und ¢ hezeichnet.

Hienach erweisen sich auch die Bedingungen (10) als

w

hinreichend fiir die Convergenz der Doppelreihe Y e» .
5 1
0
Dieselbe ist also beispielsweise convergent, wenn bei irgend
eimem positiven Werthe von o
lim  g'te caW < o flir jedes endliche o,
ft=w )

(13) lim  otte -(lf;') < » fiir jedes endliche g,

r=om

1 Nte . qlv G

lim  (ur)'te.a < .

/’:m, r=w
Beachtet man, dass die Bedingungen (10a) und (10b)
offenbar nichts anderes enthalten als die Convergenz jeder
einzelnen Zeile und Colonne, und dass andererseits die Con-
vergenz jeder Zeile und Colonne eine nothwendige Be-
dingung fiir die Convergenz einer Doppelreihe mit nicht-
1897, Sitzungsh. d. math.-phys, 1, 10
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negativen Gliedern bildet, so kann man dem Kriterium (10)
auch die folgende Form geben:

@
Exrfillt die Doppelreihe Yo »al? (mit nicht-nega-
]

tiven Termen) die nothwendige Convergenz-Bedingung,
dass jede einzelne Zeile und Colonne convergirt, so
ist ftir deren Convergenz hinreichend, wenn:

: ' U ea < s
(14) ,,:E,"::m C,-C, (I.u)< ».

4. Wiihrend die auf diesem Wege gewonnenen Con-
vergenz-Kriterien durch passende Wahl der ¢ sich beliebig
verschiirfen lassen und die analoge Leistungsfiihigkeit be-
sitzen, wie die entsprechenden Kriterien fiir einfach-unend-
liche Reihen, so erweisen sich dic aus Ungl. (7) bezw. (8)
resultirenden Divergenz-Kriterien bei nitherer Betrachtung
als viollig unzuliinglich. Die zum Vergleiche herange-
zogenen Doppelreihen:

e, dyte, dit.. A ¢, dit... e, dyte,dt ... +q,(7y+. .
+edytedt...te dt... teditedt...ted T

) 4+ o
ted e d e dt... tediodA.ted T

hesitzen niimlich offenbar die Eigenschaft, dass alle Colonnen
oder alle Zeilen divergente Reihen bilden.’) Nun ist es
aber fiir die Divergenz einer Doppelreilie mit nicht-negativen
Termen schon vollstiindig hinreichend, wenn auch uur eine
cinzige Zeile oder Colonne divergirt, wenn also:
[ lim D -a>0 fir irgend einen bestimmten Werth »
n=w E
(16)y oder:
] )
lhnl D a">0 . . . . . .
r=w :
!} Bei einer Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede d, - d,, wiirden
sogar alle. Zeilen und Colonnen divergiren.
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Diese Art von Divergenz ist aber im Grunde genommen
gar keine EKigenschaft, welche fiir eine Doppelreihe als
solehe charakteristisch ist, und zu threr etwaigen Feststellung
geniigen die zur Untersuchung cinfach-unendlichen Rethen
dienlichen Hiilfsmittel.

Der eimer Doppelreihe specfisch cigenthiimliche Fall
von Divergenz tritt vielmehr dann ein, wenn die Doppel-
reihe divergirt, wiihrend alle moglichen Zeilen und
Colonnen convergente Reihen bilden. Um sich zuniichst
von der wirklichen Existenz solcher divergenten Doppel-
reihen zu tiberzeugen, hetrachte man z B. die folgende:

(dy—d) +(d,—d) —}-...-}—(IZ.” -(ZH_]) = a6
4+ d,—d,) +(d,—d) —I—...—}—(rl.”+1~—-(7/l+9) + ...
S .
+@—d )+ —d )+ + (([/’+,,--——(Z,l+,,+]) A
wo d,>d

,limd = 0. Hier besitzen die einzelnen Zeilen

=
und Colonnen der Reithe nach die Summen o, d,, d,. . ...

0 iR

1

withrend die Doppelreihe  gleichzeitie mit  der  Reihe i‘,.- d,
0
divergirt.

Alle divergenten Doppelreihen dieser Art werden often-
bav durch kein Kriterium von der Form (16) getroffen. Um
hier miglicherweise-wirksame Divergenz-Kriterien zu erhalten,
ist es vor allem erforderlich, Vergleichs-Doppelreihen
herzustellen, welche selbst den fraglichen Divergenz-Cha-
rakter hesitzen.

5. Solche Vergleichs-Doppelrethen mit iibrigens beliebig-
langsamer Divergenz kimnte man sich offenbar bei passender
Wahl der d auf Grund des Schema’s (17) verschaffen.  Fiir
den fraglichen Zweck erscheint es indessen noch einfacher, den
folgenden Weg vorzasehlagen. ;

10*



148 Sitzung der math.-phys. Clusse vom 6. Februar 1897.

Bs bedeute (b) eine beliehige positive Zahlenfolge, so
liefert das Schema:

b, n b, n b, $ b, 4
T T 5 T oy Tt gy e
b, b, b, b, 21
T 2 - 3 T 4 LT /L+2_ e
b b b b
18 2 s Lt SR ik
( ) T 3 T 4 + 5) + E n43 +
+ . ..
1) 0 b
_,-*-’1— r4-2 L u+1 de
,.+1+ 2 +1'—{—ﬁi+ +u—{-r+] F

als Diagonal-Summen der Rethe nach die Zahlen: 4, b, b,,
so dass also die durch das Schema (18) definirte Doppelreihe

- 5 @ . .
gleichzeitig mit der Reihe Y3 b, convergirt bezw. diver-

0
givt.  Anders ausgesprochen:
@
Von den beiden Doppelreihen: 2o — Spr -
o nt+rv41
& i Ay
b HTY s b .
v convergirt die erste gegen die Summe:
= Fr 1
@ . .
Yie,, withrend die zweite divergirt.

Dabei wird offenbar in dem zweiten Falle jede einzelne
Zeile und Colonne noch convergiren, wenn nur die d so

d
angenomumen werden, dass "~ convergirt.

y -+ 1
(Beispiel. Man hat fiir 0> 0:

3 1
25" T Gy 1) — 20_, o F Ty (convergent).

withrend %4 Gt 11’ Tip divergirt).
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6. Das eben gewonnene Resultat kinnte selbstverstiindlich
auch zur Bildung neuer Formen von Convergenz-Kriterien
dienen. Da dieselben aber, wie leicht erkannt wird, gegeniiber
den in Art. 3 abgeleiteten keine besondere Vortheile bieten, so
mag hier davon abgeschen werden.

Beziiglich der Divergenz bemerke man zuniichst, dass

d
offenbar die Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede _%*_1-_;,_
v
a fortiori divergirt und dass dieselbe auch nach Weglas-
sung der ersten » Zeilen und m Colonnen divergent bleibt.

Denn summirt man das Schemas:

d

d d
S Mm—{—n-}-l mtuty
m-n +m—}—n-|—1+ s mn-Fv +

d d d

m+n—|—l ) _n}«!—n-l—? m-l-n-l— -|—
+, m4n+1 + m-tn+4-2 LI v s m4n+r41 +
(19) +

d
Cmtnty
+ Mm—~4n-» T

+.

nach Diagonalen, so resultirt die Reihe:

(')0) 1 . ___‘__%'”__- + + _‘_*_] . +
) })L+’L m+" ‘))I/‘}‘Il"'l m-lru-i-l Hl‘l 72+V "n+n+:v .

; . . . 1
welche offenbar divergirt, da lim — vt

v I z—{—v
Hieraus folgt aber, dass die Doppelreihe }_‘J,,,y a™ sicher
! 'l[
0
divergirt, wenn:
5 ) oy, .
@n al > g = e g >m, v >0,
o By e
oder, anders geschrieben:

(22) (e+»-D, D>y e p>m v >n,
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(wo i, 1 zwei helichige positive Zahlen bedeuten).  Und diese
Bedingung st sicher ertiillt, wenn:
(23) lim  (u+4»)-D all > 0.
n=vr=w i '
Man hat also z. B. Divergenz, wenn

l lim (A4 »)?-a?>0

=R r=3

-)-‘
=) ] oder: lm (e )2 lg (et r)-a?>0 wos f

= W, r= @x

7. Als Beispiel fiir die Anwendung der gewonnenen Regeln

wollen wir die Doppelreihe mit dem allgemeinen Gliede :
— B
= PRI
(2:)) ) = —“"‘t*f‘—l — s ! O’ 1’ - = ()
# (220 pr oty \r=20,1,2,...,°

untersuchen, wo (epu® 4 2buv 4 ¢v?) eine sog. positive qua-
dratische Form mit negativer Determinante sein soll, d. h. wo:

(26) «>0, ¢>0, ¥—uc=—A<0 (hheliehig, eventuell

auch = 0).

Da sodann:

{((l?-,uz—f— 20l v 4-br ) - (e /;")r“}
={1{ {((lf O /R R S 1'2},

1
w20 nvtevt==
“

(27)

so fillt dieser Ausdruck nach Ausschluss des eimen Werthe-
paares (pe==0, vy = 0) stets wesentlich positiv aus, sodass
die betreffende Doppelreihe aus lauter wohl definirten positiven
Termen besteht.

Bedeutet nun A eine positive Zahl, die von kemer der
drei Zahlen a, |0 . ¢ iiberstiegen wird, so ist:

(28) a4 20y - ot <A (u - 0)*
und daher:

1

. 1
2 W> L
(29) “ B A ()

und:
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1 :
(30) (1 )l > o e,
woraus sofort die Divergenz der fraglichen Doppelreilie fiir
o <1 hervorgeht (s. Ungl. 24).

Andererseits hat man neben GL (27) die folgende analog
gebildete:

1
(31)  apr - 20vutcervt= {(/;/c H- o)t 4+ - /LZ},

4

also:
A
> . ’)72
7
(32) ap*+20uv--cr?
a4,
> =
e

und daher:

<(”> . ](,' fiir jedes po und »2>1,
y=r '

A
(33) e o
: <(Cl) s tir jedes v und p>1.
% I .

Diese Ungleichungen lehren zuniichst, dass jede Zeile und
jede Colonne der betrachteten Doppelreihe schon convergirt,
wenn nur ¢ > 1.

Schliesst man sodann  fiir den Augenblick die Werthe

=10, v=10 von der Betrachtung aus, so folgt durch Multi-
plication der beiden Ungleichungen (33):

, V((c)" 1
¥ () e e e s i
@) S( ) Gy @212,
. . . o [ g 1 :
und  hieraus ergiebt sich nach Ungl. (7) (ﬂir: c,_=y—ﬂ> die

@xn -
Convergenz der Doppelreihe Y, » at, sobald 6>1 ist. Fiigt
1
man zu derselben noch die (schon fiir 0 >1) convergente

. il o .
Zeile und Colonne: 0 a®, ¥ al, so erkennt man schliess-
v 1
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e2]
lich, dass die vorgelegte Doppelreihe x,,,,v(t,.fl") gleichfalls  fiir
0

0> 1 convergirt.
8. Statt die Reihen-Glieder « direkt mit denjenigen
einer hereits als convergent bezw. divergent erkannten
Doppelreihe 33 ¢l bezw. 2 d%) zu vergleichen, kann man auch,
analog wie bei der Kriterien-Bildung fiir eintach-unendliche
a,("') d(")
‘H_ v”
a0k
a‘u+l (('II

Rethen, die Quotienten mit den entsprechenden

Quotienten der ¢ hezw. (l'f:‘) vergleichen und auf’ diese Weise
auch Convergenz- und Divergenz-Kriterien zweiter
Art herstellen.  Dieselben erscheinen jedoch von untergeord-
neter Wichtigkeit, weshalb hier nicht nither darauf eingegangen
werden soll.!)

1) Das einfachste derselben, welehes dem Caunchy’schen Funda-
mental-Kriterinm entspricht, findet sich in der oben citirten, soeben
publicirten Arbeit von Herrn Biermann: a. a. O. p. 123,

In meinem Aufsatze ,Ueber die sogenannte Grenze und die
Grenzgebiete zwischen Convergenz und Divergenz®, welcher
im vorigen Bande dieser Sitzungsherichte abgedruckt ist, findet sich die
Angabe (a. a. O. p. 605, Fussnote), dass Du Bois Reymond die in
Aussicht gestellte genauere Discussion seiner Fuanction r(«) meines Wis-
sens nicht geliefert habe. Da ich inzwischen bemerkt habe, dass dies
thatsiichlich doch der Fall gewesen ist (in dem Aufsatze: Ueber die
Paradoxen des Infinitiircaleiils, Math. Ann. XXI p. 158), so werde
ich demniichst auf den fraglichen Gegenstand nochmals zurtickkommen.



