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Ueber die Verteilung der Biegungselasticitit in dreifach
symmetrischen Krystallen.

Von 8. Finsterwalder.
(Mit Tafel II.)

(Bingelaufen 5. Mai.)

Die Abhingigkeit des fiir die Biegung oder Dehnung
eines diinnen Stilbchens aus Krystallsubstanz massgebenden
Elasticititscoéfficienten von der Orientierung der Lingsdimen-
sion desselben in Bezug auf die Axen des Krystalles hat
Herr W. Voigt durch eine allgemeine Formel ausgedriickt?).
Gehort der Krystall einem dreifach symmetrischen
Systeme an, so gilt nachstehende vereinfachte Beziehung
zwischen dem Elasticitiitscoefficienten ¢ und den Richtungs-
cosinus @, 3, y, welche die Lage der Liingsdimension des
Stiibchens zu dem (in diesem Falle rechtwinkeligen) Axen-
system bestimmen :

=a,atfay B tag 20,08 a0yt a,B7) 1)
Hiebei stellen die Coefficienten a,, ... a,, gewisse Ag-
gregate der 9 Elasticitiitsconstanten solcher Systeme dar.

Die in dieser Relation enthaltene Abhiingigkeit liisst
sich anf einfache Weise durch eine Fliche F veranschau-
lichen, die dadurch definiert ist, dass man in obiger Gleich-
ung (1) ¢, @, 8, y als riumliche Polarcoordinaten deutet.

1) Wiedemanns Annalen Bd. 16. pg. 404.
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a, B, y erfiillen natiirlich immer die Bedingung:
a4 4 p=1

In den folgenden Zeilen soll versucht werden, auf geo-
metrischem Wege durch Abbildung der Fliache in
eine Ebene die Verteilung der grossten und kleinsten
Werte des Elasticititscoefficienten iibersichtlich darzustellen.

Schreiben wir zuniichst die Gleichung (1) vermoge der
Substitutionen: z=¢-a, y=g¢-8, 2=¢-y in rechtwink-
lige Coordinaten um, so lautet sie:

e =a,, 2 ay, a5 4+ 2(a,, 7y 4 a5 T2+ agy y2) 2)
=24+ 3)

Um zur Kenntnis der Maxima und Minima des
Radiusvectors ¢ der Fliche zu gelangen, denken wir uns
dieselbe durch eine Schar concentrischer Kugeln mit dem
Ursprung als Mittelpunkt geschnitten. Man kaun sich die
Fliche daun auch erzeugt denken durch die Schnitte der
vermoge des Parameters ¢ zusammengehorigen Flichen 2)
und Kugeln 3). Jedem Werte von ¢ entspricht eine sphi-
rische Curve auf der Fliche und alle diese Curven wollen
wir vom Ursprung aus auf eine Kugel § vom Radius 1
projicieren. Das so auf der Kugel S erhaltene Curvensystem
ist dann fiir die Verteilung der ygesuchten Maxima und
Minima in der Art massgebend, dass jedem Doppelpunkt mit
conjugiert-imaginiiren Zweigen, eines von beiden entspricht,
jedem gewdhnlichen Knotenpunkt dagegen ein intermedidrer
Wert, der gleichzeitig den Uebergang zwischen zwei Maxima
und zwei Minima vermittelt.

Zur bequemen Discussion des Curvensystemes denken
wir uns zuniichst den Raum der «, y, ¢ dadurch in einen
zweiten der X, Y, Z abgebildet, dass wir 2? =X, y*=1Y,
£ =Z setzen. Hiebei geheu die concentrischen Kugeln:

B4 yPrf2=e .... 8)
in die Parallelebenen: X Y4 Z=¢* . ... 4) iiber.

B L T T e R L gy, W o S g, S 4~ W =
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Die Flichen (2) bilden sich in folgendes System von
Flichen 2. Ordnung ab:
ay, Xpagy Yipag, 2242 (a,, XYopa,y XZ 40, YZ) = ¢° 5)

Letztere haben alle den gemeinsamen Asymptotenkegel:
a, X2 ay, Y’iayy 2242 (ayy XY ya,3 XZ{-a,4 YZ) =0 6)
Sie sind daher einander ihnlich und liegen dhnlich und ihre
Schuitte mit den Parallelebenen (4) geben Curven 2. Ordnung
von derselben Eigenschaft.

Da durch die Transformation: 2* =X, y* =Y, s* =172
die Eigenschaft der Punkte, auf Geraden durch den Ursprung
zu liegen nicht geiindert wird, so kann man das Bild der
Curvenschar der Kugel S einfach erhalten, indem man die
dhnlichen Kegelschnitte der Ebenen (4) vom Ursprung aus
auf die Kbene P: X + Y + Z =1, das Bild von S, projiciert.
Da ferner die Mittelpunkte aller Kegelschnitte auf einer
Geraden durch den Ursprung (der conjugierten zur Schnitt-
linie der Ebenen (4) in Bezug auf die Flichen (5)) liegen,
so werden ihre Projectionen auf P ein gemeinsames Centrum
haben und, da sie ausserdem bei der Projection @hnlich und
in @hnlicher Lage bleiben, wird das System der Kegelschnitte,
welches das Bild der Curvenschar auf der Kugel S darstellt,
ein solches mit gemeinsamen (reellen oder imaginiren)
Asymptoten.

Die Fliche F lisst sich demnach auf die
Ebene P so abbilden, dass ihren Schunitten mit
concentrischen Kugeln um den Ursprung ein
System von Kegelschnitten mit gemeinsamen
Asymptoten entspricht.

Diese Abbildung ist keineswegs eindeutig; es wird viel-
mehr der reelle Teil der Kugel S und, da die Fliche ¥
eindeutig auf die Kugel bezogen ist, auch der reelle Teil
der Fliche auf das Dreieck der Ebene P, das von den drei
Coordinatenebenen begrenzt wird, derart bezogen, dass einem
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Punkt innerhalb des Dreieckes 8 symmetrisch auf die Oktanten
der Kugel S oder der Fliche F' verteilte Punkte entsprechen.
Fiir Punkte von P ausserhalb des Dreieckes existieren nur
imaginiire zugehorige Punkte von S uud F. Den Seiten
des Dreieckes entsprechen die durch die Coordinatenebenen
ausgeschuittenen grossten Kreise auf der Kugel.

Mit Ausnahme der Seiten und Ecken des Dreieckes ist
die Abbildung stetig; wie sie sich in der Niihe derselben
verhiilt, ldsst sich unschwer zeigen.

Einer Geraden der Ebene P, die durch die Gleichung
aX -+ bY + cZ =0 bestimmt ist, entspricht auf der Kugel
der sphirische Kegelschnitt, den der Kegel

azr? 4 by* 4 cz? = 0 ausschneidet.

Wiihrend die Gerade die Seiten des Dreieckes unter be-
liebigen Winkeln schneidet. durchsetzt der sphirische Kegel-
schnitt die drei entsprechenden Kreise der Kugel (seine Haupt-
schnitte) stets unter rechtem Winkel. Ein Biischel von
Geraden, das sein Centrum auf dem Dreiecksumfange liegen
hat, bildet sich demnach in ein Biischel von Kegelschnitten
ab, die sich in den Endpunkten einer Axe bertihren. Was
iber das Verhalten des Bildes einer Geraden in der Niihe
einer Dreiecksseite ausgesagt wurde, liisst sich im Allgemeinen
auf eine beliebige Curve iibertragen, welche die Gerade in
ihrem Schnittpunkt mit der Dreieckseite beriihrt. Durch
die Abbildung werden also Winkel, welche Cur-
ven mit einer Seite des Dreieckes der Ebene P
einschliessen, stets in rechte Winkel auf der
Kugel S verwandelt?!). Dieser Satz erleidet eine Aus-
nahme, wenn der erstgenannte Winkel gleich 0 ist, d. h.
die Curve eine Seite des Dreiecks berithrt. Was in diesem
FFalle geschieht, lisst sich wieder an einem speciellen Beispiel
einsehen. Wie vorhin an Stelle der Curve die beriihrende

1) Vergl. Fig. [ u. 1I.
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Gerade substituiert wurde, kdnnen wir nun irgend einen, die
Curve in Beriihrpunkt osculierenden Kegelschnitt betrachten,
dem wir noch die Bedingung auferlegen wollen, dass er die
beiden anderen Seiten des Dreieckes beriihre. KEin solcher
beriihrt dann alle drei Seiten des Dreieckes und wird durch
eine Gleichung von folgender Form ausgedriickt:

X+ 0 Y* 42— 2(ab XY+ acXZ+be YZ)=0 7)

Das entsprechende Gebilde auf der Kugel hat zur
Gleichung:
atat 02yt 4 r A —2(aba Yt acatst4-bey?2?) =0 8)
oder:

(@Va+yVotzVe) @Va—yVb—2Ve) -
(—zVatyVo—eVe) (—zVa—yVbts2lc)=0  9)

Es sind das 4 grosste Kreise auf der Kugel, von denen’
je 3 in jedem Octanten ein Dreieck einschliessen, dessen
Ecken den Bertihrpunkten des Kegelschnitts mit den Seiten
des Dreieckes der Kbene P entsprechen. Daher: Beriihrt
eine Curve der Ebene P eineSeite des Dreiecks,
so hat die entsprechende Curve auf der Kugel
einen Doppelpunkt?). Der Doppelpunkt hat reelle
Zweige, wenn die Curve von innen (im Sinne des Drei-
eckes) beriihrt, und ist isoliert, wenn die Bertihrung von
aussen stattfindet.

Geht endlich die Curve in der Ebene P
durch eine Ecke des Dreieckes, verhilt sie sich also
in der Nihe wie die Gerade aX - bY = 0, so entspricht
ihr auf der Kugel S eine Curve a2*4+by?*=0 mit
Doppelpunkt, der wieder reelle Tangenten hat, falls
die erste Curve durch den eigentlichen Winkel des Drei-
eckes geht, aber isoliert ist, wenn dieselbe im Aussenwinkel
des Dreieckes verliuft.

1) Vergl. Fig. IV u. V.
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Da die Abbildung ausserhalb des Dreiecksumfanges un-
verzweigt ist, so werden allen Doppelpunkten des Curven-
systemes der Ebene auch Doppelpunkte des Curvensystemes
auf der Kugel entsprechen. Es kommen aber auf der Kugel
solche neu hinzu, so oft eine Curve der Ebene eine Seite
des Dreieckes beriihrt oder durch eine Ecke desselben geht.

Das Curvensystem der Ebene P, das wir zu betrachten
haben, besteht aus Kegelschnitten mit gemeinsamen Asymp-
toten und hat also nur einen Doppelpunkt, den Schnitt der
beiden Asymptoten. Thm entsprechen 8 symmetrisch auf die
Kugeloctanten verteilte Doppelpunkte der Curvenschar auf
S. Jede Seite des Dreieckes wird von einer Curve des
Systemes bertihrt; durch jede Ecke desselben geht eine
solche. Den 3 Beriihrpunkten gehdren 12 Doppelpunkte
auf den 3 grossten Kreisen der Kugel, in welche sich die
Seiten des Dreieckes abbilden, zu, den 3 Eckpunkten 6 Doppel-
punkte in den Schnittpurkten dieser grissten Kreise. Wie
viele von den 26 Doppelpunkten imaginir oder reell und
von den letzteren wieder Knotenpunkte und isolierte Punkte
sind, liisst sich durch Discussion der Lage des durch seine
Asymptoten bestimmten Kegelschnittsystems gegen das Drei-
eck leicht entscheiden. Ohne alle moglichen Fille, die bei
verschiedener Wahl der Coefffcienten a,, ... a,, eintreten
und auf die Combination eines reellen oder conjugiert-imagi-
niiren Linienpaares mit einem gleichseitigen Dreieck hinaus-
kommen, aufzihlen zu wollen, beschrinken wir uns hier auf
die kurze Charakterisierung der vier dreifach-symmetrischen
Krystallsysteme und die Besprechung zweier in der Natur
vorkommenden Beispiele.

A. Rhombisches System. Fiir dasselbe gilt die
ganz allgemeine Formel (1) ohne weitere Beziehung zwischen
den Coefficienten. Zur Exemplificierung diene die dem Baryt
entsprechende, fiir welche Herr W. Voigt!) die Constanten

1) W. Voigt: Bestimmung der Elasticititsconstanten von Baryt
und Topas. Gottinger Nachrichten 1887. pg. 624.
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durch sorgfiltige und umfassende Versuche bestimmt hat.
Sie lautet demnach:

e=[16,13a* 4 18,51 8* 4 10,42 * + 2 (8,88 «* B2+
+1521a%y* + 38,79 82 y%)] . 10 ~ ¢

Das zu untersuchende Kegelschnittsystem hat die fol-
gende Gleichungen:

16,13 X? 4 18,51 Y* 4 10,42 2* 4-2[8,88 XY +
+ 1521 XZ 43879 YZ) = ; X4+ Y+ Z=1

Der Mittelpunkt desselben hat die Coordinaten:

X =10,7388, Y=10,0557, Z=0,2054 entsprechend den
Winkeln a ==30°44", 8 =76°21', y =63°3".

Die Asymptoten sind reell und haben gegen das Drei-
eck die in Fig. I angegebene Lage. Wir haben es also in
diesem speciellen Fall mit einem Hyperbelsystem zu thun.
Den Asymptoten selbst entspricht der Parameter:

e=1554.10""*,

Fiir @ = 10,84 - 108 beriihrt eine Hyperbel die Seite
Z =0 und zwar von aussen. IKir ¢=10,42-10"% geht
eine solche durch den Punkt X =0, Y= 0 und zwar durch
den Aussenwinkel des Dreieckes.

Aehnliches gilt fir ¢ =16,13-10~% und den Punkt
Y=0, Z=0. Setzt man dagegen ¢ = 18,51-10"8 so
geht die Hyperbel durch den Punkt X=0, Z=0, aber
durch den eigentlichen Winkel des Dreieckes.

Fiir ¢=26,93-10"% endlich findet Beriihrung der
entsprechenden Hyperbel mit der Seite X =0 von aussen
statt. Die Seite Y =0 wird innerhalb des Dreiecks von
keiner Hyperbel beriihrt. (Vergl. Fig. 1)

Die Abbildung des Dreieckes auf einen Octanten der
Kngel S ist durch Fig. I in stereographischer Projection
dargestellt. Den beiden Asymptoten entsprechen nach Gleich-
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ung (5) zwei sphirische Kegelschnitte, den Hyperbeln sphii-
rische Raumecurven 8. Ordnung. Den Zusammenhang der
Singularititen der beiden Curvensysteme auf P und S sowie
der Fliche F macht folgende Tabelle anschaulich:

1oﬂl Ebene Pl) valjilfic‘] s } Fliche r |

a 1042 H.g.d. A 0Y=0v.a.| 2 isol. P. 2 \dmmm |
b 1084 1. berthet Z=0 v. " e n | axgmyl
R T T ;;:y_mpt | & Kuotenp. | 8 intermed. P
d 16 ISIil s, - Y-—Od—()v u. ! 2 inol. P. If T Mixioe.

2 Knotenp. | 2 intermed. Pﬁ

e 18511{ng Od 0v.i.

/ 2693 H. bernhrt,X Ov a. ] llﬂO] B, 4 Maxima |

Von den 26 I)oppelpunkteu auf S sind demnach 22
reell; zwei Paare konjugiert imaginirer folgen aus dem Um-
stande, dass die Seite Y =0 des Dreieckes von der ent-
sprechenden Hyperbel nur in ihrer Verlingerung beriihrt
wird. Die Unterscheidung der Maxima und Minima des
Radiusvector der Fliche F ergibt sich von selbst, da alle
Stellen, wo solche oder intermediiire Werte statthaben
kionnen, bestimmt und die zugehorigen Parameterwerthe be-
kannt sind. Namentlich kann es keinem Zweifel unterliegen,
dass der Parameterwert ¢ = 15,5410 8% kein relatives
Maximum ist, wie Herr W. Voigt L c. pg. 625 angibt,
sondern ein intermediirer Wert. Beziiglich der Form der
Fliiche, wie sie aus unserer Discussion folgt, sei auf Fig. 111
verwiesen, welche ein Bild der Fliche, sammt den Schnitten
mit konzentrischen Kugeln in isometrischer Projection gibt.

1) Abgekiirzt: H. = Hyperbel, g. d. = geht durch, v. a. = von
aussen, v.i. = von innen. Die Buchstaben der ersten Columne be-
ziehen sich auf die Figuren I, II u. IIL
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B. Quadratisches System. Die Formel fiir das
quadratische System ergibt sich aus der allgemeinen, indem
man a, = a,, und a4 =a,, setzt. Dies bewirkt, dass das
Kegelschnittsystem der Ebene P symmetrisch gegen die zur
Seite Z=0 des Dreiecks gehorige Hohe zu liegen kommt.
Infolge dessen hat auch die Fliiche F' zwei weitere Symmetrie-
ebenen.

C. Hexagonales System. Kiigt man zu den Be-
dingungen fiir das quadratische System noch die neuve a ,=a,,
hinzu, so erhiilt man die Formel fiir das hexagonale. Der
Asymptotenkegel (6):a, , (X+Y)*4-agy 22+ 2a,, (X+Y)=0
artet hiebei in ein Ebenenpaar aus:

(x + Y4+ % +Vat—a,dy z) )

By

. (X+ Y4 4y = Vot —ay, ay Z) =0,
@),

die Flichen (5) gehen in Cylinder und das Kegelschnitt-
system der Ebene P in eine Schar von Geraden parallel
zur Seite Z =0 iiber. Die Fliche F' wird eine Rotations-
fliiche.

D. Reguliires System. Bei diesem gelten die Be-
dingungen: a,, = a,, = a, und a,,= a,;, = a,,. Der Asymp-
totenkegel (6) wird dementsprechend ein Kreiskegel :

ay (X2 4 Y24 Z%) 4 2a,, (XY + XZ + YZ) = 0,
dessen Axe die Gerade X= Y =17 ist. Die Kegelschnittschar
der Ebene P besteht aus concentrischen Kreisen um den Mittel-
punkt des Dreieckes (Iig. [V). Einer von ihnen beriihrt gleich-
zeitig die 3 Seiten desselben. Ihm entsprechen daher nach
Formel (8) und (9) auf der Kugel S und der Fliche F' vier
Kreise, welche in jedem Octanten ein gleichseitiges sphiirisches
Dreieck einschliessen (Fig.V). Daraus folgt die hekanute That-
sache, dass in den Ebenen des Octaeders der Elasticitiits-
coefficient der Biegung nach allen Richtungen hin der gleiche
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ist. Die Figuren IV, V und VI sind nach den ebenfalls
von Herrn W. Voigt!) ermittelten Zahlenwerten fiir
Flussspath gezeichnet. Die Grosse des Elasticititscoeffi-
cienten betriigt fiir die Punkte: a) 0,0717, b) 0,1050, ¢) 0,1716.
Zum Schlusse sei noch die Frage erledigt, ob die Eigen-
schaft der reguliiren Krystalle, in verschiedenen Ebenen einen
nach allen Richtungen gleichen Elasticitiitscoefficienten zu
besitzen, den Krystallen dieses Systemes allein zokommt. Die
erwiihnte Bigenschaft driickt sich an der Fliche F durch
das Vorhandensein von Kreisschnitten durch den Mittelpunkt
aus. Sobald ein solcher vorkommt, dessen Ebene die Gleichung
Az 4 uy + ve =0 habe, zieht die Symmetrie nach den drei
Hauptebenen sofort das Vorhandensein dreier weiterer nach
sich, deren Ebenengleichungen lauten: Az — uy — vz =0,
— Az 4 puy —ve=0, —Azr —puy+ve=0. Dann aber
wiirde die linke Seite der Gleichung (1) den entsprechenden
von (8) und (9) gleich sein, und ein Kegelschnitt des Sy-
stemes der Ebene P miisste alle drei Seiten des Dreieckes
zugleich beriihren. Obwohl dies im Allgemeinen natiirlich
nicht der Fall ist und speciell beim Baryt nicht zutrifft, be-
steht doch, geometrisch gesprochen, kein Grund, dass bei
einem Krystalle des rhombischen oder quadratischen Systemes
diese Besonderheit nicht gelegentlich auftreten kinne, welche
bei solchen des reguliiren Systemes immer vorhanden ist.
Gegebenen Falles wiirden sich die drei Systeme immer noch
dadurch unterscheiden, dass im Vierkant der vier Kreis-
schnittebenen beim ersten nur die vier Seiten, beim zweiten
noch dazu die vier Winkel einander gleich sind, wiihrend
beim dritten ausserdem die Seiten gleich fs 77 werden.

1) W. Voigt: Neue Bestimmungen der Elasticitiitsconstanten
von Steinsalz und Flussspath, Sitzungsber. d. k. preuss. Akad. 1884.
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