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Ueber allgemeinere Invarianten-Systeme.

Von Dr. Ludwig Maurer in Strassburg.
(Bingelaufen 8 Mdrz.)

Bei der Begriindung der Invariantentheorie kann man
entweder von der Eigenschaft der Invarianten einer algebra-
ischen Form ausgehen, dass sie durch ein gewisses System
linearer Substitutionen in sich selbst transformirt werden;
aus dieser Eigenschaft derselben ergibt sich sofort ihre Defi-
nition durch ein System partieller, linearer und homogener
Differentialgleichungen, deren Coefficienten lineare und homo-
gene Functionen der Coefficienten der algebraischen Form sind.

Oder man kann, wie dies zuerst Herr Aronhold getan
hat,') davon ausgehen, dass sich die Bedingungen, unter
denen zwei algebraische Formen iiquivalent sind, durch Gleich-
setzung ihrer absoluten Invarianten ausdriicken lassen.

Wie man von der letzteren Definition ausgehend die
Differentialgleichungen, denen die Invarianten geniigen, ab-
leiten kann, hat Herr Aronhold gezeigt. Dagegen ist noch
nicht untersucht worden, ob beziebungsweise unter welchen
Bedingungen umgekehrt ein System von partiellen Differential-
gleichungen der Form

n n af .
(y)ZEc}FEx"=O(1=l,2,..m)

1=t p=t

das Invariantensystem einer algebraischen Form definirt.

1) Crelle B. 62.
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Diese Frage steht im engsten Zusammenbang wmit der
allgemeineren Auffassung des Invariantenbegriffes, welche
Herr Christoffel im 19. Bande der mathematischen Annalen
(S. 280) dargelegt hat. In dieser Abhandlung gibt Herr
Christoffel einen strengen Beweis des Satzes, dass fiir die
Aequivalenz zweier algebraischen Formen die Gleichheit ihrer
absoluten Invarianten sowohl erforderlich als auch hinreichend
ist. Die Giiltigkeit dieses Beweises ist nun keineswegs an die
Voraussetzung gebunden, dass die Substitution, welche auf
die Variabeln der zu transformirenden Form anzuwenden ist,
eine lineare ist; es zeigt sich vielmehr, dass die linearen Sub-
stitutionen nur eine specielle Classe der invariantiven Sub-
stitutionen bilden, denen Transformationsrelationen entsprechen,
welche sich durch Gleichsetzung absoluter Invarianten aus-
driicken lassen.

Um den Zusammenhang der Theorie der invariantiven
Substitutionen mit dem oben erdrterten Problem ersichtlich
zu machen, betrachten wir eine Function F (x/§) von x, x,
..xy und &, & .. &, welche linear und homogen in den
»Coefficienten® x und wenigstens rational in den ,Variabeln*
£ ist. An Stelle der Variabeln & fiihren wir neue Variable
ein, welche durch die Gleichungen §; = ¢, (ylp) (A =1,2..m)
definirt sind, wo ¢, eine rationale Function von 7, 73 .. fm

und den m’ verfiigharen Paramenten p, py .. pm: bedeutet.
Die durch die Functionen ¢ definirte Substitution sei der
Art, dass durch sie die Function F (x'§) in die Function
F (y|y) transformirt werde. Die Coefficienten der transfor-
mirten Function sind lineare und homogene Functionen der
Coefticienten der urspriinglichen Function und rationale Func-
tionen der Parameter p, also von der Form

4

(&) = "lal/t Xp (A==1,2,..n)
u=
wo die a;, rationale Functionen der p sind.
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Betrachten wir nun die Coefficienten x und die Coeffi-
cienten y als gegeben, dann miissen, wenn es moglich sein
soll die Function F (x|§) durch die Substitutionen & = ¢, (7p)
(A=1,2,..m) in die Function F (yly) zu transformiren,
— allgemein zu reden — zwischen den Coefficienten x und
v Bedingungsgleichungen stattfinden. Nehmen wir an, diese
Aequivalenzbedingungen lassen sich durch eine Anzahl Gleich-
ungen der Form f((y))=f((x)) ausdriicken, wo f eine
rationale und homogene KFunction der angezeigten Argumente
bedeutet. Dann haben die Functionen f die Eigenschaft
durch die lineare Substitution (A), deren Coefficienten Func-
tionen der variabeln Paramente p sind, in sich selbst trans-
formirt zu werden, und daraus folgt, wie unten gezeigt wird,
dass die Functionen f einem System partieller Differential-
gleichungen der Form (y) geniigen. —

Sollen die Differentialgleichungen (y) ein Invarianten-
system in dem eben erliuterten Sinn definiren, so muss sich
ihr Integralsystem durch eine Anzahl rationaler Functionen
YON X, X, .. Xp darstellen lassen. Die Bedingungen hiefiir
werden im Folgenden angegeben werden. Sind dieselben er-
filllt, so ldsst sich ein System invariantiver Substitutionen
nachweisen, denen gegeniiber die Integrale der Differential-
gleichungen (y) als Invarianten zu betrachten sind.

Das Problem, welches den Gegenstand der folgenden
Untersuchung bildet, liisst sich als speciellen Fall des allge-
meinen Problems hetrachten, das Herr Lie in seinen Abhand-
lungen fiber partielle Differentialgleichungen und Beriihrungs-
transformationen') behandelt hat. Infolge der Verschieden-
heit der maassgebenden Gesichtspuncte sind jedoch die Metho-
den, die im Folgenden zur Verwendung kommen, wesentlich
verschieden von denen, deren sich Herr Lie bedient.

1) Mathemat. Annalen B. 8, 9, 11, 16, 25,
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L

Ueber rationale homogene Functionen mit un-
endlich vielen linearen Transformationen in
sich selbst.

KEs wird im Folgenden nachgewiesen werden, dass eine
rationale und homogene Function f((x)) der Variabeln x, x,
..X,, welche einem System partieller Differentialgleichungen
(7) gentigt, unendlich viele lineare Transformationen in sich
selbst zuliisst. Vorerst aber werde ich den umgekehrten
Weg einschlagen und untersuchen: Welche Bedingungen
ergeben sich aus der Annahme, f((x)) wurde durch unendlich
viele lineare Substitutionen in sich selbst transformirt, einer-
seits fiir die Function f((x)) und andererseits fiir die Sub-
stitutionscoefficienten ?

Nehmen wir also an, f((x)) wurde durch die umkehrbare
lineare Substitution

n
(A) yy= T ayx,(A=12..n)
":I
in sich selbst transtormirt, d. h. es bestehe fiir alle Werte
der x und alle den Gleichungen (A) geniigenden Werte der
y die Gleichung f((y)) = f((x)).

Diese Gleichung muss also, wenn man die y durch ibre
Werte in Function der x ersetzt, in den x identisch werden;
sie fiihrt daher zu einem System algebraischer Gleichungen
(8), denen die Substitutionscoefficienten a;, genfigen miissen.
Ausserdem unterliegen die letzteren der Zusatzbedingung, dass
ihre Determinante nicht verschwindet.

Das Gleichungssystem (S) ist entweder selbst irreductibel
oder es liisst sich durch eine Anzahl irreductibler Gleichungs-
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systeme ersetzen.!) Von diesen irreductiblen Gleichungs-
systemen sind zuniichst diejenigen auszuschliessen, denen nur
solche Wertsysteme a,, a,, ... an geniigen, deren Deter-
minante verschwindet. Die Gesammtheit der tibrig bleibenden
Gleichungssysteme bezeichne ich mit (S'). Durch diese
Gleichungssysteme seien eine Anzahl irreductibler algebra-
ischer Gebilde der Mannigfaltigkeit m, aber keines von héherer
Mannigfaltigkeit bestimmt. Unter diesen irreductiblen Ge-
bilden gibt es mindestens eines, dem das Wertsystem

) (2) Gam=1,2,. o))
angehort.
Dies ldsst sich auf folgende Art beweisen: Durch irgend

eines der irreductiblen Gebilde der Mannigfaltigkeit m seien
die n* Grossen a;, ((p)) als algebraische Functionen von m
variablen Parametern p, py ..pm definict. Dann wird f
durch die Substitution

y, =3 a4, (p) X, A=1,2,..n)
“

in sich selbst transformirt, wie auch die Werte der p gewihlt
werden mogen. f wird also auch durch die Substitution

yi=7Sa,,((p)x, (A=12..0)
"

in sich selbst transformirt, wo p," p,” .. p'm ein festes Wert-
system von p, p, . . pm bedeutet, und folglich auch durch die
Substitution
7y = lfblﬂ ((P)x, (A=1,2,..1n)
2

1) Vergl. Kronecker, Grundzlige einer arithmetischen Theorie
der algebraischen Grossen § 10.

2) Das Symbol (;‘) bedeutet 1 oder 0, je nachdem 1 und p
gleich oder ungleich sind.
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deren Coefficienten durch die Gleichungen
Juy, () 2, =32, ((p))x, 2=1,2,..n)
* "
bestimmt sind.

Auch die by, ((p)) constituiren ein algebraisches Gebilde
der Mannigfaltigkeit m, denn da man iiber m von den Func-
tionen LV ((p)) verfiigen kann, kann man bewirken, dass m
von den Functionen by, ((p)) vorgeschriebene Werte annehmen.
Dieses Gebilde ist irreductibel, da die by, ((p)) rationale
Functionen der a;, ((p)) sind. Endlich entsprechen dem
Wertsystem

P, = pl‘ Py = p!' . pEY= P'm
e D , 2
die Werte b,, ((p)) = (y) A u=1,2,..n).

Es gibt somit mindestens ein algebraisches Gebilde der
verlangten Art; es wird sich zeigen, dass es auch nur ein
solches gibt.

Die durch dieses irreductible Gebilde bestimmten Sub-
stitutionen bilden den Gegenstand der folgenden Untersuchung.

I

Partielle Differentialgleichungen, denen die
Function f und die Substitutionscoefficienten
8 geniigen.

Im Folgenden betrachte ich die Substitutionscoefficienten
als Functionen von m unabhiingig variablen Parametern
P: Pg + - Pm-

Die Wahl dieser Parameter bleibt vorbehalten; vorerst
wird nur vorausgesetzt:
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1) man kann den Parametern solche Werte erteilen,

dass m von den Substitutionscoefficienten vorgeschriebene
Werte erhalten ;

2) man kann von jedem beliebigen Wertsystem der a,,

zu jedem anderen gelangen, indem man die Parameter ge-
eignete Wege beschreiben lisst;

3) es gibt ein Wertsystem p' der Parameter, das den
n* Gleichungen

, A
w (@) = (3,) G =1,2,..m)
geniigt.
Unser Problem fordert:
Wenn die Grossen y, y, ..yn durch die Gleichungen

(A) yi=3ZTayx, A=12,..n)
"

als Functionen der x und der p definirt werden, so muss die
Gleichung
£((y) =1(x)
bestehen fiir alle Werte der unabhiingig Variabeln x und fiir
alle Werte der unabhiingig Variabeln p. Infolge der iiber
die a;, gemachten Voraussetzungen liisst sich diese Forde-
rung durch die beiden folgenden ersetzen :
1) Es soll
M) _ g —
“3}7—0(1—1,2,.
sein fiir alle Werte der x und alle Werte der p, und
2) es soll

..m)

£((y) = £((x))

sein fiir alle Werte der x und ein bestimmtes, im iibrigen
beliebig zu wihlendes, Wertsystem der ay,.
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Die zweite Forderung ist jedenfalls erfiillt, wenn wir
fiir das feste Wertsystem der a,, das Wertsystem a;, = (:'l)
wiihlen.

Die Gleichung f((y)) = f((x)) wird somit vollstindig

vertreten durch die Differentialgleichungen

af((Y)) zaf((}))a)). 0(1_1‘_“

.m
=t Oy, p )

Nun ist, weil f homogene Function ist

) g, 20D
4.

ax; Yu
und ferner

of ]
() und a—ylf in die

obigen Gleichungen ein, so erhalten dieselben die Form

- o ?
(7)22 A fa(x(:»xl‘=0(i=]'2"'m)

==t

wo die Grossen C‘A.l‘ durch die Gleichungen

(a)Ea Cl ="[ﬁl (A :i’gz .m)

%= Al

als Functionen der p bestimmt sind. Es geniigt somit einer-
seits f((x)) einem System von m partiellen Differential-
gleichungen, und andererseits genfigen die Substitutionscoef-
ficienten als Functionen der Parameter p betrachtet einem
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System von n®*m partiellen Differentialgleichungen. Das
letztere System bat eine bemerkenswerte Eigenschaft. Gibt
man dem Index u der Reihe nach die Werte 1, 2,..n und
dem Index i der Reihe nach die Werte 1,2, .. m, hilt da-
gegen den Index 4 fest, so erkennt man, dass die Substi-
tutionscoefficienten einer Zeile

8, 8 . . A,

ein System particulirer Losungen der Differentialgleichungen

(=12..ni=12,..m)

ap‘ e U, vp

bilden.
Die Grossen Cj‘l‘ sind Functionen der p. Bildet das

Wertsystem p; = q; weder eine Verzweigungs- noch eine Un-
stetigkeitsstelle dieser Functionen, so lassen sich dieselben fiir
hinreichend kleine Werte von Mod (p; — q;) nach Potenzen
von p; — qi (1=1,2,...m) entwickeln. Da die Gleichungen
(7) fir alle Werte der p gelten, so miissen in dieser Ent-
wicklung die Coefficienten der einzelnen Potenzen und Pro-
ducte der p; — q; verschwinden. Die Function f ((x)) gentigt
daher einer Anzahl von Differentialgleichungen der Form

2201"3X l—

A=t =t

wo die c;, von den x und den p unabhiingige Constante
bedeuten.

Die Anzahl der Differentialgleichungen dieser Art, welche
von einander unabhingig sind, muss jedenfalls kleiner als n
sein. Fiir die vorliegende Untersuchung ist aber nicht so-
wohl die Anzahl der in diesem Sinne unabhiingigen Diffe-
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rentialgleichungen von Wichtigkeit, als vielmehr die Anzahl
der ,linear unabhiingigen* d h. die Anzahl der Differential-
gleichungen, zwischen deren Coefficienten keine Relation
der Form

a, cil‘—i-a,ci”—#a, ci’,+ vee=0@Ru=12,..0)
besteht.

Die Anzahl der linear unabhingigen Differentialglei-
chungen, denen eine Function geniigt, muss offenbar kleiner
sein als n? sie kann aber grisser sein als n. So geniigt
7. B. die quadratische Form

f())=xi4+x34+...x2
den 4 n (n—1) Differentialgleichungen

of

e P 0= B, . i 1§ (23 )
9 xx

— X
kaxi

Diese Differentialgleichungen sind allerdings nur den
n — 1 unabhingigen Gleichungen

of of of of
3—)(‘:57,:3—}‘s g 5 TRE SR
iiquivalent, aber in dem eben erlduterten Sinn, sind sie als
linear unabhiingig zu bezeichnen.

Die Differentialgleichungen (') lassen sich durch eine
gewisse — vorliufig nicht niiher zu bestimmende — Anzahl
von linear unabhiingigen Differentialgleichungen

(7)‘-_—2.,,2 A’.ax x, =0(@(=12...m)
ersetzen, wo die c;w Constante bedeuten.
Jede Function, welche diesen m’ Differentialgleichungen
geniigt, geniigt auch den Differentialgleichungen
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n n

ZZZ({‘,, c:{,,ci,‘“) ;x—fl x,=0(@,k=12..m)

=1 =) =1

welche sich aus den Differentialgleichungen (y) durch Dif-
ferentiation und Elimination der hiheren Derivirten ergeben.
Wir diirfen voraussetzen, dass jede dieser letzteren Differen-
tialgleichungen von den Gleichungen (y) linear abhiingig ist,
dass also

n

GV (b k § (Ap=1,2 .
(‘) L ((";.r Cppe — C;, Pm) Z & Cip (" ' =12 lll)

p=1 il

ist.  Unter dieser Voraussetzung bilden die Differential-
gleichungen (y) ein ,vollstindiges System linear unabhiingiger
Differentialgleichungen® oder nach der kiirzeren Bezeich-
nungsweise des Herrn Lie eine ,Gruppe‘.!)

Aus dem Verfahren, mittelst dessen wir zu den Dif-
ferentialgleichungen (y) gelangt sind, folgt unmittelbar, dass

sich die Grissen (’/.“ darstellen lassen in der Form

m
o i3 fAu=12..n
() C;'/,—-z;;}’: "i.,u( i==1,2,. .m)

. i . .
wo die Pj Functionen der p sind.

Aus der ersten unserer Voraussetzungen iiber die Grissen

f . - s
a;, ergeben sich gewisse Beschriinkungen, denen die Fune-

tionen P unterliegen. Danach sollten m von den Grissen
aj, bei geeigneter Wahl der p vorgeschriebene Werte er-
halten konnen. Man muss demnach durch geeignete Wahl
der Ditferentiale dp, dp,, . dp, Giber m von den vollstin-
digen Differentialen da;, verfiigen kinnen.
1) Mathem. Annalen B. 25. S. 71.
1889, Math.-phys. CL 1. 8



114 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. Mdrz 188S.

Nun ergeben die Gleichungen (@) und (7r) fiir diese
Differentiale die Werte

n m m :
dny, = % = | 5 P} dp,l gy oy (o =1,2,..n)
ra=) f==1 lf:l l

Es darf daher erstens m’ nicht kleiner sein als m und
zweitens diirfen nicht alle aus m Verticalreihen des Systems
By Ry Bi .. . SPL
B JBe Pa-. . . PR
Py P By, . . PR
P Pp Bpe. . .. B2
gebildeten Determinanten identisch, d. h. fiir alle Werte der
p verschwinden. Wie man sich leicht fiberzeugt, sind diese
Bedingungen nicht nur notwendig sondern auch hinreichend,
damit m von den Differentialen da;, vorgeschriebene Werte

erhalten kannen.
Die Gleichungen (7), (&) und («) ersetzen die Gleichungen

A

CL1(67) NENPNP
s =0(@(=12..m)
vollstiindig. Diese Gleichungen, zusammen mit den fiir

die a;, geltenden Anfangsbedingungen

ni/l & (") fir Pi =Pl’ (}'su = 1121 Longi= 1, 2,0 . m)

driicken daher vollstiindig die Bedingungen aus, damit f
durch die Substitution (A) in sich selbst transformirt wird
Insbesondere gilt der Satz:
Geniigt { der Differentialgleichung

n
EZ%;X , =0

=1 =t
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geniigen ferner die Grossen by, den Differentinlgleichungen

dbll‘

dp - g by, Cop (A u=12..n)

und den Anfangshedingungen

by = (i) fir p=yp Au=12,..1)
so wird f darch die Substitution

(B) ¥i =3Sby, X, A=12,..n)
"

in sich selbst transformirt.

Eine derartige Substitution B, deren Coefficienten nur
von einem Parameter abhiingen, nenne ich eine elementare.

Ks wird sich zeigen, dass die Substitution A aus m
elementaren Substitutionen zusammengesetzt werden kann.

1L

Integrabilititshedingungen fiir die Differential-
gleichungen (a).

Die Functionen Pj sind der Natur der Sache nach nicht

vollstindig bestimmt, da sie von der Wahl des Parameter-
aystems abhiingen. Die Bedingungsgleichungen, denen sie
geniigen miissen, ergeben sich aus den Integrabilitiitsbeding-
ungen fiir die Gleichungen ().

Durch Differentiation nach py ergibt sich aus (@):
i
. ﬁ ,_C’_-‘f a_z“lli (l' u=12,.. )
3l’k "' " g apiope \h k=1,2,..m

8*

r=i
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oder da

n
Il’ .
—Lalo or ¥
o=
i ’
E Lc' . e

— ax “ve opk ] Apidpk
Subtrahirt man von dieser Gleichung diejenige, welche
sich aus ihr durch Vertauschung der Indices i und k ergibt,

so folgt
aCh)|

n
Sni (33 0 = hy ) + 5 = =0

V=1

Die Determinante der a;, verschwindet nicht, also muss

| i “ 4 SC‘:
2 ((‘IQ ‘yu U (’:/l) + 3'” al:‘:l = ()

sein fir v, u =12, ... .05 1, k=1,2,..m.

Nun ist nach ()
. m’ i
C,==1I¢
ro ’—

also
g . |

' Pk h "\l‘ l)i ]
n Cro j-=l § Cyp

l‘h

n
kb i ’l._
2 Crg (‘011 N C,_ nu) == | me m
y=1 o=t N pkoh X pl

o .
= WG = VjCyy!
1 &5 =1 5

h=
n om m
e k pi Sk i h Jea
=1 2 Z 3 (PEP} — PP} (e, chy =y i)
=1h=1 j=1

o )
. o . I |
Ersetzt man in dieser Gleichung X (evo Con ™ Cro Coy
=1
4
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durch den aus (&) folgenden Wert und beachtet, dass s:_'j

== — &" ist, so folgt:

n X . i x m' m’ m’ i T

&, N P e R s . S . S L ) R

S (Cplpp—CpCpp) == = 2B Pje’c,,
2" 50 0 (oF /A

o=1 h=1 j=! r=1

Diesen Wert fiihren wir in die oben gefundene Gleichung
ein und ersetzen zugleich

i k . i k
3(,,,[‘ — 8&,_1 durch :“S‘ (?["’ il &) A
apx Ipi =1 Ope oyl

Wir erhalten eine Gleichung der Form
a, c:.” + a, c'f.l, + .. .an (,";‘ =0wu=12,..1)

Da die m’ Differentialgleichungen (y) der Voraussetzung
nach linear unabhiingiy sind, so folgt hieraus @, =0 @y =0

. @y =0.

Wir erhalten somit das System von partiellen Differen-
tialgleichungen

N )k 3
o - 5 S
1 h=1 j=I
fir i, k=1,2...m;r=12,..m.

Diese Gleichungen geben die notwendigen Bedingungen,
damit das System der Differentialgleichungen (a) tiberhaupt
ein Losungssystem a;, mit nicht verschwindender Deter-
minante zuliisst.  Aber diese Bedingungen sind, wie Herr
Bouquet nachgewiesen hat, auch hinreichend.!)

Die Functionen Pj sind daher nur an die beiden Be-

dingungen gebunden, dass sie ersfens den Gleichungen (J)
geniigen, und dass zweitens das durch sie bestimmte Deter-

1) Bulletin des Sciences mathématiques t. 1. p. 266.
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minantensystem nicht identisch verschwindet. Im {ibrigen
kounen sie beliebig gewiihlt werden.

In den Gleichungen (J) kommen nur die Constanten
& aber nicht die Grossen cé_/, selbst vor. Alle ,gleichzu-
sammengesetzten Systeme von I)ifferentinlgleichlmgcn der
Form (y), fir welche die Constanten & dieselben Werte
haben, fithren daher zu demselben System von Differential-
gleichungen (J), also zu denselben Functionen Pj.

Im Folgenden wird nachgewiesen werden, dass m’=m
ist, wenn die Function f((x)) durch keine Substitution mit
mehr als m verfiigharen Coefficienten in sich selbst trans-
formirt werden kann.

Setzen wir dies einstweilen voraus, so kann man die
Gleichungen (J) in bemerkenswerter Weise umformen.

Da die Determinante der P} nicht identisch verschwindet,

so kann man m?*® Functionen der p durch die Gleichungen
BT, —( )(J,x\_l..,.. m)
=

bestimmen.  Multiplicirt man die Gleichung (J) mit Qf Q¢
und addirt nach i, k, so folgt, da

m aP Y

Q= “ P und
|—| e =t Tapk
X 0
3z,

k:lsi;i AN k=1 "9y
mo(mo A 304
—EplE (@l ol =0
i=1 k=1 ( *ap. b ap )l 2
und hieraus ergibt sich: -

wos oo TO_ oy By
) = (G50 G50 = S gw

fiin res, & =71, 2, 7.'m
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Diese Gleichungen geben zusammen mit den Gleichungen
(e) die notwendigen und ausreichenden Bedingungen, dawmit
die Differentialgleichungen
F n n 9 F
n=zgl_= = =0(=
N T oz 2 = g 0(=12..m)
ein ,vollstindiges System* bilden, also n von einander unab-
hiingige Losungen zulassen.?)
Diesen Gleichungen (I') geniigen die n Functionen der
x und p
Yy =Zua,x, *=12,..n)
u

Ersetzt man nimlich in den Gleichungen (I') F durch
¥, und beachtet, dass die so entstehenden Gleichungen in

den x identisch sein niiissen, so folgt aus denselben

vu = 14 = 1, 2, .o n
(a) 2 Ql Sp =;_‘E|ai¢“c;'l‘ ( ,‘L;= 1,2,. .ln)

Aber diese Gleichungen sind nur eine Umformung der
Gleichungen (e).

Die Gleichungen (I') bringen zum Ausdruck, dass jede
Losung der m’ = m Differentialgleichungen (y) eine Function
von y, ¥y - - ¥ sein muss, welche nur von den Werten der
x aber nicht von den Werten der p abhingt.

Iv.

Ueber die Coefficienten der Differential-
gleichungen (y).

Bei der Ableitung der Gleichungen (y) haben wir nicht
zum "Ausdruck gebracht, dass f((x)) rationale KFunction

1) Den Beweis dieses Satzes hat Clebsch gegeben. (Crelles
Journal B. 65.)
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der Argumente ist. Es ist daher noch zu untersuchen,
welche Bedingungen fiir die Coefficienten c},, sich aus dieser
Eigenschaft von f ergeben. Zu diesem Zweck gehen wir
von dem am Schlusse des zweiten Abschnittes bewiesenen
Satz aus: '

Geniigt ((x)) der partiellen Differentialgleichung

und werden die Substitutionscoefficienten b;, durch die Dif-

ferentialgleichungen
db; M

n
: = X b ¢, (Ape=1,2..n)
(| P =)

(2)
und die Anfangsbedingungen

AN
by = (!‘) fiir p =0
hest\lllllllt, so wird t durch die elementare Substitution

Y= Sl)l‘” !(” (Z. = ], 2, . Il)
1"
in sich selbst transformirt.

Die Integration der Differentialgleichungen (2) lisst sich
mit Hiilfe eines Satzes, den ich in meiner Inauguraldisser-
tation bewiesen habe, leicht ausfiihren.

Dieser Satz launtet:

Hat die ,Fundamentaldeterminante® der c;

¥
€, Gy Cyy .o . Cln
o Cgg—T Cyy « e . Cap
Gy Cyy Cgg—T . . . . Cin

i Cni Coe Cny e Cpp—r |
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die Elementarteiler?)

k3 2%

: e
=) " (r—r) ' .. (r,—1) * (== 1,2,..0)
so lassen sich n? Grossen [g h 4], mit nicht verschwindender

Deterniinante der Art bestimmen, dass

T [g h )’]x + I‘g— 1h l]x =X Cl" [g h A“]x
p=!
(3) i
r [1ha], = X ¢, [Tha], ist
=t

firi=1,2..n; g=2,3,...ef; h=0,1,2,...1;
x=1,2,..n".

Die Substitutionscoefficienten bi#
Fillen als rationale Functionen eines Parameters dar-
stellen; niimlich dann, wenn entweder die Kundamental-
determinante der Cin gleich r ist, oder wenn sie nur Ele-

lassen sich in zwei

mentarteiler erster Ordnung hat und wenn ausserdem die
Werte r, ry .. ry, fiir welche sie verschwindet, ganze Zahlen
sind.

Je nachdem der erste oder der zweite von diesen Fillen,
oder keiner von beiden eintritt, nenne ich das Coefficienten-
system der c;, ein System erster, zweiter oder dritter Art.
Diese Bezeichnung fibertrage ich auch auf die entsprechenden
Differentialgleichungen und elementaren Substitutionen.

Nehmen wir zuniichst an, das System der ¢;, sei von
der ersten Art.

In diesem Fall ist in den Gleichungen (3) n'=1 und
r, = 0 zu setzen. Diese Gleichungen erhalten also die Form

1) Den Begriff der Elementarteiler hat H. Weierstrass einge-
tithrt (Monatsherichte der Berliner Akademie 1868).
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e [1hp]=0 =1,2..n
"

i =1,2,..¢
Sy lghu) =g —1hd) [ O
[‘ Al , 1

Die Differentialgleichungen (2) lassen sich nun durch
die folgenden ersetzen:

d
d—})zbl'.[l[lh”]=0

n

d
d_‘—)zl)l[l [gh-”]=2b}.,ulg"] h .“]
" un

wo die Indices g, h, 4 die eben angegebenen Wertsysteme
zu durchlaufen haben.

Mit Riicksicht auf die Anfangsbedingungen bl,‘ = (i‘l)
fir p =0 folgt aus diesen Gleichungen:

by, [1Thu]=[1h4]
"
2
by, lghu] =g h A+ g — 1ha] 4+ {5 (5 — 21 4]
n
3

P B pg—l
+T72?§[g_'“'1]+ ---- 1.2.’.6‘_15[1}!1]

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die by, als ganze
Functionen von p. Die Determinante der by, ist gleich 1.
Nehmen wir nun an, das System der Ciu sel von der
zweiten Art. In diesem Fall ist in den Gleichungen (3) fiir
den Index g nur der Wert g =1 zuliissig.  Dieselben er-
halten, wenn man [h 4], statt [1 h4], schreibt, die Form

ey, lhu], = [ha], ().= 12, 5 )
u h=0,1,2,...01; z=1,2,..n
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und die Differentialgleichungen (2) lassen sich durch folgende
ersetzen :
d
d_p z b}..u [h “]x = rx z hA.[A Ih [l],‘
" #
Die Integration dieser Gleichungen gibt mit Riicksicht
auf die Anfangshedingungen

r.p
Sy, huly=e™ [hd],
n

Fiihrt man an Stelle des Parameters p den Parameter
q = ¢P ¢in, so werden auch in diesem Fall die Substitutions-
coefficienten rationale Functionen des Parameters, da ja der
Voraussetzung nach die Grissen r, ganze Zahlen sind. Die
Substitutionsdeterminante ist gleich 1 oder gleich einer ganzen
Potenz von q.

Von dem eben behandelten nicht wesentlich verschieden
ist der Fall, dass die Fundamentaldeterminunte der c;, nur
Elementarteiler erster Ordnung hat, und dass zwar nicht die
Grossen ry 1y ... selbst ganze Zahlen sind, aber wenigstens
ihre Verhiltnisse sich durch ganze Zahlen ausdriicken lassen.
Ist nimlich r, = ¢r,’ (x = 1,2,..1"), wo n,’ eine ganze Zahl
bedeutet, so hat man nur an Stelle des Parameters p den
Parameter (' = e? = (2 einzufiihren, um die by, als ratio-
nale Functionen eines Parameters darzustellen.

Auf die beiden eben erledigten Fille lisst sich die In-
tegration der Differentinlgleichungen (2) auch in dem Fall
zuriickfithren, dass das Coefficientensystem der c;,, ein System
dritter Art ist.  Zn diesem Zwecke zeige ich zuniichst, dass
sich stets ein System erster Art cgﬂ und eine gewisse An-

p &} . 2 .
zahl # von Systemen zweiter Art ci‘, Cig + ++ S0 bestimmen
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0 1 2 £
lassen, dass ¢z, = ¢, + e, ¢, + 03+ - - e cgy ist, fiir
A= 1,2, .5 1.

Bestimmt man uimlich die Grissen c‘,{,‘ und k;, durch
die beiden Gleichungssysteme

chﬂ [The], =0
"

) =, lghul, =[g—1h2],

n

and =k lghpl, =rlgha],
n

wo die Indices 4, g, h, » die unter (3) angegebenen Werte
zu durchlaufen haben, so ist offenbar

0 3 ‘
Cige = Cip + by (e =1,2,..n).

Die c';fﬂ bilden ein System erster Art. Sind die Grossen
r; vy .. Ine alle ganze Zahlen, so bilden die k;, ein System
zweiter Art und die Aufgabe ist gelost. Ist dies nicht der
Fall, so lassen sich die Grossen r; r, .. ry als lineare homo-
gene Functionen einer Anzahl Grossen ¢, ¢; . . g, von denen
hichstens eine eine rationale Zahl ist, mit ganzzahligen
Coefficienten darstellen.

Man kann also
r,=ry e, + rie,...-{-l‘fgﬂ (x=12,..1)

setzen und hier bedeuten die r, ganze Zahlen, die g Grissen,
zwischen denen keine Relation der Form
«, 0, +uzex--+aﬂeﬂ=0

mit ganzzahligen Coefficienten «; stattfindet.
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Ich bestimme nun die Grissen c}” durch die Gleich-
ungen

E(‘.L, [ghul, = rix [gha],
I3

wo fiir die Indices 4, g, h, x die unter (3) angegebenen Werte
und fiir i die Zahlen 1,2, .. 8 zu setzen sind.

Die Coefficientensysteme c&,‘ sind offenbar Systeme zweiter
Art und sie geniigen den Gleichungen

1 2 3 0
(P S M o (’ﬁcf{" =k, =¢;, — ¢ (hu=12,..1)
Die Differentialgleichungen (2) lassen sich nun durch

ein System von Differentialgleichungen derselben Form er-

setzen, in denen an Stelle der Grossen Cy , die Grossen )

1
Cge v+ c/lgu treten.

Y

Ersetzt man in (2) ¢;, durch ¢}, + k;, und gleich-

e 0 0 .
zeitig b, durch 2' Dy tys WO b}! und t;,, noch niiher zu
v=

bestimmende Functionen von p bedenten, so gehen diese
Gleichungen itber in:

ld"z, | [dt, 2 |
z 0 0 > "w__ t L
- l d]l s ,l/.x xv’ to 4 = l d}l el rx kxy] D

+ S‘b" 1v(c0 »

m' ¢ )}=()

Ieh behanpte, dieses Gleichnngssystem liisst sich durch
die beiden folgenden ersetzen:

dl ’4 dt;,
iy & 50 O .
ap S D) Cxpe und dp tM b,z
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mit den Anfangsbedingungen

1»2,, == (:") t}.,u =(:") fir p=0 (L u=12..n)

Zum Beweise hat man nur zu zeigen, dass, wenn man

die t;, durch das zweite dieser Gleichungssysteme bestimmt,

Sin = E(cg, by — c?,l‘) =0 ist fir L, u=1.2,.n
v

Nun ergeben aber diese Differentialgleichungen mit Riick-
sicht aunf (4)

TP
St lghul,=e* [gh1],
"

Aus dieser Gleichung und aus (4) folgt

=8 [ghul, =0
-
fiir alle unter (3) angegebenen Werte der Indices 4, g, I, .
Da die Determinante der [g h u], nicht verschwindet,

hat dies zur Folge, dass S =0 sty fiir A, =1,2..n.

Indem man der Reihe nach

vt

bu=Zb b, H,=ZbLt wsw Qu=12..n)
- 4 ”

setat, iiberzeugt man sich, duss sich die Differentialgleichungen
(2) mit den Anfangsbedingungen b, = (i’l) fir p=0 er-

setzen lassen durch die folgenden:
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0

d b;-l‘ = bo 0
d p 3 v Cope
dl)A!

M s
dp T hlv Cou

2

bz, e T Au=1,2..n
d P S "lv Cry
dbgﬂ

—_—t =3

dp 5 bfv Ofy

mit den Anfangsbedingungen
bh:(ﬁ) fir p=0 (i=0,1.2,...8)

Durch Integration dieser Differentialgleichungen erhiilt
man die bgp als ganze Functionen von p, und die b‘l;: als

rationale Functionen von ¢; = egx p(i =kl,'2%. . 8).

Die Substitutionscoefficienten by, sind ganze Functionen
der bg!, bi" oo o bf” also rationale Functionen von p, q,, q,
-+ qg. Nun sollte die Gleichung f((y)) = f((x)), wenn man
in derselben y; = X'b;, x,, setat, fiir alle Werte der x und

fir alle Werte vonyp bestehen. Da aber infolge der iiber
die Grossen g; gemachten Voraussetzung zwischen p und den
transcendenten Functionen q, ¢, . . qg von p keine algebra-
ische Beziehung bestehen kann, so muss die Gleichung f((y))
= f((x)) auch dann noch erfiillt sein. wenn man die Grissen
4y 4 - - g als unabhingig variabel betrachtet. f wird also
durch jede der Substitutionen
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yi=Sbj,x, (i=0,1,2,..8
v
in sich selbst transformirt und geniigt folglich den 8 41
Differentialgleichungen

of

',_,9_2 =0 (i=0,1,2,...8)

b [4

n
Wir haben also den Satz:
Geniigt eine rationale und homogene Funetion f((x))
den m partiellen Differentialgleichungen
af

S_‘_“c“,a Axll =0 (=12,..m)

i

aber keiner weiteren, von diesen linear unabhiingigen der-
selben Form, so kann man, indem man nitigen Falls diese
Gleichungen durch lineare Combinationen derselben ersetzt,
stets bewirken, dass die Fundamentaldeterminante jedes der
Coefficientensysteme c:;'“ entweder durch r" teilbar ist, oder
nur Elementarteiler erster Ordnung besitzt und nur fiir ganz-
zahlige Werte von r verschwindet.

V.

Integration der Differentialgleichungen (a).

Der bisherigen Untersuchung lag die Annahme zn Grand,

dass die Function f durch eine lineare Substitution mit m

verfiigharen Coefticienten in sich selbst transformirt werde.

Es ergab sich, dass f einer gewissen Anzahl von linear un-
abhiingigen Differentialgleichungen der Form

S3c; L X = O

e & Sly x; =

Aop
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geniigen muss. Von der Zahl m’ dieser Differentialgleichungen
konnten wir nur nachweisen, dass sie nicht kleiner als m
sein kanu.

Wir nehmen nunmehr an, die homogene Function f
geniige den m linear unabhiingigen Differentialgleichungen

]
() = -c;ﬂafx =0(@{=12,..m)
Aou
aber keiner weiteren von diesen linear unabhiingigen der-
selben Form. Die Annahme, diese Differentialgleichungen
seien linear unabhiingig, schliesst nicht aus, dass eine Anzahl
dieser Differentialgleichungen eine Folge der iibrigen sein
kann.
Wir setzen ausserdem voraus, jedes der Coefficienten-
systeme cil‘ sei von der ersten oder von der zweiten Art.
Diese Coefficienten c}y geniigen einem Gleichungssystem
der Form:
i X 5 Lk
(5) (CAV Cyu = Copu clw) = El & ciu
it
().4:—]2 n; ,k=12..m)
Es lassen sich nun sofort m elementare Substitutionen
B; angeben, welche f in sich selbst transformiren.
Bilden die c;” ein System erster Art, so bestimme ich

die Substitutionscoefficienten b:l'" durch die Differentialgleich-
ungen

S
——== Xh,c, u=12..1n)
y=1l

und die Anfangswerte baﬂ=(:“> fir pi=0. Bilden die

¢j, ein System der zweiten Art, so ist in den vorstehenden
Gleichungen p; durch log p; zu ersetzen.
1888, Math.-phys. CI. 1, 9
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Je nachdem der eine oder der andere Fall eintritt nenne
ich p; einen Parameter erster oder zweiter Art und den Wert
pi =0 beziehungsweise p;=1 seinen Anfangswert.

Die Function f wird nun durch jede der Substitutionen

1 1
B, B = zl’lp Yu

B! y} = Z'bi/, y’l

2 3 3
BS ya - zl)l;t -"/4
n =1,2,..n
m-2 m—I m-—1
Bni Y€ blp Y
"

Ba ¥ =0, x
"

I3

folglich auch durch die aus diesen Substitutionen zusammen-
gesetzte Substitution

A) == Bl X
,‘

in sich selbst transformirt.

Die Substitutionscoefficienten a;, sind ganze Functionen
der Parameter erster Art und wenigstens rationale Functionen
der Parameter zweiter Art. Unstetig konnen sie nur werden,
wenn einer der Parameter zweiter Art verschwindet oder fiir
unendlich grosse Werte der Parameter. Den Anfangswerten

der Parameter entsprechen die Werte a;, = (2)

Die Determinante der 8 ist gleich dem Producte der
Determinanten der elementaren Substitutionen B;, also gleich
einem Producte aus ganzen Potenzen der Parameter zweiter
Art, da die Determinante einer elementaren Substitution erster
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Art gleich 1 und die Determinante einer elementaren Sub-
stitution zweiter Art gleich einer ganen Potenz des ent-
sprechenden Parameters ist.

Man kann auf dem im zweiten Abschnitt eingeschlagenen
Wege beweisen, dass die Substitutionscoefficienten a;, einem
System von Differentialgleichungen der Form

Biu " ] o .
(a) ?l;r=.?nbbw( H=1,2..n;i=12,..m)
v
geniigen, wo

(n) Cu= X Pid},

IR 7]

[y

ist und die Grissen P} rationale Functionen der Parameter
p sind. Ich will jedoch im folgenden fiir diese Gleichungen
einen Beweis erbringen, der sich nur auf die Definition der
Substitution A durch die elementaren Substitutionen B; nnd
anf die durch die Gleichungen (&) ausgedriickten Eigenschaften
der Coefficienten c}” stiitat.

Dieser Beweis beruht auf folgendem Hiilfssatz:
Die n® durch die Gleichungen

“"c}:rb:‘u — Sbily Qyu Bu=12,.. n)
v v

definirten rationalen Functionen Qi von pi lassen sich dar-
stellen in der Form

U =8, cil‘ + s, ci“ cootsmeq, =12 ..1)

WO S, 8y .. 8y rationale Functionen von p; sind.

Beim Beweise ist zu unterscheiden, ob die elementare
Substitntion B; erster oder zweiter Art ist. Im ersteren Fall
lisst sich q;, nach dem Maclaurin'schen Satze entwickeh}.

: A
Fiir pi=0 ist b},‘ = (P‘) also ¢y, = c}’”-

9'
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Zur Berechnung der Differentialquotienten von Uiy er-
hiilt man zuniichst die Gleichung

v( db,,, b}, ) dg,,,
€1, - dp; a5 qm -—..I)h, dpi =0 u=1,2..1n)

sst 190
Nun ist db,,, .

i
d[’i = f bvx Con

folglich

"hd'”——"{‘c b, }c = { b, q,, }'
= v P Y Ay Uyxe g Yxn

Nach Substitution dieser Werte erhalten die obigen
Gleichungen die Form

i dg,,,
-::bl:l’ {f ((l:f c:qt G qu) = .—Ipl } =0 (;‘ p=1.2..n)

Da die Determinante der l):l'“ nicht verschwindet, so folgt
aus diesen Gleichungen

dq
= v((li'x c:ql =

i
dp; ok ) (00 =1,2,..1)

Fiir py =0 wird

dqy, hoi i e i j
( l]‘ll;l )P e = ;‘:(“I'X cx/l Gy C,:.u) . jEI &j (“:gu
Die Gleichung
a2 (],,, i (d Uy i d q;ql)

dp. d_p,— O ™ G dp;

dzqm

zeigt, dass sich auch ( A—‘—) als lineare und homo-
dp? /pi=
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gene Function von cm e - "/l darstellen lisst, und das-

selbe gilt fiir alle lloheren Dlﬂ‘erentla]qnotlenten. Daraus
folgt, dass sich q,, in der Form

1 2 m
Dy = 83 Gy ot Sg Cpyp »+ + 5m Cope (wue=12,.. n)
darstellen lisst, wo s, 8, .. sn Functionen von p; sind.

Da die Coefficientensysteme ci,‘ c‘},‘ .+ . ¢, linear unab-

hiingig sind, so sind die Functionen s vollkommen bestimmt ;
sie sind rationale Functionen der q;,, also auch rationale
Functionen von p;.

Ist die elementare Substitution B; von der zweiten Art,
so hat man qg, nicht nach Potenzen von pj;, sondern nach

Potenzen von p; — 1 zu entwickeln; im iibrigen ist der Be-
weis ganz analog zu fiihren.

Durch wiederholte Anwendung des eben bhewiesenen
Sutzes gelangt man leicht zu der folgenden Verallgemei-
nerung :

Bestimmt man n? Grossen ‘]/‘./4 durch die Gleichungen

i
= (’ly bt',u =2Z /.r qr’x
a &

hierauf n® Grossen q;,, durch die Gleichungen

~ Vg A W B
<~ Qjy hr/x ol bb' q)'[t
v v

hierauf n* Grossen ¢, durch die Gleichungen
<. vk _ pk "
=iy br;t =3Ib, Wipe
g v
u osowW.

so lassen sich die Grissen ¢, q;-_l, (];:/l . . . darstellen in
der Form
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1 2 m
Up =3, Cip + 5, Chpe -+ - + 5, Cip
. , 1 ., 2 .
{]lp=slcl,u+szclp"'+ﬁmc‘;.l,u Lp=12.n
. s 1 v 2 o m
Qg = 8, Clp + s, Clp v - + 5 Clpe
u. s, w,

und hier sind die Grossen s, sy . . . rationale Functionen von p;

die Grissen s, s, . . . rationale Functionen von p;
und p;

die Grossen s' s} . . . rationale Functionen von p;

pj und px u. 5. W,

Dieser Satz fiihrt zu einem einfachen Beweis der Gleich-
ungen (@) und (7).

Die Gleichungssysteme B; und A definiren die Grissen

Yiyi¥i--yP " als Functionen der Grissen x, X, .. X und

der Parameter p, py .. pm, und zwar ist, da der Parameter
pi nur in die Coefficienten der Substitution B; aber nicht in
die Coefficienten der iibrigen Substitutionen B; eingeht

y; Function vonx; x; .. xp und p, py pg - .. P

yi  Function von x 1 Xg..Xpund  pypg...Pm

)'3 Function von x, x, . . x, und Ps---Pm A=1,2,..n
y7 ™! Function von x, x, . . X, und Pm

Durch partielle Differentiation nach p; ergibt sich daher:
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aﬁ =5 iy_ﬁ
opi i Ay ap;

1 2
a{l. == “bz aylt
ap; A ap;

2 3
m =3b ayL‘
op; " u ap;i

(d) ;. —sp! . 1=12,..u

TR
i1 i
%yi =5 (ib_lf_‘ i
api u dp‘ "
i R R v
y‘). =3I A Y:u
"
-1
yi L =3bp,x,
'M
Nun ist
b 1
A _ sb,cl, oder=—Sbj,c,
dp; , v Cyp OUer P iy Cyu

je nachdem die elementare Substitution B; von der ersten
oder der zweiten Art ist.

Angenommen, es finde der erste Fall statt — der zweite
ist ganz analog zu behandeln — dann ist
3y

N SEK A i —
b o ACLEL R
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Dieses Gleichungssystem lisst sich durch die beide;

folgenden ersetzen :

;"
——a——-—-—bh‘ ” z;=.‘.c'”y:‘ A=1,2,..n)
Pi " "

In dem zweiten Gleichungssystem fiihre ich fir y,
seinen aus dem i+ 1'" der Gleichungssysteme (d) folgenden

Wert und an Stelle der Grissen ci,‘ die Grossen q, ein,

welche aus den Gleichungen

i4-1 i1
- c"/“!:“- = Shl‘; q/u (Av V= l‘ 2| L. l])
"

zu berechnen sind.  Wir erhalten
it 1 i1
pE i "“hj{}; a7 _yy+ 2= 1,25..n)
v

v Yy

O S
L) = =I=iC ;/l
uv

Dieses Gleichungssystem ersetzen wir durch die beiden
folgenden:

A sy i St REX I
1y = ‘J.,l ty 7 “q,.l, Ve (A=1,2,..n)
[ "

Das zweite von diesen Gleichungssystemen und das i--2t°

der Gleichungssysteme (d) ersetzen wir nun durch

i1 i i if2 42

At = e /I;" und 25t = ql’“:’ A=12,..n)
#® "

wo die Grissen q;‘u durch die Gleichungen

e Ghv=12,..1)

i+e
:qu l"‘uv =3 bi.y q;n
e I3

bestimmt sind.
In dieser Weise fortfahrend erkennt man leicht, dass

sich die letzten m — i 4 1 der Gleichungssysteme (d) ersetzen

lassen durch die folgenden:
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o =3b, 4
3p1 I Lri
4 = IpH
"
gt =S e
- =1.2...
Bt =3 &
"
rg =3 C;-!‘ X
n

und nach dem eben bewiesenen Hiilfssatz lassen sich die
Grissen Ci,‘ darstellen in der Form
.‘; 1 N - B
Cpu=Pic, + e, ...+ PLeghp=12"..n)
wo PiPy... DI rationale Functionen von p, py . . pm sind.

Nun ergibt sich aus der Definition der Substitution A,
dass
3y

= ist,
ap; >

=i P =S i
=Ju;,2, =33a,C, x,
L ¥

n
und da diese Gleichungen fiir beliebige Werte der x gelten,
folgt hieraus

aﬂi/,

i
"y

A C

!:M

7 w. z..l). w.

Fiir die Anfangswerte der Parameter wird

. ) av} .
b'z,,=( ) und d[:i” =c:1,, Rpu=12,..0;i==12,..m).

u
Fiir diese Werte ergeben daher die Gleichungen (d)
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dy; I

55 = ¢, x, woraus
Ipi #

381},

e ¢ folgt.

Fiir die Anfangswerte der Parameter ist somit P} = (;),
also die Determinante der P} gleich 1. Diese Determinante
verschwindet also nicht identisch und hieraus folgt, wie im
II. Abschnitt gezeigt wurde, dass m von den Substitutions-
Coefticienten aj, vorgeschriebene Werte erhalten konnen.

Damit ist der Satz bewiesen:

Wird eine homogene und rationale Function der Varia-
beln x; x; .. X, f((x)) durch eine lineare Substitution, von
deren Coefficienten m verfiigbar bleiben, in sich selbst trans-
formirt, so genligt sic m linear unabhiingigen partiellen
Differentialgleichungen (), deren Coefficientensysteme von
der ersten oder von der zweiten Art sind.

Und umgekehrt, geniigt die homogene Function f ((x))
m, aber nicht mehr, Differentialgleichungen der angegebenen
Art, so wird sie durch eine lineare Substitution, deren Coef-
ficienten sich als rationale Functionen von m unabhingig
variablen Parametern darstellen lassen, in sich selbst trans-
formirt.

Diese Darstellung gibt aber nicht notwendig alle Sub-
stitutionen, durch die f((x)) in sich selbst transformirt wird;
sie gibt nur diejenigen, welche durch ein irreductibles System
algebraischer Gleichungen definirt sind, denen auch die Coef-
ficienten der identischen Substitutionen geniigen.
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Wil

Ueber das Gleichungssystem a;, (7))
= Ja, ((5) a,,, (1))-
v

Wird eine Function durch die Substitutionen
¥i =§a1,, ((®)y, wnd y; =fa;,, Pz, A=1,2,..n)
in sich selbst transformirt, so wird sie auch durch die aus
diesen beiden Substitutionen zusammengesetzte Substitution
n= 330, () 0 (@))%,

in sich selbst transformirt. Aber es ist nicht von vornherein
klar, dass diese Substitution einer Substitution der Form

ya=Say, ((0) x,
n

dquivalent ist. Hs soll daher im Folgenden bewiesen werden,
dass es eine endliche Anzahl von Wertsystemen 4, #, .. ym
gibt, welche den n* Gleichungen

(1) g () = Tz, (B 2y, () A= 1,2..0)

geniigen. Dieser Beweis lisst sich auf den Beweis des folgen-
den einfacheren Satzes zuriickfiihren :

Es gibt eine endliche Anzahl von Wertsystemen, welche
den n*® Gleichungen

() 8, ((m) = Zaz, (D) b, (p) b r=1,2,..1)

geniigen.
Setzt man niamlich in den letzteren Gleichungen der
Reihe nach
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— 5

B LS R i 2y i

i=1; p=p; n=y Y=l e e =0,
K_E §.....t 3
~ 23 1 o2 s Sm T S

= =t 2
h =10 ...l Vm

i=2; p=ps =
=y &=n .. L=

=
I

§ =
H [ " 3
i=dp=psn=1 n=n5n ... 0=
p—— - i
SI—'}I gz—'n ~--§m—’,.
I=MPp=Pai = =10 .. l)a=la
= ) £ o= gt = pm=)
=t =70 e =k

so geniigen die so bestimmten Werte 3, 7, . . u den Gleich-
ungen (1).

Nehmen wir zuniichst an, die Gleichungen (2) seien er-
filllt. Betrachten wir & & .. &, als constant, p als variabel,
so dass 5, B .. §m algebraische Functionen von p sind. Die
Constanten & seien der Art, dass keiner der Substitutions-
coefficienten a3, ((%)) unendlich ist, dass die Determinante

der a;, ((%)) nicht verschwindet und dass auch die Deter-

minante der l’; ((¥)) nicht verschwindet.

Aus den Gleichungen (2) ergibt sich durch Differentiation
e da; ¢ (('l)) dy; L - dh: ([))
y S () e

= oy dp o dp
Nun ist
da,, (1)  » j
—— =3 Lo (('I)) C:'[A (('l))
e p=1
und — unter der Voraussetzung, dass die elementare Sub-

stitution B; von der ersten Art ist, auf welchen Fall ich
mich beschriinke, da der Beweis im Falle, dass B; von der
zweiten Art ist, ganz analog zu fithren ist —

i
B 3
d p =1 v Vxp
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Mit Riicksicht auf (2) folgt somit
:' ‘ ’h i ‘ 0 (4, 1 2, .
= ((11)) l = v;t « ])) V;JJ = ( o == )
y=! i=

Soll die Determinante der B0 (()) nicht verschwinden,
s0 muss somit

f C‘l.,, ((U)) dr), ‘,.,, =0 sein fir v, u = 1,2,.

Hieraus folgt, wenn man Cj ((q)) durch s P' () cm
ersetzt und beachtet, dass die cm linear unabhnnglg sind:

. dyy =
3) j;PL«»d (i)(k—l.z,--m)

Aus diesen Gleichungen ergibt sich
d :
() d'“—Ql @) G=1,2,..m)

wo die Functionen Q} durch die Gleichungen

S plok — (b i—1.9
k;lP{Q.. = (‘) (hj=1,2..m)

bestimmt sind.

Gibt es also Werte #, 3, .. §m, welche den Gleichungen
(2) geniigen, so geniigen dieselben als Functionen von p be-
trachtet, den vorstehenden Differentialgleichungen. Ausser-
dem miissen die dem Wert p =0 entsprechenden Anfangs-
werte der 5 die Gleichungen

a3 (1)) = a5, () RFu=1,2,..n)

befriedigen.
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Ich beweise nun, dass auch umgekehrt die Functionen
Yy By + « Tm von p, welche durch die Differentialgleichungen
(3) oder (4) und die Anfangswerte 5 =& fiir p=0 be-
stimmt sind, den Gleichungen (2) geniigen.

Ersetzt man in den Ausdriicken
n
G = gy (D) — = gy (DB, ) Brw=1,2,..m)

die Grossen 3, 7, .. ym durch ihre Werte in Function von
p, so werden die n* Grossen g, Functionen von p. Durch

Differentiation nach p ergibt sich:

dﬂ."f‘ = ; a_m('])) ,dlﬂ \‘l ((S)) ’.“ (Pz
dp TS ey dp o dp
m 0 d7]' n n ‘ :
= jfl ,,:E] LS (7])) a,: ((7)) d pj . yfl x-:1 By ((‘.E)) byx (l)) Cope

Da aber #; 5y .. yu den Differentialgleichungen (2) ge-
niigen, so ist

t',t (( 1)) S l k (('/)) y,l r,;
] j—] = d
I‘(Ilgllch ist

dqy, L3 L i
= 3 ) = 2 @0,

dag, =» i
Oder d—p = ,.fx Ur Cop A u=12,..n)

Nun ist fir p=0 U = O (A4 4= 1,2,..n), daher
verschwinden fiir p = O auch alle Differentialquotienten

dag;
(;%’5 und ebenso alle hoheren Differentialquotienten. Die
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n® Functionen gy, sind daher identisch Null, was zu be-
weisen war.

Damit ist, wie bereits oben ausgefiihrt wurde, bewiesen,
dass es bei beliebig gegebenen Werten von & & .. &, und
P: Pg - - Pm eine endliche Anzahl von Wertsystemen gibt,
welche den Gleichungen (1) genfigen. Durch diese Gleich-
ungen sind also m algebraische Functionen der & und der p

=g p) (i=12..m)
definirt.

In ganz analoger Weise kann man beweisen, dass es bei
beliebig gegebenen Werten von 4, 4, .. jm und & &, .. &,
eine endliche Anzahl von Wertsystemen p, p, .. pn gibt,
welche den Gleichungen (1) geniigen.

Es gibt also inshesondere Werte von p, p, . . pm, welche
den Gleichungen

2 @ =(t) =120

genligen, — -
Wir haben den Nachweis fiir die Existenz der Func-
tionen ¢ erbracht, indem wir dieselben durch eine Reihe von
Systemen von Differentialgleichungen definirten, in denen
immer nur eine unabhiingige Variable vorkommt. Wir
konnen die Functionen ¢ aber auch durch ein einziges
simultanes System von Differentialgleichungen bestimmen.
Betrachten wir in den Gleichungen (1) die Grossen §
als constant, die Grossen p und 7 als variabel und bilden
unter dieser Voraussetzung von beiden Seiten der Gleichung
(1) die vollstindigen Differentiale.
Wir erhalten, da wegen (a)
: aail‘_«'md

dog ()= 3 =5 = dn =3 3 a3, () C () A
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m

n .
und - day, (p)) = i..“l .'Sl az, () Gy ((p) dpi ist,
=1 y=
mit Riicksicht auf (1)

3 g )] 3 © (@) dn — € (0D )
=0@nu=1,2..n)

und hieraus folgt, da die Determinante der N ((1)) nicht
verschwindet

X (CL, () dg— Chyy () dp) = O vy = 1,2, .m)

i=1
Fiihren wir hier fiir die Functionen C:'F ihre durch die

Gleichungen (7r) gegebenen Werte ein, so folgt, weil die
Coefficientensysteme cl” ci,‘ . .cz‘ linear unabhiingig sind.

@ 3 Pnan= 3 PH@)inG=12..m

" Diese Gleichungen bringen eine merkwiirdige Eigenschaft
der Functionen @ zum Ausdruck. Stellt man nimlich fiir
die vorstehenden Differentialgleichungen die Integrabilitits-
bedingungen auf, so kommt man zu einem System partieller
Ditferentialgleichungen von der Form der im III. Abschnitt
mit (J) und (J) bezeichneten Systeme.

Durch die Differentialgleichungen (5) sind die Grossen
7 als Functionen der p vollkommen bestimmt, sobald noch
die den Anfangswerten der p entsprechenden Werte der 7
gegeben sind.

Wie vielwertig die algebraischen Functionen ¢ sind,
hiingt wesentlich von der Wahl des Parametersystems, welches
zur Darstellung der Grossen a;, verwendet wird, oder was

dasselbe sagen will, von der Wahl der Functionen l’; ab.
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Es lisst sich beweisen, dass bei geeigneter Wahl dieses Para-
metersystems die Functionen ¢ einwertig, also rational sind.
Dieser Beweis lisst sich nur auf Grund einer eingehenden
Untersuchung der zwischen den Coefficienten ciﬂ bestehen-
den Beziehungen erbringen, auf welche hier nicht einge-
gangen werden soll.

VI
Ueber die Functionen ¢.

Betrachtet man die Grissen 5, , . . 4 als die urspriing-
lichen, die Grissen & & .. &, als neue Variable und die
Grossen p, py . . pm nls verfiighare Parameter, so ist durch

die Gleichungen

n=eqiEp) (=1,2,..m)
ein System von Substitutionen definirt. Es lisst sich zeigen,
dass dieses Substitutionensystem ein invariantives ist.

Der Beweis stiitzt sich auf die beiden folgenden Kigen-
schaften der Functionen ¢:

1) Ist zi=g(§p)
so ist auch & = ¢ (yq)

=12..m

und hier sind q, qy .. qm Functionen von p, p, .. pm aber
unabhiingig von & & .. &,

2) It yi=eqi(Ep)

und L=¢qi(yq)

so ist anch & = ¢; (&r)

i=J,2,..m

und hier sind r, r, .. rn Functionen von p, p, .. pm und
4, Qg - - Qm aber unabhiingig von & &, .. &n.
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den im vorigen

Abschnitt bewiesenen Siitzen.
1888, Math.-phys, CL. 1. 10
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Ist 7i=¢i (§lp), so ist nach der Definition der Func-
tionen ¢

n
Lo (('l)) o E‘I &y ((§)) 8y, ((]’)) (lv p=1,2,..n)
v=
Bestimmt man also die Grissen ¢ durch die Gleichungen

3 0 () o (@) = () Grx=1,2,..m)

"

s0 wird

;\.:1 Lo () By (@) =2, (5) Bx=1,2,..n)
o=

w. z b, w.
Ist zweitens
G=qi(ylq) wd =g Ep) (=1,2,..m)
so bestehen die Gleichungen

a3 (D) = 3 0y, () 1, (@)
y: A u=1,2..1n)
Lo () = = ag, ((8) Ay ((p)

y=I!

aus denen folgt

Biu ((-t)) = 5 : )y ((g)) Byx ((P)) ax,u ((Q))

-
=1 =1

Bestimmt man nun die Grossen r durch die Gleichungen
n
ur;l ((I‘)) = 318’," ((l’)) nx,g (((J)) (y' u= ]v 21 . “)
x=

soist G=¢i(§r) 1=1,2,..m) w. z. h. w.

Aus den beiden eben bewiesenen Sitzen geht hervor,
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dass die Gesammtheit der Substitutionen ¢ eine ,continuir-
liche Gruppe* bildet.

Man kann auf diese Substitutionen ¢ ganz ebenso wie
auf die linearen Substitutionen eine Definition der Aequivalenz
griinden, indem man eine rationale Function von &, & .. &,
und eine rationale Function von 3, 7, .. %, als dquivalent
bezeichnet, wenn die erstere durch eine Substitution &= ¢i(7|p)
(1=1,2,..m) in die letatere transformirt werden kann.
Auch fiir die auf die Substitutionen ¢ gegriindete Aequi-
valenz gilt der Satz, dass zwei Functionen dann und nur
dann dquivalent sind, wenn sie zur selben dritten dquivalent
sind.

VIII.
Ueber die Integrale der Differential-
gleichungen (7).

Nunmehr kann der Beweis erbracht werden, dass die
Differentialgleichungen (y) ein Invariantensystem definiren:
sie definiren das Invariantensystem der Formen

F, (x/§) = Elal" (@)x, A=1,2,..n)
e

mit den ,Coefficienten x, x, .. x, und den ,Variabeln*
£, 5. bn
Fithren wir an Stelle der Variabeln £ neue Variable
ein mittelst der Substitutionen
&= @i ('ﬂp) (i =12,.. m)
so geht die Form F, (x|§) in die iquivalente Form K, (y|7)
iiber, wo

Ya =p£l a2, () x, (A=1,2,..0) ist.
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Denn nach der Definition der Function ¢ ist

i () = 3 a3, (1) 8 () (oo =1,2,..1)

=1

Betrachten wir nun die Coefficienten x, x, .. X, und
die Coefficienten y, y, .. yn als gegeben, so lauten die not-
wendigen und ausreichenden Bedingungen, damit die Formen
F; (x) und F; (y|n) dquivalent sind:

Es miissen sich Werte p, p, .. pm angeben lassen,
welche den Gleichungen

yi= :‘:‘ az,, (P)x, A=1,2,..1n)
=
geniigen.

Da nun, wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, zwei
Formen iiquivalent sind, wenn sie zur selben dritten #qui-
valent sind, so lassen sich diese Bedingungen vollstindig er-
setzen durch die folgenden:

Es muss ein Wertsystem z, z; . .z, und Wertsysteme
q, 9g -« . qmj T, Ty .. g geben, welche den beiden Gleichungs-
systemen

n
X = > Lom (((])) Zu
=

hi='1,.2

y2y..m

yi= 2= a5, ()2,
"=l

geniigen.

Im vorliegenden Fall sind somit die Voraussetzungen er-
fiillt, auf welche Herr Christoffel seinen Eingangs besprochenen
Beweis gestiitzt hat, dass sich die Aequivalenzbedingungen
durch Gleichsetzung von Invarianten ausdriicken lassen. Es
gelten demnach fiir den vorliegenden Fall die von Herrn
Christoffel aufgestellten Siitze :
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1) Die Aequivalenzbedingungen lassen sich vollstindig
ausdriicken durch eine Anzahl Gleichungen der Form

fi((y)=fi(x)) (=1,2,...n—a+o0).

Hier bedeutet ¢ ,die Ordnung der systematischen Eli-
mination® und ¢ eine positive Zahl, die unter Umstinden
gleich Null sein kann. Die Zahl o ist gleich der Anzahl
der Coefficienten der transformirten Form, welche bei geeig-
neter Wahl der verfiigbaren Parameter p vorgeschriebene
Werte erhalten konnen.

2) Alle Invarianten von F;, d. h. alle rationalen Func-
tionen der y, welche von den Werten der Parameter p un-
abhiingig sind und nur von den Werten der x abhiingen,
lassen sich als rationale Functionen der n — ¢ 4 ¢ Invarianten
fi darstellen.

Die Invarianten f; geniigen offenbar den Differential-
gleichungen (y). Da unter diesen Invarianten n—o von
einander unabhiingig sind, so haben die Differentialgleich-
ungen (y) n— 0 von einander unabhingige Integrale. Von
den m linear unabhingigen Differentialgleichungen (y) miissen
daher m — ¢ eine Folge der iibrigen sein.

Das eben nachgewiesene Invariantensystem bildet ein
Invariantensystem fiir jede der n Formen

F, (xl§) Fy(xl§) ... Fu(xlf).

Dies findet sein vollstiindiges Analogon in der Invarianten-
theorie im engeren Sinne des Wortes. Das Invariantensystem
einer algebraischen Form F, (x|§') mit den Coefficienten
X, Xy .. X, und den Variabeln & &} .. §;‘ kann niimlich als
Invariantensystem jeder der n Formen betrachtet werden,

welche durch wiederholte Anwendung der Operation
I :
N

K
= i=12,..
A= ’Zafi (l ! F)



150 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. Mirz 1888.

aus F, hervorgehen, sofern man nur die u Variabelnsysteme

als cogredient betrachtet.

Diese n Formen sind offenbar nichts anderes als die
Coefficienten einer algebraischen Form, in welche F, durch
die lineare Substitution

fi=n, &+, §?+'73 5?'--'*'7,; ‘-Ef‘ (i=12..4)

transformirt wird. Auch dies steht in vollkommenem Ein-
klang mit der im Vorangehenden entwickelten allgemeinen
Theorie.



