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Üeber allgemeinere Invarianten-Systeme.

Von Dr. Ludwig Maurer in Strassburg.

( umgelaufen a Jtati.j

Bei der Begründung der Invariantentheorie kann man

entweder von der Eigenschaft der Invarianten einer algebra-

ischen Form ausgehen, dass sie durch ein gewisses System

linearer Substitutionen in sich selbst transformirt werden;

aus dieser Eigenschaft derselben ergibt sich sofort ihre Defi-

nition durch ein System partieller, linearer und homogener

Differentialgleichungen, deren Coefficienten lineare und homo-

gene Functionen der Coefficienten der algebraischen Form sind.

Oder man kann, wie dies zuerst Herr A ronhold getan

hat, 1
) davon ausgehen, dass sich die Bedingungen, unter

denen zwei algebraische Formen äquivalent sind, durch Gleich-

setzung ihrer absoluten Invarianten ausdrücken lassen.

Wie man von der letzteren Definition ausgehend die

Differentialgleichungen, denen die Invarianten genügen, ab-

leiten kann, hat Herr Aronhold gezeigt. Dagegen ist noch

nicht untersucht worden, ob beziehungsweise unter welchen

Bedingungen umgekehrt ein System von partiellen Differential-

gleichungen der Form

das Invariantensystem einer algebraischen Form definirt.

1) Crelle B. 62.
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104 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. März 1688.

Diese Frage steht im engsten Zusammenhang mit der

allgemeineren Auffassung des InvariantenbegritFes , welche

Herr Christoffel im 19. Bande der mathematischen Annalen

(S. 280) dargelegt hat. In dieser Abhandlung gibt Herr

Christoffel einen strengen Beweis des Satzes, dass für die

Aequivalenz zweier algebraischen Formen die Gleichheit ihrer

absoluten Invarianten sowohl erforderlich als auch hinreichend

ist. Die Gültigkeit dieses Beweises ist nun keineswegs an die

Voraussetzung gebunden, dass die Substitution, welche auf

die Variabein der zu transformirenden Form anzuwenden ist,

eine lineare ist; es zeigt sich vielmehr, dass die linearen Sub-

stitutionen nur eine specielle Classe der invariantiven Sub-

stitutionen bilden, denen Transformationsrelationen entsprechen,

welche sich durch Gleichsetzung absoluter Invarianten aus-

drücken lassen.

Um den Zusammenhang der Theorie der invariantiven

Substitutionen mit dem oben erörterten Problem ersichtlich

zu machen, betrachten wir eine Function F (xjf) von x
t
x,

. . x„ und f, . . |B , welche linear und homogen in den

„Coefficienten" x und wenigstens rational in den „ Variabein
*

f ist. An Stelle der Variabein £ führen wir neue Variable

ein, welche durch die Gleichungen = <px (»;!p) (X = 1 , 2 . . m)

definirt sind, wo <jf>; eine rationale Function von i
;i

ij
s

. . »?m

und den in' verfügbaren Paramenten p t p8
. . pm < bedeutet.

Die durch die Functionen q> definirte Substitution sei der

Art, dass durch sie die Function F (x £) in die Function

F(y|»;) transformirt werde. Die Coefficienten der transfor-

mirten Function sind lineare und homogene Functionen der

Coefficienten der ursprünglichen Function und rationale Func-

tionen der Parameter p, also von der Form

n

(A) 2 x (A= 1,2,. . n)

wo die
&Xft

rationale Functionen der p sind.
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Maurer: lieber allgemeine Invarianten-Systeme. 105

Betrachten wir nun die Coefficienten x und die Coeffi-

cieuten y als gegeben, dann müssen, wenn es möglich sein

soll die Function F (x|£) durch die Substitutionen ^ = <p^ (j?|p)

(X = 1, 2, . . m) in die Function F (y|*?) zu transformiren,

— allgemein zu reden — zwischen den Coefficienten x und

y Bedingungsgleichungen stattfinden. Nehmen wir an, diese

Aequivalenzbedingungen lassen sich durch eine Anzahl Gleich-

ungen der Form f ((y)) = f ((x)) ausdrücken , wo f eine

rationale und homogene Function der angezeigten Argumente

bedeutet. Dann haben die Functionen f die Eigenschaft

durch die lineare Substitution (A), deren Coefficienten Func-

tionen der variabeln Paramente p sind, in sich selbst trans-

formirt zu werden, und daraus folgt, wie unten gezeigt wird,

dass die Functionen f einem System partieller Differential-

gleichungen der Form (y) genügen. —
Sollen die Differentialgleichungen (y) ein Invarianten-

system in dem eben erläuterten Sinn definiren, so muss sich

ihr Integralsystem durch eine Anzahl rationaler Functionen

von x
x
x
2

. . xn darstellen lassen. Die Bedingungen hiefür

werden im Folgenden angegeben werden. Sind dieselben er-

füllt, so lässt sich ein System invariantiver Substitutionen

nachweisen, denen gegenüber die Integrale der Differential-

gleichungen (y) als Invarianten zu betrachten sind.

Das Problem, welches den Gegenstand der folgenden

Untersuchung bildet, lässt sich als speciellen Fall des allge-

meinen Problems betrachten, das Herr Lie in seinen Abhand-

lungen über partielle Differentialgleichungen und Berührungs-

transformationen l
) behandelt hat. Infolge der Verschieden-

heit der maassgebenden Gesichtspuncte sind jedoch die Metho-

den, die im Folgenden zur Verwendung kommen, wesentlich

verschieden von denen, deren sich Herr Lie bedient.

1) Mathemat. Annalen B. 8, 9, 11, 16, 25.
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I

Ueber rationale homogene Functionen mit un-

endlich vielen linearen Transformationen in

sich selbst.

Es wird im Folgenden nachgewiesen werden, dass eine

rationale und homogene Function f ((x)) der Variabein x, x
t

. . xn , welche einem System partieller Differentialgleichungen

(y) gentigt, unendlich viele lineare Transformationen in sich

selbst zulässt. Vorerst aber werde ich den umgekehrten

Weg einschlagen und untersuchen : Welche Bedingungen

ergeben sich aus der Annahme, f ((x)) wurde durch unendlich

viele lineare Substitutionen in sich selbst transformirt, einer-

seits für die Function f ((x)) und andererseits für die Sub-

stitutionscoefficienten ?

Nehmen wir also au, f ((x)) wurde durch die umkehrbare

lineare Substitution

(A) yA
= 1 a

;̂
x

/4
(X= 1,2, . . n)

in sich selbst transformirt, d. h. es bestehe für alle Werte

der x und alle den Gleichungen (A) genügenden Werte der

y die Gleichung f ((y)) = f ((x)).

Diese Gleichung muss also, wenn man die y durch ihre

Werte in Function der x ersetzt, in den x identisch werden;

sie führt daher zu einem System algebraischer Gleichungen

(S), denen die Substitutionscoefficienten a^ genügen müssen.

Ausserdem unterliegen die letzteren der Zusatzbedingung, dass

ihre Determinante nicht verschwindet.

Das Gleichungssystem (S) ist entweder selbst irreductibel

oder es lässt sich durch eine Anzahl irreductibler Gleichungs-
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Maurer: Ueber allgemeine Invariantemysteme. 107

Systeme ersetzen.
1
) Von diesen irreductiblen Gleichungs-

systemen sind zunächst diejenigen auszuschließen, denen nur

solche Wertsysteme an a
1Ä

. . . ann genügen, deren Deter-

minante verschwindet. Die Gesammtheit der übrig bleibenden

Gleichungssysteme bezeichne ich mit (S'). Durch diese

Gleichungssysteme seien eine Anzahl irreductibler algebra-

ischer Gebilde der Mannigfaltigkeit m, aber keines von höherer

Mannigfaltigkeit bestimmt. Unter diesen irreductiblen Ge-

bilden gibt es mindestens eines, dem das Wertsystem

angehört.

Dies lässt sich auf folgende Art beweisen: Durch irgend

eines der irreductiblen Gebilde der Mannigfaltigkeit m seien

die n* Grössen ((p)) als algebraische Functionen von m

variablen Parametern p, p, . . pm definirt. Dann wird f

durch die Substitution

in sich selbst transformirt, wie auch die Werte der p gewählt

werden mögen, f wird also auch durch die Substitution

n= ~»X« ((p'))x„(A=l,2,..n)

in sich selbst transformirt, wo p/ Pt
'

. .
p'm ein festes Wert-

system von p l p 2
. . pm bedeutet, und folglich auch durch die

Substitution

^^^((P)) *p (* = 1,2,.. n)

P

1) Vergl. Kronecker, Grundlüge einer arithmetischen Theorie

der algebraischen Grössen § 10.

2) Das Symbol bedeutet 1 oder 0, je nachdem X und ft

gleich oder ungleich sind.
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108 Sitzung der math.-phys. Classe vom 3. März 1888.

deren Coefficienten durch die Gleichungen

S% ((p)) 7.

ft
= Ja

;>/< ((p)) x (X = 1, 2, . . n)

/< /<

bestimmt sind.

Auch die b} ((p)) constituiren ein algebraisches Gebilde

der Mannigfaltigkeit m, denn da man über m von den Func-

tionen a^ ((p)) verfügen kann, kann man bewirken, dass m

von den Functionen b^,, ((p)) vorgeschriebene Werte annehmen.

Dieses Gebilde ist irreductibel, da die b^ ((p)) rationale

Functionen der a^ ((p)) sind. Endlich entsprechen dem

Wertsystem

Pl = Pl' Vi = V* • • Pm = Pn,

die Werte ((p)) =
(J)

(X
f p = i, 2, . . n).

Es gibt somit mindestens ein algebraisches Gebilde der

verlangten Art; es wird sich zeigen, dass es auch nur ein

solches gibt.

Die durch dieses irreductible Gebilde bestimmten Sub-

stitutionen bilden den Gegenstand der folgenden Untersuchung.

II.

Partielle Differentialgleichungen, denen die

Function f und die Substitution scoefficien ten

&
lfi

genügen.

Im Folgenden betrachte ich die Substitutionscoefficienten

als Functionen von m unabhängig variablen Parametern

Pi Pi • • Pm *

Die Wahl dieser Parameter bleibt vorbehalten; vorerst

wird nur vorausgesetzt:
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1) man kann den Parametern solche Werte erteilen,

dass m von den Substitutionscoefficienten vorgeschriebene

Werte erhalten;

2) man kann von jedem beliebigen Wertsystem der a^

zu jedem anderen gelangen, indem man die Parameter ge-

eignete Wege beschreiben lässt;

3) es gibt ein Wertsystem p' der Parameter, das den

n2 Gleichungen

a^((P)) = (J)(^^=l,2,..n)

genügt.

Unser Problem fordert:

Wenn die Grössen y, y8
. . yn durch die Gleichungen

(A) yi = ^ &
Xfl X/i (X = 1, 2, . . n)

als Functionen der x und der p deHnirt werden, so muss die

Gleichung

f((y)) = f((x))

bestehen für alle Werte der unabhängig Variabein x und für

alle Werte der unabhängig Variabein p. Infolge der über

die aj
/4

gemachten Voraussetzungen lässt sich diese Forde-

rung durch die beiden folgenden ersetzen

:

1) Es soll

^-O(i= l, 2,...o0

sein für alle Werte der x und alle Werte der p, und

2) es soll

f((y)) = f((x))

sein für alle Werte der x und ein bestimmtes, im übrigen

beliebig zu wählendes, Wertsystem der a^.
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Die zweite Forderung ist jedenfalls erfüllt, wenn wir

für das feste Weltsystem der das Wel tsystem a
i;<
=

wählen.

Die Gleichung f ((y)) = f ((x)) wird somit vollständig

vertreten durch die Differentialgleichungen

3W=±" ((y),

3

a^ = 0(i -l,2,..m)

Nun ist, weil f homogene Function ist

af(00) ^ d f (()•))

und ferner

d V; ^
- =V

9 PI jsi 3 PI
"

Führt man die aus diesen Gleichungen sich ergebenden

3f((y)) dji
Werte der Differentialquotienten ^y~^ un<* 9^" m die

obigen Gleichungen ein, so erhalten dieselben die Form

(/)££ xH = O (i = 1, 2, . . m)

wo die Grössen Cj.^ durch die Gleichungen

als Functionen der p bestimmt sind. Es genügt somit einer-

seits f ((x)) einem System von m partiellen Differential-

gleichungen, und andererseits genügen die Substitutionscoef-

ficienten als Functionen der Parameter p betrachtet einem
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System von nam partiellen Differentialgleichungen. Das

letztere System hat eine bemerkenswerte Eigenschaft. Gibt

man dem Index n der Reihe nach die Werte 1, 2, . . n und

dem Index i der Reihe nach die Werte 1, 2, . . m, hält da-

gegen den Index X fest, so erkennt man, dass die Substi-

tutionscoefficienten einer Zeile

ein System particulärer Lösungen der Differentialgleichungen

bilden.

-E^<*> aa*1.2
f
..n; i = l,2,..m)

Die Grössen C\ sind Functionen der p. Bildet das

Wertsystem pi = cji weder eine Verzweigungs- noch eine Un-

stetigkeitsstelle dieser Functionen, so lassen sich dieselben für

hinreichend kleine Werte von Mod (pi — qi) nach Potenzen

von pi — qi (i = 1, 2, . . . m) entwickeln. Da die Gleichungen

(/) für alle Werte der p gelten, so müssen in dieser Ent-

wicklung die Coefficienten der einzelnen Potenzen und Pro-

ducte der pi — qi verschwinden. Die Function f ((x)) genügt

daher einer Anzahl von Differentialgleichungen der Form

2 XI %^ x
/<

-

0
/=' /<=' 1

wo die c^
t
von den x und den p unabhängige Consta nte

bedeuten.

Die Anzahl der Differentialgleichungen dieser Art, welche

von einander unabhängig sind, rauss jedenfalls kleiner als n

sein. Für die vorliegende Untersuchung ist aber nicht so-

wohl die Anzahl der in diesem Sinne unabhängigen Diffe-
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rentialgleichungen von Wichtigkeit, als vielmehr die Anzahl

der „linear unabhängigen* d h. die Anzahl der Differential-

gleichungen, zwischen deren Coefficienten keine Relation

der Form

a
i
c
\f*
+ «2 c

Xfi + «s + • • • = 0 (A, ^ = 1,2,.. n)

besteht.

Die Anzahl der linear unabhängigen Differentialglei-

chungen, denen eine Function genügt, muss offenbar kleiner

sein als n*, sie kann aber grösser sein als n. So genügt

z. B. die quadratische Form

f((x))-x}+ xj+ ...x«

den | n (n — 1) Differentialgleichungen

Xi
~d'lk

- x
«c ^. = 0 (k = 1 , 2, 3, . . i - 1 ; i = 2, 3, . . n)

Diese Differentialgleichungen sind allerdings nur den

n — 1 unabhängigen Gleichungen

af af di af
• • • Y • V • Y • V3« • r% ^ — i

• A a • A a • • • • *n
x, 3x, 3x, dxa

1 * 3

äquivalent, aber in dem eben erläuterten Sinn, sind sie als

linear unabhängig zu bezeichnen.

Die Differentialgleichungen (/) lassen sich durch eine

gewisse — vorläufig nicht näher zu bestimmende — Anzahl

von linear unabhängigen Differentialgleichungen

WSS cLaF */. = °( i = 1
'
2 ' •••»>')

/.=» /<=! A

ersetzen, wo die Constante bedeuten.

Jede Function, welche diesen m' Differentialgleichungen

genügt, genügt auch den Differentialgleichungen
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n n n
- 3 f222 (

c
ir C

J/«
~ ct c

>/<) ai:
x

/-
= 0(i,k= 1,2, .. m'j

welche sich aus den Differentialgleichungen (y) durch Dif-

ferentiation und Elimination der höheren Derivirten ergeben.

Wir dürfen voraussetzen, dass jede dieser letzteren Differen-

tialgleichungen von den Gleichungen (y) linear abhängig ist,

dass also

n ni'

ist. Unter dieser Voraussetzung bilden die Differential-

gleichungen (y) ein „vollständiges System linear unabhängiger

Differentialgleichungen" oder nach der kürzeren Bezeich-

nungsweise des Herrn Lie eine „Gruppe*. 1

)

Aus dem Verfahren, mittelst dessen wir zu den Dif-

ferentialgleichungen (y) gelangt sind, folgt unmittelbar, dass

sich die Grössen C\
ft

darstellen lassen in der Form

m'

wo die Pj Functionen der p sind.

Aus der ersten unserer Voraussetzungen über die Grössen

aÜM er^eüeö s icn gewisse Beschränkungen, denen die Func-

tionen V) unterliegen. Danach sollten m von den Grössen

a
Ä/<

bei geeigneter Wahl der p vorgeschriebene Werte er-

halten können. Man muss demnach durch geeignete Wahl

der Differentiale dpj dp
t , . d p,„ über in von den vollstän-

digen Differentialen da^ verfügen können.

1) Miitheni. Annalen Ii. 25. S. 71.

IBta M»th.-phyB. Cl. 1.
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Nun ergeben die Gleichungen (a) und (>r) für diese

Differentiale die Werte

n m' i m \

da;,, = ^ 2 \ X P] d
Pi

»lr e>.H (K P — 1,2... n)

*-=i j=i (i=) |

Es darf daher erstens m' nicht kleiner sein als m und

zweitens dürfen nicht alle aus in Verticalreihen des Systems

P{ PJ PJ . . . . Pi,.

p2 pi pa p?

PI Di ps pa
j

Lj I ;| . . . . 1 m <

• •«•••..
pr pt Pr • • • • p:<

gebildeten Determinanten identisch, d. h. für alle Werte der

p verschwinden. Wie man sich leicht überzeugt, sind diese

Bedingungen nicht nur notwendig sondern auch hinreichend,

damit ra von den Differentialen da^
/4

vorgeschriebene Werte

erhalten können.

Die Gleichungen (y), (a) und (/i) ersetzen die Gleichungen

3f«y))

Pi

vollständig. Diese Gleichungen, zusammen mit den für

die a^ geltenden Anfangsbedingungen

«V = („)
für PI = PI (*,#•• 1,2, . .n; i = 1, 2, . . m)

drücken daher vollständig die Bedingungen aus, damit f

durch die Substitution (A) in sich selbst, transformirt wird

Insbesondere gilt der Satz:

Genügt f der Differentialgleichung

" = 0<i = l,2, ..m)

D n « c
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genügen ferner die Grössen h
)fl

den Differentialgleichungen

-j^- = 2j b
/»>

c
*y< (*' ^=1.2,.. n)

und den Anfangsbedingungen

h
Xf

t
=

(„)
für P = P (X, ji = 1, 2, . . n)

so wird f durch die Substitution

(B) y;.
= ^b^x

/4
(X=1,2, ..n)

in sich sell>st transformirt.

Eine derartige Substitution B, deren Coefficienten nur

von e i n e in Parameter abhängen, nenne ich eine elementare.

Ks wird sich zeigen, doss die Substitution A aus m
elementaren Substitutionen zusammengesetzt werden kann.

III.

i n tegra bi Ii täts bedi ngungen für die Differential-

gleichungen (a).

Die Functionen Pj sind der Natur der Sache nach nicht

vollständig bestimmt, da sie von der Wahl des Parameter-

systems abhängen. Die Bedingungsgleichungen, denen sie

genügen müssen, ergeben sich aus den Integrabilitätsbeding-

ungen für die Gleichungen (a).

Durch Differentiation nach pk ergibt sich aus (a)

:

2L a,,k
N< + 2L Hy

apk
- ap . a

-

|k
k = l, 2, . . m)

8*
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oder da

3 «1:

3pk
=V a, Ä OL ist

3pk) 3pi?Pk

Subtrahirt man von dieser (ileichung diejenige, welche

sicli aus ihr durch Vertauschung der Indices i und k ergibt,

so folgt

g Z3 (c^ - c\,
y
c^) +

a
- = O

Die Determinante der a;„ verschwindet nicht, also niuss

SC*

sein für v, = 1, 2, ... n; i, k = 1, 2, . . in.

Nun ist nach (,/)

<4 = ^ Pj <
also

m'

u-l »»-'
in

2 I

>k
c - V\ c

J

Ii in' nr

, v x (|»
k P! _ Pk

1 »')(,.'' c
j — c

j
c
h

)

o=> h=l j=l

Ersetzt man in dieser Gleichung ^'
(P'J„

r

\

>/4
— c-J.

ff

c
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durch den aus (e) folgenden Wert und beachtet, dass

— — c^
h

ist, so folgt

:

ii m' in' in'

^ - et c^,,, _ s s s e;.„

o=i h=l j=l r=l

Diesen Wert führen wir in die oben gefundene Gleichung

ein und ersetzen zugleich

3C-_< durch

Wir erhalten eine Gleichung der Form

°i c
l,t t~ «» V + • • • ffm« ivji = C) (v, ^=1,2,.. n)

Da die in' Differentialgleichungen (y) der Voraussetzung

nach linear unabhängig sind, so folgt hieraus ^-o a,=o
. . . am - — o.

Wir erhalten somit das System von partiellen Differen-

tialgleichungen

(J)
'Pk 3Pi

+ „-

für i, k = 1, 2. . . m ; r = 1, 2, . . m'.

Diese Gleichungen geben die notwendigen Bedingungen,

damit das System der Differentialgleichungen (a) überhaupt

ein Lösungssystem mit nicht verschwindender Deter-

minante zulässt. Aber diese Bedingungen sind, wie Herr

Bouquet nachgewiesen hat, auch hinreichend. 1

)

Die Functionen Pj sind daher nur an die beiden Be-

dingungen gebunden, dass sie ers£ens den Gleichungen (.))

gentigen, und dass zweitens das durch sie bestimmte Deter-

1) Bulletin de* Sciences lmithenmtiquea t. III. p. 265.
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minantensystem nicht identisch verschwindet Im übrigen

können sie beliebig gewählt werden.

In den Gleichungen (J) kommen nur die Constauten

£
j\ aber nicht die Grössen c^ selbst vor. Alle „gleichzu-

sammengesetzten" Systeme von Differentialgleichungen der

Form (y), für welche die Constanten c]
k

dieselben Werte

haben, führen daher zu demselben System von Differential-

gleichungen (J), also zu denselben Functionen Pj

.

Im Folgenden wird nachgewiesen werden, dass in' = m
ist, wenn die Function f ((x)) durch keine Substitution mit

mehr als m verfügbaren Coefficienten in sich selbst trans-

formirt werden kann.

Setzen wir dies einstweilen voraus, so kann man die

Gleichungen (J) in bemerkenswerter Weise uniformen.

Da die Determinante der P] nicht identisch verschwindet,

so kann man m2 Functionen der p durch die Gleichungen

f
l3K =

(j

k

)
(j,k=l,2, ..m)

bestimmen. Multiplicirt man die Gleichung (J) mit Qj* Qj.

und addirt nach i, k, so folgt, da

und hieraus ergibt sich

:

für r, s, t = 1, 2, . . m.
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Diese Gleichungen geben zusammen mit den Gleichungen

(c) die notwendigen und ausreichenden Bedingungen, damit

die Differentialgleichungen

(F) ^4,r- * ^ c^^^ = 0(i=l,2,..m)

ein „vollständiges System" bilden, also n von einander unab-

hängige Lösungen zulassen. 1

)

Diesen Gleichungen (O genügen die u Functionen der

x und p

y„ = £*
v/t

x
fi

(» = l,2,..n)

f

Ersetzt man nämlich in den Gleichungen (f) F durch

y v
und beachtet, dass die so entstehenden Gleichungen in

den x identisch sein müssen, so folgt aus denselben

Aber diese Gleichungen sind nur eine Umformung der

Gleichungen (a).

Die Gleichungen (F) bringen zum Ausdruck, dass jede

Lösung der m' = m Differentialgleichungen (y) eine Function

von y l y, . . y„ sein uhlss, welche nur von den Werten der

x aber nicht von den Werten der p abhängt.

IV.

Ueber die Coef f icien ten der Differential-

gleichungen (y).

Bei der Ableitung der Gleichungen (y) haben wir nicht

zum Ausdruck gebracht, dass f ((x)) rationale Function

1) Den Beweis dieses Satzes hat ClebBch gegeben. (Grelles

Journal B. 65.)
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der Argumente ist. Es ist daher noch zu untersuchen,

welche Bedingungen für die Coefficienten c\
lt

sich aus dieser

Eigenschaft von f ergeben. Zu diesem Zweck gehen wir

von dem am Schlüsse des zweiten Abschnittes bewiesenen

Satz aus:

Genügt t' ((x)) der partiellen Differentialgleichung

u n

(1) ^^^ = 0

und werden die Substitutionscoeffieienten h
)fl

durch die Dif-

ferentialgleichungen

db 3
"

(2) /'
4 = b^c (A, fi — l,2,..n)

dp i=i

und die Anfangsbedingungen

bestimmt, so wird f durch die elementare Substitution

y }
=^h

;/t
xn (A= 1,2, . . n)

in sich selbst transformirt

Die Integration der Differentialgleichungen (2) lässt sich

mit Hülle eines Satzes, den ich in meiner Inauguraldisser-

tation bewiesen habe, leicht ausführen.

Dieser Satz lautet:

Hat die „ Fundamentaldeterminante* der c

• • • C| n

cti—

r

c 83 . . C j ||

c,,

•

• • • t'lii

C„3 • • • C n u
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die Elementarteiler 1

)

e* ef

fr«—0 °
fr«-') ' fr«~ r

) fr 1. 2,
. .

n')

so lassen sich n* Grössen [g h l\x mit nicht verschwindender

Determinante der Art bestimmen, dass

r* [g 1» *]* + [« - 1 h *]« = ^ fe h H*

(3)

r«n hAJ« = cx/j ] m* i*t

«-i

fßr A =t 1,2,.. n; g = 2,3,...eJ; h = 0, 1, 2, . . . IÄ ;

x = 1, 2, . . n .

Die Snbstitntionscoefficienten b^ lassen sich iti zwei

Fällen als rationale Functionen eines Parameters dar-

stellen; nämlich dann, wenn entweder die Fundamental-

determinante der c^ gleich r" ist, oder wenn sie nur Ele-

mentarteiler erster Ordnung hat und wenn ausserdem die

Werte r, r, . . rn ', für welche sie verschwindet, ganze Zahlen

sind.

Je nachdem der erste oder der zweite von diesen Fällen,

oder keiner von beiden eintritt, nenne ich das Coeffieienten-

systeni der c^ ein System erster, zweiter oder dritter Art.

Diese Bezeichnung (Ibertrage ich auch auf die entsprechenden

Differentialgleichungen und elementaren Substitutionen.

Nehmen wir zunächst an, das System der c^ sei von

der ersten Art.

In diesem Fall ist in den Gleichungen (3) n'= 1 und

r
t
= 0 zu setzen. Diese Gleichungen erhalten also die Form

1) Den Begriff der Klomentarteiler hat H. Weieratras« einge-

führt (Monatsberichte der Berliner Akademie 18681.
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„
AfiL* J

'

J
h = 0,1,2, .1

Die Differentialgleichungen (2) lassen sich nun durch

die folgenden ersetzen:

^b
;̂
[lh,<] = 0

wo die Indices g, h, A die eben angegebenen Wertsysteme

zu durchlaufen haben.

Mit Rücksicht auf die Anfangsbedingungen b^ —

für p = 0 folgt aus diesen Gleichungen

:

+ r?.3^- 3ia
J + r.2.^-ij [lifl

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die h
Xfl

als ganze

Functionen von p. Die Determinante der b^ ist gleich 1.

Nehmen wir nun an, das System der C;^ sei von der

zweiten Art. In diesem Fall ist in den Gleichungen (3) für

den Index g nur der Wert g=l zulässig. Dieselben er-

halten, wenn man [hA]x statt 1 1 h l]x schreibt, die Form

n \\i = (), 1, 2, ... Li x — 1, 2, ..n/
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und die Differentialgleichungen (2) lassen sich durch folgende

ersetzen

:

~ b^ [h fi\H = rx 2 b
Xfl

[Ii ft]H
1

[i fi

Die Integration dieser Gleichungen gibt mit Rücksicht

auf die Anfangsbedingungen

Führt man an Stelle des Parameters p den Parameter

q = eP ein, so werden auch in diesem Fall die Substitution»-

coefHcienten rationale Functionen des Parameters, da ja der

Voraussetzung nach die Grössen r^ ganze Zahlen sind. Die

Substitutionsdeterminante ist gleich 1 oder gleich einer ganzen

Potenz von q.

Von dem eben behandelten nicht wesentlich verschieden

ist der Fall, dass die Fundamentaldeterminante der c
; „ nur

Kiementartei ler erster Ordnung hat, und dass zwar nicht die

Grössen r, r
2

. . . selbst ganze Zahlen sind, aber wenigstens

ihre Verhältnisse sich durch ganze Zahlen ausdrücken lassen.

Ist nämlich rx = qtx
' (x — 1, 2, . . n'), wo nx

' eine ganze Zahl

bedeutet, so hat man nur an Stelle des Parameters p den

Parameter q' = eff i* = q" einzuführen, um die b^
4

als ratio-

nale Functionen eines Parameters darzustellen.

Auf die beiden eben erledigten Fälle lässt sich die In-

tegration der Differentialgleichungen (2) auch in dem Fall

zurückführen, dass das Coefficientensystem der clu ein System

dritter Art ist. Zu diesem Zwecke zeige ich zunächst, dass

sich stets ein System erster Art cj und eine gewisse An-

zahl ß von Systemen zweiter Art c\
fl

cjj^ . . . so bestimmen
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lassen, dass c
X/l
= c^ + Ql c[

lt -f c^ + .--QßCß
lu

für

A, ,*< = 1,2,.. n

Bestimmt man nämlich die Grössen e^ und durch

die beiden Gleichungssysteme

/«

(4)
^^igh/i^^tg-iiaj^

und
~ k>fc h ^*==rx [ghA]x

wo die Indieks A, g, h, x die unter (3) angegebenen Werte

zu durchlaufen haben, so ist. offenbar

c
),u

1=5 c> -1- k
Ä.« Ä — 1

1 2, . . n).

Die C;'M bilden ein System erster Art. Sind die Grössen

r, r
2

. . r„' alle ganze Zahlen, so bilden die k^u ein System

/.weiter Art und die Aufgabe ist gelöst. Ist dies nicht der

Fall, so lassen sich die Grössen r
%
r
Ä

. . rn . als lineare homo-

gene Functionen einer Anzahl Grössen
ty,

von denen

höchstens eine eine rationale Zahl ist, mit ganzzahligen

Coet'ficienten darstellen.

Man kann also

r* = rxQi + r* et • - • + rP Qß
(x —1,2,.. n')

setzen und hier bedeuten die ry ganze Zahlen, die Q, Grössen,

zwischen denen keine Relation der Form

«i Ii + «t • • + *ß Qß = 0

mit ganzzahligen Coefficienten aj stattfindet.
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Ich bestimme nun die Grössen c\
ft

durch die Gleich-

ungen

/<

wo für die Indices X, g, h, x die unter (it) angegebenen Werte

und für i die Zahlen 1, 2. . . ß zu setzen sind.

Die Coefficientensysteme c;
/4

sind offenbar Systeme zweiter

Art und sie genügen den Gleichungen

<'L 4- Qt c/> • • • + fyc£
4

= k
X/t
= c

;„
- c^(^fi-*lA-n)

Die Differentialgleichungen (2) lassen sich nun durch

ein System von Differentialgleichungen derselben Form er-

setzen, in denen an Stelle der Grössen c;
/4

die Grössen c-
ft

c]„ . . cß treten.

Ersetzt man in (2) C;„ durch c^
(< -f~ ^ku un( ' K^ich-

n

zeitig b;„ durch -ST b^t
|(/<

, wo bjj und t;
<4

noch näher zu
y=.\

bestimmende Functionen von p bedeuten, so gehen diese

Gleichungen über in:

*
\~iv

- *=•^H fÜ I 'IP
"5 H *

Ich behaupte, dieses Gleichungssystem Iiisst sich durch

die beiden folgenden ersetzen:

d
" =

^
c
Ä#<

und
dp

- - k
x/<
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mit den Anfangsbedingungen

•'!„ -
(£) % =

(J)
für p= 0 (i, p - 1, 2, . . o)

Zum Beweise hat man nur zu zeigen, das«, wenn man

die tj
/4

durch das zweite dieser Gleichungssysteme bestimmt,

= ^(«L Kfi
— tjlv c

v,<)
= 0 ist for *, = 1. 2, . n

Nun ergeben aber diese Differentialgleichungen nn't Rück-

sicht auf (4)

Zt
Xll [ghH* = e*

P

[g h l\
K

/«

Aus dieser Gleichung und aus (4) folgt

-2T% [gMx
=:0

für alle unter (3) angegebenen Werte der Indices A, g, h, x.

Da die Determinante der [g h ju]
x nicht verschwindet,

hat dies zur Folge, dass s
)ft
= 0 ist, für A, p = 1, 2 . . n.

Indem man der Reihe nach

hfl
= Sh\p

t],
fl

t\
fl
= ^ h\

% ,

t
2

r/(
u. s. w. &(i _ l t 2, . . n)

setzt, überzeugt man sich, dass sich die Differentialgleichungen

(2) mit den Anfangsbedingungen b^ =
^ j

für p = 0 er-

setzen lassen durch die folgenden

:
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dp ^
b;v c

>7<

dl>LAfl «r , i i

d p
~ bXv Cru

dp ~"^S<

db?

,^ = ^bf c/<
dp ^ iv v/t

mit den Anfangsbedingungen

Durch Integration dieser Differentialgleichungen erhält

man die bj[ als ganze Functionen von p, und die b^ als

rationale Functionen von qi = e (i = l, 2, . . ß).

Die Snbstitutionscoefficienten b^ sind ganze Functionen

der b°„ b\
ft

. . . bj also rationale Functionen von p, q,, q a

. . q^. Nun sollte die Gleichung f((y)) = f ((x))i wenn man

in derselben y^ — ^h^
t
x

fl
setzt, für alle Werte der x und

für alle Werte von p bestehen. Da aber infolge der über

die Grössen $ gemachten Voraussetzung zwischen p und den

trauscendenten Functionen q l q 2
. . t\ß von p keine algebra-

ische Beziehung bestehen kann, so muss die Gleichung f ((y))

= f ((x)) auch dann noch erfüllt sein, wenn man die Grössen

Ii fli
• Hß a 's unabhängig variabel l>etrachtet. f wird also

durch jede der Substitutionen
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in sich selbst transformirt und genügt folglich den ß -f-
1

Differentialgleichungen

ZZc\U
2-~x

fl
==0 (i = 0, 1,2,...«

Wir haben also den Satz:

Genügt eine rationale und homogene Function f ((x))

den m partiellen Differentialgleichungen

^^4,,|~x„ =0 (i = l,2
t
..m)

aber keiner weiteren, von diesen linear unabhängigen der-

selben Form, so kann man, indem man nötigen Falls dies«1

Gleichungen durch lineare Combinationen derselben ersetzt,

stets bewirken, dass die Fundamentaldetenninante jedes der

Coefficientensysteme c}„ entweder durch r
n teilbar ist, oder

nur Elemenfcirteiler erster Ordnung besitzt und nur für ganz-

zahlige Werte von r verschwindet.

V.

Integration der Differentialgleichungen (a).

Der bisherigen Untersuchung lag die Annahme zu Grund,

dass die Function f durch eine lineare Substitution mit m
verfügbaren Coeffieienten in sich selbst transformirt werde.

Es ergab sich, dass f einer gewissen Anzahl von linear un-

abhängigen Differentialgleichungen der Form

df
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genügen muss. Von der Zahl m' dieser Differentialgleichungen

konnten wir nur nachweisen, dass sie nicht kleiner als m
sein kann.

Wir nehmen nunmehr an, die homogene Function f

genüge den m linear unabhängigen Differentialgleichungen

(y) 2 10^x^= 0 (i=l,2,..m)

aber keiner weiteren von diesen linear unabhängigen der-

selben Form. Die Annahme, diese Differentialgleichungen

seien linear unabhängig, schliesst nicht aus, dass eine Anzahl

dieser Differentialgleichungen eine Folge der übrigen sein

kann.

Wir setzen ausserdem voraus, jedes der Coefficienten-

systenie C; sei von der ersten oder von der zweiten Art.

Diese Coefficienten cj^ genügen einem Gleichungssystem

der Form:

(«) - , Wir c
v/<
- c clv) = 2 e

y
c\

ft

y= i

y
=

Q»% p sa 1, 2, . . n ; i, k = 1, 2, . . m)

Es lassen sich nun sofort m elementare Substitutionen

Bj angeben, welche f in sich selbst transformiren.

Bilden die c^ ein System erster Art, so bestimme ich

die Substitutionscoefficienten b\
/t

durch die Differentialgleich-

ungen

d b; n ,^= Sbl

lr c
l

rft
(Kfi= 1,2, ..n)

l
und die Anfangswerte b\

/t
= (

J
für pj = 0. Bilden die

c
kfl

ein System der zweiten Art, so ist in den vorstehenden

Gleichungen pi durch log pi zu ersetzen.

1888. Matb -phyn. Ol. 1. U

4
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Je nachdem der eine oder der andere Fall eintritt nenne

ich pi einen Parameter erster oder zweiter Art und den Wert

p, = 0 beziehungsweise pi = 1 seinen Anfangswert.

Die Function f wird nun durch jede der Substitutionen

B, y; =Zh\
fI y

]

fl

s yj = y/4

f A = 1, 2, . .n

B„m-2 v Ii"
1-1

v"
1-1

Bm yj
1
"

1 = ^b™
/t

x
/t

folglich auch durch die aus diesen Substitutionen zusammen-

gesetzte Substitution

(A) yx — ^ a
;/<

x
fl

in sich selbst transformirt.

Die Substitutionscoefficienten a^ sind ganze Functionen

der Parameter erster Art und wenigstens rationale Functionen

der Parameter zweiter Art. Unstetig können sie nur werden,

wenn einer der Parameter zweiter Art verschwindet oder für

unendlich grosse Werte der Parameter. Den Anfangswerten

der Parameter entsprechen die Werte a^ =

Die Determinante der a^ ist gleich dem Producte der

Determinanten der elementaren Substitutionen Bj, also gleich

einem Producte aus ganzen Potenzen der Parameter zweiter

Art, da die Determinante einer elementaren Substitution erster
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Art gleich 1 und die Determinante einer elementaren Sub-

stitution zweiter Art gleich einer ganzen Potenz des ent-

sprechenden Parameters ist.

Man kann auf dem im zweiten Abschnitt eingeschlagenen

Wege beweisen, dass die Substitutionscoefficienten a
;/i

einem

System von Differentialgleichungen der Form

(«)
ypf

= * Hr^ (*, f*
— 1,2, . . n; i — 1, 2, . . m)

genügen, wo

ist und die Grössen Pj rationale Functionen der Parameter

p sind. Ich will jedoch im folgenden für diese Gleichungen

einen Beweis erbringen, der sich nur auf die Definition der

Substitution A durch die elementaren Substitutionen Bj und

auf die durch die Gleichungen (c) ausgedrückten Eigenschaften

der Coefficienten c
lfi

stützt.

Dieser Beweis beruht auf folgendem Hülfssatz:

Die na durch die Gleichungen

- CL*V =*2b\
v q (A, 1,2,. .n)

V V

definirten rationalen Functionen q^ von pi lassen sich dar-

stellen in der Form

%i = »| % + s
f
c^ . . . + sm c"

/4
(A, /I mm 1, 2, . . n)

wo Sj s
2

. . Sm rationale Functionen von pi sind.

Beim Beweise ist zu unterscheiden, ob die elementare

Substitution Bj erster oder zweiter Art ist. Im ersteren Fall

lässt sich q^ nach dem Maclaurin'schen Satze entwickeln.

Fltr p,-0 ist =
(J)

also
qift
= e^.
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Zur Berechnung der Ditf'erentialquotienten von qXu er-

hält man zunächst die Gleichung

Nun ist db*

Nach Substitution dieser Werte erhalten die obigen

Gleichungen die Form

V

~ (<fc* - -
J

= 0 (A, n = 1,2, . . n)

Da die Determinante der h\
ft

nicht verschwindet, so folgt

aus diesen Gleichungen

d pf
=

^

(

(
b-x 4/4 " CU <!*,<) (*. = 1, 2, . .

n)

Für pi = 0 wird

(
1 »7« \ v . h i i Ii v Ii i j

,i Pr ; Pl
= o

— - c
*/<

"

c
>*

iv - ^ Si

Die Gleichung

d Pl* ;l d Pi

c
*>'

t:
"x

d Pi /

/d*q \

zeigt, dass sich auch ( -— } als lineare und homo-
y dpr /pi= «>
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gene Function von c c
2

. . . c™ darstellen lässt, und das-

selbe gilt für alle höheren Differentialquotienten. Daraus

folgt, dass sich qVft
in der Form

%u = 8
J
C
lft + 8

2 V • + «m
<£J,

(>', n = 1, 2, . . n)

darstellen lässt, wo s, s, . . sm Functionen von pi sind.

Da die Coefficientensysteme c\
fl
c^ . . . cf

fl
linear unab-

hängig sind, so sind die Functionen s vollkommen bestimmt

;

sie sind rationale Functionen der q^, also auch rationale

Functionen von pj.

Ist die elementare Substitution I3j von der zweiten Art,

so hat man q;„ nicht nach Potenzen von pj, sondern nach

Potenzen von pi — 1 zu entwickeln; im übrigen ist der Be-

weis ganz analog zu führen.

Durch wiederholte Anwendung des eben bewiesenen

Satzes gelangt man leicht zu der folgenden Verallgemei-

nerung :

Bestimmt man na Grössen durch die Gleichungen

2 CL Kfi = - Kr %u
v v

hierauf n* Grössen durch die Gleichungen

- q/v Kfi = - Kr n'rn

r r

hierauf n 2 Grössen q^ durch die Gleichungen

- <Ür Kf* = - Kr %*
v v

u. s. w.

so lassen sich die Grössen q; /z <\) fl q;^ . . • darstellen in

der Form
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<a,<
= 8, + s

2
c\

ft
. . . + sm

<\X/i
=

»i
c
l/i "f <» CV • • • + *m cj, I" = 1, 2, .

n

u. s. w.

und hier sind die Grössen s, s, . . . rationale Functionen von ps

die Grössen sj s^ . . . rationale Functionen von pj

und pj

die Grössen sj' s^' . . . rationale Functionen von pj

Pj und pk u. 8. w.

Dieser Satz führt zu einem einfachen Beweis der Gleich-

ungen (a) und (rc).

Die Gleichungssysteme Bj und A definiren die Grössen

yiy\y\- 'yf~
l

a^ Functionen der Grössen x
A
x
2 . . xn und

der Parameter p, p, . . pm , und zwar ist, da der Parameter

Pi nur in die Coefficienten der Substitution Bi aber nicht in

die Coefficienten der übrigen Substitutionen Bj eingeht

Function von x, x, . . x„ und p x p, p 8
. . . pm

y^ Function von x
A
x
t

. . x„ und p, p8
. . . pm

2

yjj
Function von x, x, . . xn und ps

• • • pm A= 1,2, .. n

y™" 1

Function von x
A
x
8

. . xn und pm

Durch partielle Differentiation nach pj ergibt sich daher:
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3pi „
l" »Vi

3v'- . Sv
2

(d)
s y>''

vk'-'
Sy"' "

3A1 - t v'

9p. ~; dP,
>"

i V l »+» »+»

m - 1 V Lm „•

Nun ist

je nachdem die elementare Substitution Bi Ton der ersten

oder der zweiten Art ist.

Angenommen, es finde der erste Fall statt — der zweite

ist ganz analog zu behandeln — dann ist
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Diese« Gleichungssystem lässt sieb durch die beiden

folgenden ersetzen

:

tJt
=

;
h* «4 4 =

;
e* jJ.

(* = i. 2. •
• »)

In dem zweiten Gleichungssystem führe ich für y',

seinen aus dem i -f- l
4*" der Gleichungssysteme (d) folgenden

Wert und an Stelle der Grössen v\
fl

die Grössen q^ ein,

welche aus den Gleichungen

- 4/*
h*> = - b

jJ' V* (A, v — 1, 2f
.

.
n)

/* ^

zu berechnen sind. Wir erhalten

/.
;

c
;/ ,

o
/<r yv

o
A/1 q/0 , yv

(a 1, ^, . . n )

Dieses Gleicbungssystem ersetzen wir durch die beiden

folgenden

:

4 = - *T & ~° -% i. 2, . . «)

Das zweite von diesen Gleichungssysteinen und das i-}-2
le

der Gleichungssysteme (d) ersetzen wir nun durch

4
+

' - ^£S+
2 -d 4

+2 = (* = i, 2, .
.
n)

wo die Grössen q;/t
durch die Gleichungen

- b
)^

2 = - b
'i)"/V (A, v = 1, 2, . . n)

/< /<

bestimmt sind.

In dieser Weise fortfahrend erkennt man leicht, dass

sich die letzten in — i -f- 1 der Gleichungssysteme (d) ersetzen

lassen durch die folgenden:
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3 p,

i

H - : bSJ:'

i-H

1+1

IU - 1 v 1™ m

«? =
i,

und nach dem eben bewiesenen Hülfssatz lassen sich die

Grössen C-^ darstellen in der Form

V\
ft
= ?\ <M + 1% 4,, • • • + PL% (A.

i« = 1, 2, . . n)

wo Pj P^ . . . V l

m rationale Functionen von p, pt
. . pm sind.

Nun ergibt sich aus der Definition der Substitution A,

dass

— = - tti z
/t
= - - a>lr L x

fl
ist,

und da diese Gleichungen für beliebige Werte der x gelten,

folgt hieraus

Für die Anfangswerte der Parameter wird

. (X\ db;
bÄ« =W und

dp .

=c
;/<
(A,^= l,2,..n; i = l,2,..m).

Für diese Werte ergeben daher die Gleichungen (d)
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3
y,

Für die Anfangswerte der Parameter ist somit Pj =
also die Determinante der Pj gleich 1. Diese Determinante

verschwindet also nicht identisch und hieraus folgt, wie im

II. Abschnitt gezeigt wurde, dass m von den Substitutions-

Coefticienten a^ vorgeschriebene Werte erhalten können.

Damit ist der Satz bewiesen:

Wird eine homogene und rationale Function der Varia-

bein x, x, . . x„ f ((x)) durch eine lineare Substitution, von

deren Coefficienten m verfügbar bleiben, in sich selbst trans-

formirt, so genügt sie m linear unabhängigen partiellen

Differentialgleichungen (y), deren Coefficientensysteme von

der ersten oder von der zweiten Art sind.

Und umgekehrt, genügt die homogene Function f ((x))

m, aber nicht mehr, Differentialgleichungen der angegebenen

Art, so wird sie durch eine lineare Substitution, deren Coef-

ficienten sich als rationale Functionen von m unabhängig

variablen Parametern darstellen lassen, in sich selbst trans-

formirt.

Diese Darstellung gibt aber nicht notwendig alle Sub-

stitutionen, durch die f((x)) in sich selbst transformirt wird

;

sie gibt nur diejenigen, welche durch ein irreductibles System

algebraischer Gleichungen definirt sind, denen auch die Coef-

ficienten der identischen Substitutionen genügen.
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VI.

Ueber das Gleichungssystem a^ ((>/))

= Ja^((S)) V((P))'

Wird eine Function durch die Substitutionen

7l— ^ *MM ((9) "nd y; = ((p)) X (* — 1, 2, . . n)

in sich selbst transformirt, so wird sie auch durch die aus

diesen beiden Substitutionen zusammengesetzte Substitution

in sich selbst transformirt. Aber es ist nicht von vornherein

klar, dass diese Substitution einer Substitution der Form

y*— *% ((»;)) x
^

äquivalent ist. Es soll daher im Folgenden bewiesen werden,

dass es eine endliche Anzahl von Wertsystemen ij
i

rj
t

. . Tjm

gibt, welche den n2 Gleichungen

(1) % ((?)) = ^ a
Ir (($)) a

r/4 ((p)) (A, /i = 1, 2. . . n)

genügen. Dieser Beweis lässt sich auf den Beweis des folgen-

den einfacheren Satzes zurückführen:

Es gibt eine endliche Anzahl von Wertsystemen, welche

den n* Gleichungen

(2) %t ((?)) = 2*
Xp ((©) b* (p) (Ä, p = 1, 2, . . n)

V

genügen.

Setzt man nämlich in den letzteren Gleichungen der

Reihe nach
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i = 1; p = p. ; v. = ',! = vi . . V« = V«

& = Si . .
. f. = Sm

i = 2; p = pt ; rjt . • »?. = *]l

Ei = vi •••£« = Vm

i = 3; p = pa ;
>
; , 9»

=
== 91 . • £. = vL

i = i»; p = p»; '/i = V. • • '/m =
£ = >,r'

so genügen die so bestimmten Werte tj
k

ry, . . »/m den Gleich-

ungen (1).

Nehmen wir zunächst an, die Gleichungen (2) seien er-

füllt. Betrachten wir £, |2 . . fm als constant, p als variabel,

so dass r
ix

v
)%

. . ijm algebraische Functionen von p sind. Die

Constanten £ seien der Art, dass keiner der Substitutions-

coefficienten a^ ((£)) unendlich ist, dass die Determinante

der ((!)) nicht verschwindet und dass auch die Deter-

minante der Pj ((£)) nicht verschwindet.

Aus den Gleichungen (2) ergibt sich durch Differentiation

..=i

Nun ist

3Hft
(('/)) d/

;j _
»

dt d,,

d •>;.„ (p>

dp

~
dr
— =

J,
a*v (W) t% ((/;))

und — unter der Voraussetzung, dass die elementare Sub-

stitution Bi von der ersten Art ist, auf welchen Fall ich

mich beschränke, da der Beweis im Falle, dass B* von der

zweiten Art ist, ganz analog zu führen ist —

1 b' c
1

d p

—
x=i

" *"
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Mit Rücksicht auf (2) folgt somit

5 ((V)) j <t, ((*)>^ - clj = 0(^ = 1,2,..«)

Soll die Determinante der a^M
((i?)) nicht verschwinden,

so muss somit

.| ((1?)) - = 0 sein für r, fi - 1, 8, . . a

Hieraus folgt, wenn man Cj,^ ((q)) durch ^ PJ

k ((>,)) cj^

ersetzt und beachtet, dass die c
v/<

linear unabhängig sind:

(3) £ Fl ((*)){} = (•)
(k=l,2,..m)

Aus diesen Gleichungen ergibt sich

(4)
S?
=

91 (W) 0 - 1» «i • ™)

wo die Functionen Qj durch die Gleichungen

J,
rt ^ =

6

)

(hjs=s i
'
2"- m )

bestimmt sind.

Gibt es also Werte tj
l

?;Ä
. . i^mi welche den Gleichungen

(2) genügen, so genügen dieselben als Functionen von p be-

trachtet, den vorstehenden Differentialgleichungen. Ausser-

dem müssen die dem Wert p = 0 entsprechenden Anfangs-

werte der i] die Gleichungen

fc <(*))- »*/*((£)) li2,..n)

befriedigen.
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Ich beweise nun, dass auch umgekehrt die Functionen

r
l\

r
i%

• • *?m von p, welche durch die Differentialgleichungen

(3) oder (4) und die Anfangswerte //k = ?k für p = 0 be-

stimmt sind, den Gleichungen (2) genügen.

Ersetzt man in den Ausdrücken

%. =% (fo)) - * «ir ((0) b
l,. (p) (*. e - Ii a. • • «0

,.= l

die Grössen ij
l

>/, . . iym durch ihre Werte in Function von

p, so werden die n* Grössen q^ Functionen von p. Durch

Differentiation nach p ergibt sich:

dqV = - 9j±«>,))ivl _ J ,lr(({)
/4>)

dp j=i 3% dp ,=i dp

= S 1 ((,)) C[„ ((,)) I*
- i 5, »i, ((?)) C (p) c.x„

Da aber //, . . i;m den Differentialgleichungen (2) ge-

nügen, so ist

m <] , mm. #1 »,, . .

Folglich ist

d

di" = j,K ((,/)) "
i,

a" ((?)) b« (,,)
!

v

d
(Jjj

n
|

Oder - ' = ^ q;>, c' (A, = 1, 2, . . n)
dp

Nun ist für p = 0 q^ = 0 (A, = 1, 2, . . n), daher

verschwinden für p = 0 auch alle Differentialquotienten

dp
und ebenso alle höheren Differentialquotienten. Die
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n* Functionen sind daher identisch Null, was zu be-

weisen war.

Damit ist, wie bereits oben ausgeführt wurde, bewiesen,

dass es bei beliebig gegebenen Werten von £1 £t • • sm und

Pi Pa • • Pm eine endliche Anzahl von Wertsystenien gibt,

welche den Gleichungen (1) genügen. Durch diese Gleich-

ungen sind also ra algebraische Functionen der J und der p

Vi = ?»i(£|P) (i = 1,2,.. ra)

definirt.

In ganz analoger Weise kann man beweisen, dass es bei

beliebig gegebenen Werten von */, . . tjm und £, £2 . . £m

eine endliche Anzahl von Wertsystemen p, pt
. . pm gibt,

welche den Gleichungen (1) genügen.

Es gibt also insbesondere Werte von p t pt
. . pm , welche

den Gleichungen

j* Hr ((f)) %u «P» = (*) fr .« = 1,2,.. n)

genügen. —
Wir haben den Nachweis für die Existenz der Func-

tionen (p erbracht, indem wir dieselben durch eine Reihe von

Systemen von Differentialgleichungen definirten, in denen

immer nur eine unabhängige Variable vorkommt. Wir

können die Functionen (p aber auch durch ein einziges

simultanes System von Differentialgleichungen bestimmen.

Betrachten wir in den Gleichungen (1) die Grössen ?

als constant, die Grössen p und rj als variabel und bilden

unter dieser Voraussetzung von beiden Seiten der Gleichung

(1) die vollständigen Differentiale.

Wir erhalten, da wegen (er)

m 9a;,, ((#))) «n n

<KU ((,)) = 5 d„ = 2 2 alr ((,,)) 0;„ ((,)) d%,
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in n

und da
i;( ((p))= 2 2 ((,,))

(*
((p)) dp, ist,

mit Rücksicht auf (1)

2 »i, ((?)){ 5 (C;.,, ((.;)) d»(i - C^((p))d Pi)]

= 0 (A, /u = 1, 2 . . n)

und hieraus folgt, da die Determinante der a^ ((//)) nicht

verschwindet

in

£ (4,, dl)) dm-- ((p)) d Pl ) = 0 - 1,2, . . n)

Führen wir hier für die Functionen C
1

ihre durch die

Gleichungen (n) gegebenen Werte ein, so folgt, weil die

Coefficientensysteme c^ . . c£
fl

linear unabhängig sind.

(5) 2 Pj ((,)) d„ = 2 Pj ((p)) dp, ü = 1. 2. . . m)
i=l

J
i=I

J

Diese Gleichungen bringen eine merkwürdige Eigenschaft

der Functionen q> zum Ausdruck. Stellt man nämlich für

die vorstehenden Differentialgleichungen die Integrabilitäts-

bedingungen auf, so kommt man zu einem System partieller

Differentialgleichungen von der Form der im III. Abschnitt

mit (J) und (J') bezeichneten Systeme.

Durch die Differentialgleichungen (5) sind die Grössen

/; als Functionen der p vollkommen bestimmt, sobald noch

die den Anfangswerten der p entsprechenden Werte der ?;

gegeben sind.

Wie vielwertig die algebraischen Functionen (p sind,

hängt wesentlich von der Wahl des Parametersystems, welches

zur Darstellung der Grössen a^ verwendet wird, oder was

dasselbe sagen will, von der Wahl der Functionen Pj ab.
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Es lässt sich beweisen, dass bei geeigneter Wahl dieses Para-

metersystems die Functionen <p einwertig, also rational sind.

Dieser Beweis lässt sich nur auf Grund einer eingehenden

Untersuchung der zwischen den Coefficienten c^ bestehen-

den Beziehungen erbringen, auf welche hier nicht einge-

gangen werden soll.

VI.

Ueber die Functionen q>.

Betrachtet man die G rossen ij^ tj^ • • i]m als die ursprüng-

lichen, die Grössen . . £m als neue Variable und die

Grössen p, p, . . pm als verfügbare Parameter, so ist durch

die Gleichungen

9i = V»(SiP) (i = l,2, ..m)

ein System von Substitutionen detinirt. Es lässt sich zeigen,

dass dieses Substitutionensystem ein invariantives ist.

Der Beweis stützt sich auf die beiden folgenden Eigen-

schaften der Functionen </>:

1) Ist
tt = g>i (J

; p)
{ = l 2 m

so ist auch § = (p\ (tj q)

und hier sind q, q t
. . qm Functionen von p, pa

. . pm aber

unabhängig von f
,
|a . . vfm .

2) Ist r„ = ffi (£ p)

und Q = </>i 0; q)

so ist auch Ci = (jpj (£|r)

und hier sind r, r
2

. . rm Functionen von p, p, . . pm und

q! q, • • qm aber unabhängig von £
2

. . £m .

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus den im vorigen

Abschnitt bewiesenen Sätzen.
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Ist rji — q>i (£jp), so ist nach der Definition der Func-

tionen cp

% («) -j (

»fr ((!)) Si ((P)) (*i f*« 1,

2

f • . n)

Bestimmt man also die Grössen q durch die Gleichungen

2 % ((p)) a
/4Jf ((q)) = (*) (», x = 1, 2, . . n )

/<='

so wird

\ % ((*))V = a** ((0) (*,* = 1, 2, . .
n)

w. z. b. w.

Ist zweitens

& = <r> (vlq) Ulld »/i = 9>i (51p) (i = 1, 2,
. . m)

so bestehen die Gleichungen

= 1,2, ..n)

%(('/))= J^tff)) %«!'))

aus denen folgt

% ((0) = * «Ö) a™ «p»v ««i»

Bestimmt man nun die Grössen r durch die Gleichungen

% (M) = ^ avx ((P)) a
*,i ((q)) (v, /i = 1, 2, .

.
n)

so ist £i = ?>i (£|r) (i = 1, 2, . . m) w. z. b. w.

Aus den beiden eben bewiesenen Sätzen geht hervor,
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dass die Gesammtheit der Substitutionen q> eine „contimiir-

liche Gruppe" bildet.

Man kann auf diese Substitutionen q> ganz ebenso wie

auf die linearen Substitutionen eine Definition der Aequivalenz

gründen, indem man eine rationale Function von fÄ . . £m

und eine rationale Function von rj
l j]t

. . rjm als äquivalent

bezeichnet, wenn die erstere durch eine Substitution £i= <pi(r;|p)

(i = 1, 2, . . m) in die letztere transformirt werden kann.

Auch für die auf die Substitutionen (p gegründete Aequi-

valenz gilt der Satz, dass zwei Functionen dann und nur

dann äquivalent sind, wenn sie zur selben dritten äquivalent

sind.

VIII.

lieber die Integrale der Differential-

gleichungen (y).

Nunmehr kann der Beweis erbracht werden, dass die

Differentialgleichungen (y) ein Invariantensystem definiren:

sie definiren das Invariantensystem der Formen

F,(x|£) = £ ^((9)«, (A-l. *,..)

mit den „Coefficienten* x, x, . . xn und den „ Variabein

"

Führen wir an Stelle der Variabein £ neue Variable

ein mittelst der Substitutionen

& = <riO?lp) 0 = 1,2, ..m)

so geht die Form F; (x|£) in die äquivalente Form F; (y|r
; )

über, wo

n

y* = 2 Hu ((p)) v (
A = ^ 2

' •
• n

)
ist -
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Denn nach der Definition der Function (p ist

% ((Ö) = 5 *Xv ((i?)) a„
;< ((p)) (A, ^ = 1, 2, . . n)

Betrachten wir nun die Coefficienten x
Ä
X, • . x„ und

die Coefficienten y t ya
. . y„ als gegeben, so lauten die not-

wendigen und ausreichenden Bedingungen, damit die Formen

F^xl^f) und F^(y|j7) äquivalent sind:

Es müssen sich Werte p A pÄ
. . pm angeben lassen,

welche den Gleichungen

y;.= ^ %((P))V (A=I,2,..n)

genügen.

Da nun, wie im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, zwei

Formen äquivalent sind, wenn sie zur selben dritten äqui-

valent sind, so lassen sich diese Bedingungen vollständig er-

setzen durch die folgenden:

Es muss ein Wertsystem z, z, . . z„ und Wertsysteme

q, q 2
. . qm ;

r
1

r, . . rm geben, welche den beideu Gleichungs-

systemen

n

xa= *%((q)) v
* '

A — 1, 2, . . n
n

y;. = - Hu (W) ^

genügen.

Im vorliegenden Fall sind somit die Voraussetzungen er-

füllt, auf welche Herr Christoffel seinen Eingangs besprochenen

Beweis gestützt hat, dass sich die Aequivalenzbedingungen

durch Gleichsetzung von Invarianten ausdrücken lassen. Es

gelten demnach für den vorliegenden Fall die von Herrn

Christoffel aufgestellten Sätze:
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1) Die Aequivalenzbedingungen lassen sich vollständig

ausdrücken durch eine Anzahl Gleichungen der Form

fi((y)) = fi(«) (i = 1,2, ...n-o+ <>).

Hier bedeutet a „die Ordnung der systematischen Eli-

mination" und q eine positive Zahl, die unter Umstanden

gleich Null sein kann. Die Zahl a ist gleich der Anzahl

der Coefficienten der transformirten Form, welche bei geeig-

neter Wahl der verfügbaren Parameter p vorgeschriebene

Werte erhalten können.

2) Alle Invarianten von F^, d. h. alle rationalen Func-

tionen der y, welche von den Werten der Parameter p un-

abhängig sind und nur von den Werten der x abhängen,

lassen sich als rationale Functionen der n— o+ q Invarianten

fi darstellen.

Die Invarianten fi genügen offen bar den Differential-

gleichungen (y). Da unter diesen Invarianten n— a von

einander unabhängig sind, so haben die Differentialgleich-

ungen (y) n — a von einander unabhängige Integrale. Von

den m linear unabhängigen Differentialgleichungen (y) müssen

daher m — a eine Folge der übrigen sein.

Das eben nachgewiesene Invariantensystem bildet ein

Invariantensystem für jede der n Formen

F, (x|S) F, (x|f) . . . Fn (x!ß.

Dies findet sein vollständiges Analogon in der Invarianten-

theorie im engeren Sinne des Wortes. Das Invariantensystem

einer algebraischen Form F, (xlf
1
) mit den Coefficienten

x
x
x, . . xn und den Variabein £| . . kann nämlich als

Invariantensystem jeder der n Formen betrachtet werden,

welche durch wiederholte Anwendung der Operation

JL^ej
(i = 1 - 2, ••" )
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aus F
x
hervorgehen, sofern man nur die ft Variabeinsysteme

£1 ^ • • 1^

ai tu dl

als cogredient betrachtet.

Diese n Formen sind offenbar nichts anderes als die

Coefficienten einer algebraischen Form, in welche ¥
x
durch

die lineare Substitution

6 — Vi f| + S? + ^ $ • • • + ? 0 = !i 2, .

.

transformirt wird. Auch dies steht in vollkommenem Ein-

klang mit der im Vorangehenden entwickelten allgemeinen

Theorie.
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