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Sitzung vom 3. Miirz 1888.

1. Das correspondirende Mitglied Herr A. BRILL in Tii-
hingen hat eine Abhandlung: ,Ueber die Multiplicitit der
Schnittpunkte von zwei ebenen Curven® eingeschickt.

2. Herr A. Voss spricht: ,iber diejenigen Flichen,
auf denmen zwei Schaaren geodiitischer Linien ein
conjugirtes System bilden®.

3. Herr W. v. GOUMBEL demonstrirt ,zwei neue
Bliatter seiner geognostischen Karte von Bayern®.

4. Herr G. Baugr iiberreicht eine Arbeit des Herrn
Dr. Ludwig MAURER in Strassburg: ,iiber allgemeinere
Invarianten-Systeme*.

5. Herr M. v. PETTENKOFER legt eine Mittheilung des
Herrn Professor Dr. K. B. LeamaNy in Wiirzburg: iiber
die Wirkung des Schwefelkohlenstoffs auf den thier-
ischen Organismus* vor.

Ueber die Multiplicitit der Schnittpunkte von zwei ebenen
Curven.

Von A. Brill in Tiibingen.
(Bingelaufen 29. Februar.)

Die Frage, wie vielfach ein Schnittpunkt zweier Curven
zu rechnen ist, in welchem dieselben sich it Zweigen
von beliebiger Beschaffenheit durchsetzen oder beriihren,
wird von Cayley, Halphen, H. J. S. Smith und in ein-
gehender Weise von Herrn Stolz') mit Hilfe von Reihen

1) Mathematische Annalen, Bd. 15.
1888, Math.-phys. Cl. 1. 6
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beantwortet, nach welchen in jedem Punkt einer Curve die
eine Coordinate in aufsteigenden Potenzen der anderen ent-
wickelbar ist. Das Produkt der Differenzen dieser Entwick-
lungen, gebildet fiir die eine und die andere Curve, beginut
mit einer ganzen Potenz derjenigen Variabeln, nach welcher
entwickelt wurde. Diese giebt die ,Multiplicitit® des Schnitt-
punktes an.

Man kann gegen dieses Verfahren den Einwand erheben,
dass durch die irrationale Operation der Entwicklung ein
Ueberfluss an Hilfsmitteln in Bewegung gesetzt wird, etwa
vergleichbar dem, welchen die Bildung der Resultante von
zwei Gleichungen mit sich briichte, wenn man dieselbe ver-
mittelst des Produkts der Differenzen der Wurzeln wirklich
darstellen wollte. Es muss auch in dem vorliegenden Falle
einen Weg geben, auf welchem nur von rationalen Opera-
tionen Gebrauch gemacht wird.

Zwar hat man dieses Bediirfniss auch von anderer Seite
schon anerkannt und rationale Processe angegeben, welche
die Multiplicitiit eines Schnittpunktes definiren. Dass dieselben
in theoretischen Erorterungen gute Dienste leisten, geht aus
der erwiihnten Abhandlung von Herrn Stolz hervor. Aber
Niemand wird daran denken, die dort angegebenen algebra-
ischen Umformungen zur wirklichen Bestimmung der Viel-
fuchheit in einem vorliegenden Falle zu verwenden.

Es sei mir gestattet, im Nachfolgenden ein Verfahren
vorzulegen, welches, wie ich glaube, das Gewlinschte ohne
Weitliufigkeit leistet.

1.

Der zu untersuchende Schnittpunkt der Curven ¢ und f
befinde sich in demt Ursprung O eines Cartesischen Coordi-
natensystems, in Bezug auf welches die Gleichungen dieser
Curven, nach aufsteigenden Potenzen von x und y geordnet,
wie folgt lanten:
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eEy)=o0o=¢i+ Qg1+ Pigo+..... + Pm
f(xy)=o=fi + figr 4+ fago ... + fo,

wO @iy Pigry - - - fx, fegpr, . . . ganze homogene Func-
tionen von x, y von bez. den Dimensionen i, i+41, ...
k, k+1,...sind. Wir machen die Voraussetzungen:

1. Dass die Functionen ¢ und f einen gemeinsamen
Theiler nicht besitzen (unter ,Theiler* wird hier wie im
Folgenden eine ganze Function der Variabeln x, y verstanden).

2. Dass keiner der Linearfactoren von ¢y zugleich Factor
von allen folgenden Gliedern @41, . ... @y ist, und eine
iihnliche Voraussetzung beztiglich fy. — Dann ist wegen der
ersten Annahme die Multiplicitit des Schnittpunkts O von
@ und f jedenfalls eine endliche Zahl.

Ich lege nun den folgenden Satz zu Grunde: Wenn
in der angegebenen Darstellung der Curvengleichungen ¢ = o,
f=o0 die Resultante aus den biniren Kormen niedrigster
Ordnung ¢ und fi nicht verschwindet, so sind in dem Ur-
sprung O des Coordinatensystems genau i-k Schnittpunkte
von ¢ und f vereinigt (die ,Multiplicitit® von O ist gleich i- k).

Den Beweis dieses Satzes tibergehe ich, da derselbe in
strenger Form bereits von anderer Seite gefiihrt worden ist
(Nother, ,Rationale Ausfihruong u. s. w.* Math. Annalen
Bd. 23, Seite 320; und Voss, ,Ueber den Fundamentalsatz
u. s w.“ ibid. Bd. 28, S. 533).

Man kann nun auf diesen Fall auch denjenigen zuriick-
filhren, wo die Resultante aus ¢; und fx verschwindet, wo
also diese Functionen einen oder mehrere Linienfactoren ge-
meinsam haben. Eine der Functionen ¢, f, etwa ¢, lisst
sich durch eine andere ersetzen. welche hinsichtlich ihres
Verhaltens gegeniiber f in dem Punkt O sich von ¢ nicht
oder doch in angebbarer Weise unterscheidet. Durch Multi-
plication niimlich von ¢ und f mit passend gewiihlten Func-
tionen 4 und ¢ von x und y — was, wie man sehen wird,

6‘
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noch verschiedene Moglichkeiten zuliisst — bildet man einen
Ausdruck:

O=2g+ef=0,+ 0y +..., ..... (1)

fiir welchen das Glied niederster Dimension @, mit f; keine
Linearfactoren gemeinsam hat, ftir welchen also bei Berech-
nung der Multiplicitit der Schnittpunkte von f und @ wieder
der obige Satz zur Geltung gelangt. Bezeichnet man dann
die Multiplicitit von O fiir f =10 und ¢ =0 mit (¢f) oder
(fg); ebenso fiir die Curven 4 =10 und f=o0 mit (Af) oder
(fA), w. s. w., so bestimmt sich (¢f) mit Hilfe der Relation:

(@) =(pf) + (*1).

Die Resultante niimlich aus @ und f, hinsichtlich x
oder auch y gebildet, ist gleich derjenigen von - ¢ und f,
und demnach auch die Anzahl der dem Punkt O zugehdrigen
Wurzeln fiir beide dieselbe. Da nun:

(@f)=p-k
ist, so handelt es sich, wenn man (¢ f) kennen will, nur
noch um die Bestimmung von (Af).

Diese Zahl lisst sich zuniichst immer dann leicht er-
mitteln, wenn 4 eine homogene Function:

=575

von x und y ist. Denn sei etwa 4, ein Linearfactor der-
selben, und verschwindet fiir den aus:

h=o0

zu entnehmenden Wert von i die Function fi nicht, so ist

die Anzahl der Schnittpunkte der Linie 4 =0 mit f=o,
welche in O fallen:
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Verschwindet aber fiir jenes ”; fx, und ausserdem etwa
noch fy 41, .. .. fugp—1, dagegen fyx, nicht — simmt-
liche f konnen nach der Annabhme 2. nicht verschwinden
— so ist, weil die Resultante aus 4, und f etwa hinsichtlich
x in dem vorliegenden Fall die (k 4 w)* Potenz von x als
Factor ausscheidet :

(W) =k + u.

Bestimmt man die entsprechende Zahl fiir jeden Linear-
factor von 4, so ist (4 f) gleich der Sumwme dieser Zahlen.
— Uebrigens bedarf es gar nicht der Auflésung von % in
Factoren, wenn man den grissten gemeinsamen Theiler er-
mittelt zuerst von 4, und fi, wobei sich etwa 4, ergeben
mige, dann von 4. und fy4 1, wobei 4 herauskommen moge,
u. s. w. BEs ist dann:

M=k =14 &+DU—=1+...

durch Ausfithrung bloss rationaler Processe bestimmt.

-~

Es entsteht nun die Aufgabe, auf den vorstehend behan-
delten Fall auch den allgemeinen zuriickzufithren, wo sich
keine homogene Function 4 finden lisst, welche der Gleich-
ung (1) geniigt.

Bevor dies in allgemeiner Weise geschieht, sei mir ge-
stattet, die Natur des eingeschlagenen Verfahrens durch Vor-
anschicken eines Falles darzulegen, den ich an einer anderen
Stelle bereits hehandelt habe, des Falles niimlich, wo die
Zahl k =1 ist, und die Functionen 4 und ¢ sich in ein-
deutiger Weise ergeben.
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2.
Die nach Dimensionen von x, y geordneten Functionen
f und ¢ seien:
P=¢itgir1+....+ Pu
f=fi +fo4 ..... + fa,
wo 121, und die Functionen niederster Dimension f; und ¢y

von Null verschieden seien.

Ist fi nicht Factor von ¢, so haben die Curven f und
¢ keine Beriihrung in dem Punkte O, und die Multiplicitit
von O ist gleich i.

Ist aber f; Theiler von ¢, ist also etwa identisch:

gi=fiei-1,
50 bilde man den Ausdruck:
V=¢—ei-1f=@+1—e- 1)+ (piq2—e-1fa)r..
=it1+Pige+....

Ist f, nicht Theiler von y;4,, so ist die Anzahl (y f)
der Schnittpunkte von @ = o0 mit f =o gleich i 4 1, und
folglich auch:

(pf) =1+ 1.

Ist aber f; Theiler auch von 44, bestehen also die
Gleichnngen:

@i =flel~l
Pig1 =fr0i -1+ fi e,

so setze man wieder:

r=p—ef=¢— (- t+e)f=sigottigs+..... .

und untersuche die Theilbarkeit von yi4o durch f;. In
dieser Weise fahre man fort. Da sich die Vielfachheit des
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Punktes. den die Curven ¢, Y, ¥, ... der Reihe nach in O
besitzen, bei jedem Schritt um mindestens eins erhoht, so muss
der Fall eintreten, dass dieselbe gleich der Multiplicitit des
Schnittpunkts von f und ¢ wird. Ist dies etwa nach (8 — i)-
maliger Wiederholung der Fall, verschwinden also in:

O=q—of=0p+ Pppi+....,

e=e-1teaterit....+e-

ist, die Glieder bis herauf zur (8 — 1)*" Dimension ein-
schliesslich identisch, wiihrend G)ﬂ von Null verschieden ist,
so hat die Curve:

wo:

D=0

im Ursprung einen $-fachen Punkt, dessen Zweige siimmtlich
die Curve f nicht beriihren. @ besitzt alsdann 8 Schnittpunkte
mit f an dieser Stelle. Die Functionen ¢;—, @i, .... eg—2
bestimmen sich aus den Gleichungen:

@i =gi-1fi
i1 =0 -1+ efi
Pipe=0-1fs+ef+ e+ fi (2)

gp-r1=e—1fg_i+efp_io1+...+e-2h,

welche sich nicht durch Nullsetzen der Glieder niederster
Dimension von ¢ ergeben.
In dem Falle k =1 liisst sich also die Gleichung einer
Curve:
D=¢—p¢f=o0

bestimmen, welche in O einen vielfachen Punkt besitzt, dessen
Zweige f nicht bertihren, und fiir welche der Schnittpunkt
mit f in O dieselbe Multiplicitiit besitzt, wie der von ¢ mit f.

Ist auch noch i =1, so driicken die Gleichungen (1)
im Allgemeinen die nothwendige und hinreichende Bedingung
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dafiir aus, dass die Zweige der Curven ¢ und f in 3
consecutiven Punkten iibereinstimmen (eine hihere
Beriihrung eingehen). Denn da die Gleichungen (1) aus-
driicken, dass 8 Schnittpunkte von ¢ und f in den Punkt O
fallen, und da fiir k =1i=1 sowobl f als ¢ nur je einen
einfachen Zweig durch O schickt, so muss die Multiplicitiit
in O von (B — 1) punktiger Berithrung herriihren. Ferner
aber unterscheidet sich, wie man leicht bestitigt, die An-
zahl der in den Functionen o, @1, @2, ...¢g-2 befindlichen
verfiigharen Constanten (welche in ¢, @4, ...q5_1 ein-

gehen) noch um 8 Einheiten von der Zahl der in einer all-
gemeinen Function von der Form:

Pttt ppn

verfiigbaren Constanten; # Constante kommen also auf die
zu erfiillende Bedingung. In der That absorbirt die Fest-
legung vou # Punkten der Curve ¢ gerade ¢ Constante, wenn
man von Ausnahmefillen absieht, auf die wir hier nicht ein-
gehen wollen.

3.

Das in (2) angegebene Verfahren lisst sich mit einer
leichten Modification auf die Bestimmung der Multiplicitit
von O fiir zwei Curven f und @ von beliebigem Verhalten
in O ausdehnen.

Ich gehe wieder aus von den nach Dimensionen von
x, y geordneten Gleichungen der Curven:

P =¢+git1+ ...+ Pu
f=fi+ figr+...4 fu
Ist die Resultante von ¢; und fx von Null verschieden,

berithren sich also die Zweige von f und ¢ nicht, so hat ¢
bereits die gewiinschte Form.
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Verschwindet aber die Resultante aus ¢; und fi, so
stellt man eine Function, die sich in O gegeniiber { ehenso
verhiilt, wie ¢, deren Anfangsglied aber mit fi keinen Linear-
factor gemeinsam hat, durch wiederholte Anwendung des
folgenden Processes her.

Sei etwa die homogene Function o der durch rationale
Operationen leicht bestimmbare grosste gemeinschaftliche
Theiler von ¢; und fi, also etwa:

fk =0 f’
Pi=o0 '/',1
wo nun " und ¢ theilerfremde Functionen sind, so bilde
man die Differenz:
p=Fp—g' f=(gip 1 ' —fir19)+ iyl —fipog)+....
=l!)| -f—(,l'|+|+....,
geordnet wiederum nach Dimensionen von x und y.
Man bemerkt zuniichst, dass die Anzahl der Glieder

(verschiedener Dimension) ¥4, ¥4 41, ... von  um minde-
stens eine Kinheit kleiner ist, als die grosste der beiden

Zahlen:
m—i+1, n—k+41,

welche hezw. die Anzahl der Glieder in ¢ und f nn;'ebeu.
Nun hat das Glied niedrigster Dimension:

Y= @it £ — fign q>'
entweder mit fy einen Factor gemeimsam, oder nicht. Im
letzteren Fall ist der Process abgeschlossen. Denn auf dem
in § 1 angegebenen Weg bestimmt sich fiir die homogene
Function t' leicht die Multiplicitit (f'f) des in O fallenden
Schnittpunktes mit f. und um diejenigen (¢ ) von ¢ mit f
zu finden, hat man nur die Gleichung anzuwenden:

W) =(gfH)+ (£,
wo (Yf) =k-1 ist.
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Auch dann ist immer ein Abschluss erreicht, wenn ¢
mit ¢; keinen Theiler gemeinsam hat, weil man dic Be-
ziehung hat:

(we)= {9+ (9 9)

Besitzt aber ¥y sowohl mit fx wie mit ¢ je einen
Theiler gemeinsam, so hat man das auf f und ¢ angewandte
Verfahren fortzusetzen, indem man entweder ¥ und ¢ oder
Y und f benutzt. In jedem Fall ist dann fiir eine so ent-
standene Function y, etwa:

=9 v—yYo=x+tt14+...... ,

(wo ¢ und ¥’ durch Division des grossten gemeinsamen
Theilers von ¢; und ¥y in diese Functionen entstanden sind),
die Anzahl der Glieder ¥, ¥r41, . ... wn mindestens eins
kleiner, als die Anzabl fiir diejenigen der Functionen 1, ¢,
welche die grossere Gliederzahl besitzt. Man priife nun
wieder das Anfangsglied y, auf gemeinschaftliche Factoren
mit ¢y, Y1. Nur in dem Falle, dass x mit jedem dieser
Ausdriicke einen Factor gemeinsam hat, ist das Verfahren
fortzusetzen.!) Unter allen Umstinden ergiebt sich aber
nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen ein Ab-
schluss, wenn man ausser der zuletzt erhaltenen Function fiir
die Umbildung jedesmal diejenige von den bheiden vorher-
gehenden benutzt, welche die geringste Gliederzahl besitzt.
Denn dieses Vorgehen hat eine fortgesetzte Verminderung

1) Wenn ein Factor y° von y, Theiler von z selbst sein sollte,
was vorkommen kann, dann wende man das angegebene Verfahren
auf den Quotienten:

I _x

x
und ¢, statt auf y und ¢ an, benutze iiberhaupt allenthalben X atatt
%, und bestimme (z ¢) aus der Relation:

Xg)=(o)—u ¢
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der Gliederzahl zur Folge, so dass man zuletzt bei einem
einzigen Glied, d. h. einer homogenen Function von x und y
anlangt, deren Schnittpunkt mit f in O wieder mit Hilfe des
in § 1 angegebenen Verfahrens untersucht wird.

Die Kette von Gleichungen, zu welchen man so gefiihrt
wird, sei die folgende:

y=fg-qf
ol g i
A 1) 5

T =g -Dg—g¥=p

w=0"1 - 1Mo,

wo nun © in lauter Linearfactoren zerfallen mége. Dann
berechnet man die Multiplicitit des Schnittpunkts O von ¢
mit f vermdge der Gleichungen:

()=(0 1)+ 1)
(r 0)=(¢ 0)+ (¥~ o)
(x )= (o) + (" y)
We) = ¢+ (¢ 9),

wo nun die Zahlen (v 7), (1™ z), (6¥~Da),.... (0" V) (¢ @)
simmtlich direct bestimmbar sind (§ 1), weil @, ™), o =",
... ¢’ ¢ homogene Functionen von x und y sind. —
Aus der ersten Gleichung bestimmt man (07), setst diesen
Werth in die zweite ein, bestimmt aus dieser (¢ 0), u.s. w.
und gelangt so zuletzt zu (f ¢).

Die Elimination der Functionen v, x, &, ...0, v aus
dem System (1) fithrt zu einer identischen Gleichung von
der Form:

w=~A-¢p+e¢-f,

wo die homogene Function w keinen der Linearfactoren be-
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sitzt, welche die Anfangsglieder ¢; und fi von ¢ und f
gemeinsam haben. Das Verhalten der — im allgemeinen
nicht homogenen — Functionen 2 und ¢ gegeniiber f in
dem Ursprung O des Coordinatensystems bestimmt sich aus
den bekannten Zahlen (¢ f), (wf), (0 ¢) vermige der Be-
zichungen:
(wf)y=(pf) + (A1)
(wg)=(q)+ (e )

Es liegt auf der Hand, dass es fiir die Bestimmung von
(¢ f) ausreicht, anstatt bis zu w, bis zu einer solchen Curve
vorzudringen, welche mit den beiden voraufgehenden ge-
meinsame Tangenten uicht besitzt. Der Process, der zu
einer solchen Function fiihrt, ist im allgemeinen kiirzer, als
der oben geschilderte, und ist so einzurichten, dass man je
mit der zuletst erzeugten Function diejenige von den beiden
zuvor gebildeten combinirt, die bewirkt, dass in der neu zu
bildenden Function mdglichst wenige Glieder (in stetiger
Aufeinanderfolge) Factoren mit dem Anfangsglied gemeinsam
haben, welche zugleich Factoren der Anfangsglieder der
beiden benutzten Functionen sind.

Ein Beispiel mige dieses Verfahren erliutern:

Sei: f=xy+yx4y*x>4-f;
g=xy+xy(x+y) +x2y>+ g5,
wo fy, ¢, homogene Functionen mit unbestimmten Coef-
ficienten sind. Man bilde der Reihe nach:

Wef —g=—yx* 1 — g
L= g x =y y) (3 f — )+ x o,
=yt (xty) =3y 4 f5 —) + .. ..

Dann ist, wenn f, — ¢, weder den Factor x, noch den

Factor y aussoudert, und zugleich x*y* 4 f; — ¢, nicht den
Factor x 4y besitat:

(Pn)=>5-4=Wn +x+y2
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Weil fiir x 4+ y=o0 die Function x sich auf Glieder
5 (und hoherer) Dimension reducirt, ist ferner:

x+y)=5.
Ebenso: (¢, x) = 5.
Daher endlich ist:
W) = (@w) = (y) — () = 15 — 5 =10

die Multiplicitit des Schuittpunktes der Curven ¢ und f in
dem Ursprung O des Coordinatensystems. — In der That
haben die Zweige des Doppelpunkts, welchen ¢ in O hat,
je 4 consecutive Punkte mit den Doppelpunktszweigen von f,
die sie beriihren, gemeinsam.

Die Durchfiihrung des angegebenen Verfahrens bis zu
einer Function hin, welche in lineare Factoren zerfillt, fithrt
augenscheinlich zu einem Bestandtheil derjenigen Resultante
der beiden Ausgangsfunctionen f und ¢, die durch Elimi-
nation einer Variabeln z entsteht, mit deren Hilfe man dieselben
in homogene terniire Formen tiberfithrt. Denn diese Resul-
tante, gleich Null gesetzt, repriisentirt, geometrisch zu reden,

-das Product der Strahlen, die sich von dem Ursprung des
Coordinatensystems nach den Schuittpunkten der Curven
f=o0, ¢ =10 legen lassen, unter welchen sich denn auch die
in den Ursprung selbst geriickten befinden miissen. Die
viichste Verallgemeinerung wiirde nun in der Aufstellung
dieses Strahlenproducts fiir einen beliebigen (nicht in einen
Schnittpunkt von f und ¢ fallenden) Punkt der Ebene be-
stehen und damit zu denjenigen (ileichungen hinleiten, durch
die Clebsch und Herr Kronecker das System der Schnitt-
punkte zweier Curven definiren, dessen Zerfillung in seine
rationalen Bestandtheile die Multiplicitiit einzelner Schnitt-
punkte zu ermitteln gestattet.
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Ich finde aber, dass fiir diesen letzteren Zweck der Vor-
zug des oben mitgetheilten Verfahrens eben in der Be-
schriinkung auf den ersten Schritt in der angegebenen Rich-
tung besteht.



