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i,

Die Grundformel, aus welcher blos dureh algebraische Substitu-
tion alle Formeln der Trigonometrie entwickelt werden, entspringt
aus der Auflésung folgender Aufgabe:

Aus den gegebenen drey Seiten a, b, ¢ eines sphérischen
Dreyeckes den einen der drey Winkel A, B, C zu finden., Obwohl
diese Aufgabe schon von andern blos unter der Voraussetzung der
Formeln fir geradlinig - rechtwinklige Dreyecke aufgeléfst wor-

den,
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e,

den, so hielt ich den folgenden Bew_eis seiner Neuheit und Einfach-
heit wegen nicht fir iiberﬂiifsig.

2.

Das gegebene sphérische Dreyeck sey ABC,
den drey Seciten AB=¢, BC=a, und AC=b der
funden werden soll. Man verlingere die Bogen AB, AC .y Qua-
dranten bis in E und D, wund ziehe den Bogen /DE eines grolsten
Kreises, so sind in dem sphiirischen Trapez DE CB die drey Bo-
gen DC, EB, und CB bekannt, aus welchen der Bogen DE als das
Maafs des Winkels A bestimmt werden kann. Zu diesem Ende sey
P der Mittelpunkt der Hugel, man ziehe EX.DP und b diese
die Senkrechten CN, BM, verbiade MN; und CB durch gerade
Linien, so findet in dem geradlinigen 'Trapes folgende Gleichung

in welchem aus
Winkel A ge=

statt
MN® = CB® — BM® 4 , BM. CN — CN°
Nun ist
Gl = Ch &cc. CR -2 iin 7 a
BM — sin. BE — CoSs. ¢
ON = ¢in: DO == vos. b
also :

m2:4sin. dEeebs o -+ 2 cos.c. cos. b — ¢os. ? 1.
Theilt man das Dreyeck MNP durch die Senlrechte MQ in zwey
bey Q rechtwinklichte Dreyeclie, so erhilt man

MQ® = MP® — pg?
MQ® = MN° — PN’ 4 3 PN, Pg — PO°

I

mfolglich
e —n =
PO — P L PN ME\{_

2 PN

P

P i ——
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Es ist aber

PQ = MP X cos. P
PN — cos. CD — sin. b
PM = cos. BE = sin. e
also '
e sin.* ¢ + sirnr.2 b — MN

2 sin. b sin. ¢
Und durch Substitution des oben fiir MN? gefundenen Werthes
I 0 Py el b cos. ¢
sin. b sin. ¢
Und durch Verwechslung der Buchstaben

cos. ‘b — cos. a cos. €
cos. B — : g
sin. a sin. ¢©
COS, € — CO0S. a C0S. b
cos. C —

sin. a sin. b

Aus diesen drey Formeln, welche aus einem einzigen Satze
entspringen, lassen sich nun alle Formeln der sphirischen sowohl
als geradlinigen Dreyeclie ableiten. Und zwar

3.
Verwandle man die Formel fiir cos. A in die fiir sin. > A :
setze dabey

cos. a cos. b cos. ¢ — m
—— C0S, % a— c0s.” b —cos. 2 c=m
80 1st
. 1 —'n % m
5111.2 A e R e .‘4_- S
sin.*b sin. 2 ¢

Eben so
gu*p .7 rIim
sin. 2 a sin, * ¢

44 folg-
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folglich
sim, A sin * b sin. * ci=sin. S B sin. 2 3 5in 2 ¢
und S |
. : 1
3. 6in A —sin. B3I 2

sin. b
und durch Verwechslung der Buchstaben

sin Bec= in G 0

> ; sin. ¢
GG = sim- A O

FEin dritter Fall, welcher sich bey Auflssung der sphirischen
Dreyecke ergiebt, ist die Bestimmung eines Winkels aus zwey Sei-
ten und einem Winkel. Diese Formel kann aus der Verbindung

folgender zwey gefunden werden

cos. b — cos, a cos. ¢
cas. B.—

sin. a sin. €
A sin. b sin. A
sin. B e ——
sin. a
Daraus erhilt man unmittelbar

sin. b .sin. A sin.
tg. B = . = s :
€0s. b — c¢os. a .cos, ¢ 1
Da nun aus I
C0s. a = sin. ¢ sin. b cos, A 4 cos. b cos. ¢ ist, so erhilt man
o =5 - et - |
sin. ¢ cotg. b — cos. e cos. A
und durch Verwechslung der Buchstaben : : |
5. C = __ sin. A
sin. b COtg. ¢ — cos. b cos. A
5.
Da

sin. G cos. b

sin. ¢ cotg. b =

sin B
O
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so folgt aus I

sin. C cos. b — cos. ¢ cos. A sin B — sin. A cos. B
Eben so :
sin. B cos. ¢ — cos. b cos. A sin, C = sin. A cos. G
und daraus
sin. B cos. ¢ — sin. A cos. G -}- cos. b cos. A sin. C
— sin. C cos. b — sin. A cos. B
cos. A =
endlich
oanh =% B | cos. A cos. C
= sin. A sin. C
6.

Diese vier Formeln reichen hin alle Fille der sphirischen
efwinkligen Dreyecke aufzulésen, Da meine Absicht blofs ist

w
0
o
o

lichkeit zu zeigen, wie aus eincr einzigen Formel die iibri-

die I

gen konnen abgeleitet werden, so iibergehic ich hier die Verwand-
lung dieser Formeln zum logarithmischen Gebrauch, eine Verwand-
lung, die schon seit Napier’s Zeiten, dem wir hierin den meisten
Dank schuldig sind, so vortheilhaft vorgenommen worden, dafs nichts

mehr zu winschen iibrig bleibt.

.

Auf rechtwinklige sphirische Breyecke werden diese vier

Formeln durch die Voraussetzung angewendet, dafs Ein Winkel —
900 sey. Demnach erhilt man aus der Formel 1

V. cos. a — cos. b cos. ¢
wenn man A = go° folglich cos. A — o setzt. Diese Formel dient,

um aus zwey gegcbenen Seiten eines rechtwinlkligen sphérischen
Dreyeclies die dritte zu finden.

8.

2 . sin, a

Aus sin. A = sin. B
sin. b

442 folgt
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folgt wenn A — 90 ,
Vi. sin. b = sin. a sin. B

9.
Die dritte Formel
e sin. A =
sin. ¢ cotg. b — cos. ¢ cos A
giebt
VIL. tg. b = sin. ¢ t5. B
10.
Und endlich die vierte Formel
— Cos. A + cos. B cos. C
‘cos.'a =

sin. B sin. G
verwandelt sich in
VII. cos. a = cotg. B cotg. G.

11.

Nachdem ich nun gezeigt habe, wie die Formeln der sphéri-
schen Trigonometrie aus einem einzigen Satze abgeleitet werden,
so bleibt mir noch itbrig diese auf geradlinige Dreyecke anzuwenden.
Zu diesem FEnde bemerke ich mit Boscovich und Anderen vor
ihm, dafs ein sphirisches Dreyeck von unendlich kleinen Seiten als
ein geradliniges gedacht werden lann, oder vielmehr, ‘dafs der Bo-
gen eines VVinkels, als eine continuirliche Gréfse gedacht, an sei-
ner Grinze, ndmlich am Anfangspuunlite, mit dem Sinus und mit
der Tangente dieses Winkels zusammentalle, und dafs folglich ein
sphirisches Dreyeck an der Grinze in ein geradliniges verwandelt
werde. Aus diesem ergiebt sich, dafs man die Formeln der sphi-
rischen Dreyeclte in solche fiir geradlinige umwandeln konne, wenn
man in den erstern folgende Substitutionen macht:

sin. arc. — arc.
BOS: 2rC. — i
tg.
—_'._ﬂ—«-.\-'m,wv-v“\_ —— A = — - >
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te. arce — are.
i i

cotg. arc. — =
tg. arc. arc.

Werthe, welche die trigonometrischen Linien der sphérischen
Dreyccks—Seiten erlangen, wenn man sie an ihrer Grinze betrach.
tet, wo sie in gerade Linien iibergehen. Jene Formeln, welche Co-
sinusse mehrerer Winkel enthalten, glaubte man einer solchen Re-
dulition nicht fdhig, weil durch die oben angezeigte Substitution,
cos. arc. — 1, alle Cofs. der verschiedenen Bogen in einem Drey-
ecke untereinander gleich werden, welches unmdéglich ist. Ich wer-
de aber zeigen, dals auch diese I'ormeln durch eine geschickte Sub-
stitution einer dem Cofs. gleichgeltenden trigonometrischen Funktion
die genannte Redultion zulassen, und so alle Formeln der geradli-
nigen Trigonometrie ohne Schwierigkeit aus denen der sphirischen
abgeleitet werden konnen.

12,

Schon die zuerst oben aufgestellte Formel
cos. a — cos: b cos. ¢

cos. A = : :
sin. b sin. ¢

bictet ein Product mehrerer Cofs. dar. Man setze fir die Cols. der
Bogen den bekannten Werth von

€08, arc. — 1 — 2 §in..° % arc.
so wird
2 3 2. X
cos.bcos.c = (+ — 2sin.? $ b) (1 — 2 sin.? 3 ¢)
=1—2sin.2Lc—2sin.> ;b 4sin.*? Zbhsin.?J¢

An der Grinze, welche sin.? L ¢ und sin.? Z b durch be-
stindiges Abnehmen erreichen, verschwindet das letzte Glied als ein
Product der zwey abnehmenden Grofsen; da tiberdiels an der Grénze

sin. are. — arc. ist, so hat man

Gz

(S

cos. b cos. c = 1 — £ b2 —
Ferner ist auch

cos. a = 1 — 7 a? »
also




also
e A e st T h T o
o 2 be =
bz 2____ 2
IX." Cos. A — - C -

2 be
Die bekannte Formel; um aus drey Seiten eines geradlinigen
Dreyeclies einen Winkel zu finden.

13.

Ich will hier einer Substitution erwihnen, wodurch die For-
mel IX zur logarithmischen Berechnung bequem eingerichtet werden
kann, als ein Beyspiel; mit welchem Nutzen #hnliche Substitutionen
gebraucht werden konnen, besonders bey Auflésung der Gleichungen
héherer Ordnungen.

Aus der Formel IX folgt

b 2 CF ayte

cos. A = < L i

2 be

b i (c 4+ a) (c — a)
- 7b2

o
a

Man setze
te.? m— (¢ + a) (¢ — a)
o T b2
so ist
cos. > m — x _:1+(°+E)(C—-_§)
L e im b2
und
cos. A — bﬁ_,__

Aus der Formel II
: sin. B sin. a

sin. b

situ. A —

folgt

x@-&% R S I e
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folge
X %4 A "tnD
b ;
15,
Die Formel
L te B= - S04
sin. ¢. cotg. b — cos. ¢ cos. A s
giebt durch die Substitution
sin. ¢ — ¢
1
otg. b=
b
€08, ¢ — 1
folecende Gleichun
o 5
Xl B b sin. A
¢ — b cos: A

um aus zwey Seiten und dem eingeschlossenen VVinkel den einer
Seite entgegengesetzten VVinkel zu finden.
Durch Verwechslung der Buchstaben giebt obige Gleichung
c sin. A
b — c cos, A

tg.C =

16,

Durch Substitutionen, welche aus dem rein analytischen Theil
der Trigonometrie. genommen sind, lifst sich aus dieser Formel die
bekannte Analogie schlielsen: Die Summe der Seiten, zur Differenz
derselben, wie die Tangente der halben Summe der unbekannten
Winkel, zur Tangente der halben Differenz dieser Winkel.

Es ist namlich

s. B — cos: G
8 I B Oy (B D) 2
& 3 ( ’)g_( ) cos. B-+ cos. C
- e e - 1 e
¥ AR v

CO8.
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¢ — b cos. A
gos B —— oo S 00 L1
m

b — ¢ cos. A

cos. C —
m
wenn m 2 — ¢? — 2 be cos. A - b2 ist
Daher ist

cos. B — cos. C

b __ €—Dbcos. A— b ccos A
cos. B + cos. C 6=~ Dbeos A Db - ¢ccos A

(¢c — b) (1 L cos. A)

(¢ +b) (1 — cos. A)
Es ist aber
e o
1= gos A ;g.—zﬂg—fi
A = 180° — (B 4 0)
z A =90 —3 (B 1 ©)
-2 T A - edt. L + C)
also folgt =
tg. 7 (B — C) c—5b ,
v e et R e SR S
g, z (B 4 C) ¢} b
17.
Behandelt man endlich auch-die Formel
IV. cos. a —

cos. A L cos. B cos. C

sin. B sin. G

auf eben diese Art, so folgt

sin. B. sin, C — cos. A -}~ cos, B cos. C
oder

cos. A — — cos. (B + O)
also
A — 180° — (B 4+ C)
A + B 4+ ¢ — 180°.

Diese Formel, welche zur Auflésung geradliniger Dreyecle
nicht gebraucht werden kann,

weil zur Bcstimmung eines solchen
Dreycches wenigsteas Eine Seite erfordert wird

» glebt zu erkennen

a) dals
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a) dafs die drey Winkel eines geradlinigten Dreyeckes — 180° sind.

b) dals daher durch drey Winkel ein geradlinigtes Dreyeck nicht be-
stimmt wird. :

i8.

Die angefiihrten eilf Formeln sind hinreichend alle sich erge-
benden Fille der geradlinigten und sphirischen Trigonometrie aufzu-
lésen, obwohl sie zur logarithmischen Berechnung erst durch bekannte
Runstgriffe aus der rein analytischen Trigonometrie geschmeidiger
gemacht werden miifsen.

1I9.

Am Schlusse dieser Abhandlung will ich noch einige Anwen-
dungen der §. 11 aufgestellten Grundsitze auf die Auflésung einiger
bey geradlinigten Dreyecken sich ergebenden Aufgaben zeigen.

20.
Die Formeln, um aus den drey Seiten eines sphérischen Drey-
eclks einen Winkel zu finden, nimlich
(b F ¢ = a) sin b 4= ¢)
sin. c. sin. a -
sin.%(a+b+c)sin.l§—(a+c-—-h)
sin. €. sin. a

sin.

wf

sin. * I B =

>

B

S

COS.

geben auf geradlinigte Dreyecle gebracht
bt ece—a)b+a—o
= 4ac

5o G+ b+ Dulashie o)

4 a ¢

sin. > 2 B

(SIS

45 In
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In der Geometrie findet man aber den Flicheninhalt eines
Dreyeclies

. _(@Fb+d)(bte—a) @to—b) @tb—o)

M =
Also durch Substitution
M = ac sin I B cos. £ B,
Es ist aber ‘
sin%—Bcoé.%—B:%SinB
folglich
M = I ac sin B.

Eine sehr geschmeidige Formel den Flicheninhalt eines Drey-
eckes zu finden, wenn zwey Seiten und der eingeschlossene VWin-

kel gegeben sind.

271,

Verbindet man diese Formel mit

so folgt
M =

2 (cotg. B + cotg. C)

der Flicheninhalt eines Dreyeckes, durch Eine Seite und die zwey
anliegenden VVinkel bestimmt.

22.
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Aus I und IV folgt, wenn man setzt

m — sin. B sin. G

n, = sin. b sin. ¢ ;
m. (I s~ .008..2) =2 m sin> L ar— — cos. (B4 C) — cos A
m(f—cos:Ay=2nsn* - 8 = cos. (b — ¢) — cos. a

und

Und wenn man iiberall die halben Winkel nimmt 3

e. 2
m Ssin, ~

Man hat ferner

sin. a sin. A
sin. b sin. B’
durch Multiplication
m sin. 2 a =
m-sin. - o

— sin. > . (B+C) — cos. 2 L A
5 ¢ I
: z

n sin.> A  cos.? 3 (b—oc)— cos. 2 X a

sin. a

sin. A

sin. ¢

n sin. * A
cos. 2 L A
a

sin. G

2

2

I
cos. * %

Und durch Substitution in a und Reduction
cos. 7 (b —¢) sin.i (B + C)

€o0s. 3 a

cos. = A

Auf eine analoge Art findet man

sin. 3 (b — ¢)

__Sin. > (B — C)

sin, £ 4 -
sim X (b + ¢)

cos. + A

cos. z (B — C)

2 I
sin. 1 a

cos. 3 (b + ¢) c

sin. = A

os. + (B - C)

cOoS. = a

sin, £ A

Die drey letzten ergeben sich auch. auf eine viel leichtere
Art_aus der ersten in Verbindung mit den Napier’schen Analogien.

2

45 Wen-
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Wendet man diese Formeln auf geradlinige Dreyecle an, [o folgt
e 3 e -
daraus die bekannte Analogie, um aus zwey Seiten und dem ein

OCm
° ° 4 » . 2
schlossenen VWinkel, die tibrigen zwey Winkel zu finden. ' Der Rit-
ter Gauls hat diese Formeln zuerst bekannt gemacht; da er aber
den Beweis nicht angiebt, so hielt ich es nicht fir unwichtig, den-
selben hier aus den Fundamentalformeln fiir sphirische Dreyecke zu

entwickeln.

XYV.




L ]

i
|
i

3 e i



