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Elementare Extremalprobleme iiber nichtnegative
trigonometrische Polynome.

Von Otto Szisz in Frankfurt a. Main.

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 15. Juni 1927,

1. Die Resultate dieser Arbeit sind vor einer Reihe von Jahren
entstanden, anschlieiend an frithere Versffentlichungen und an eine
mit Herrn v. Egerviry verfafite iltere, erst jetzt erscheinende
Arbeit!). Es werden im Folgenden einige Sitze auf kiirzerem Wege
abgeleitet und einige neue hinzugefiigt. Der Ideengang ist eng
verwandt mit dem in meiner Arbeit?): ,Uber nichtnegative trigo-
nometrische Polynome* hefolgten.

Es handelt sich allgemein darum, im Bereiche der nichtnega-

tiven trigonometrischen Polynome #-%* Ordnung mit dem kon-
stanten Gliede 1

t(f)=1+ a,cost + f,sint+ ...+ a,cosnt + f,sinnt

die extremen Werte gewisser Ausdriicke in den Koeffizienten und
die zugehorigen 7 (¢) zu bestimmen. Das wesentliche Hilfsmittel ist
dabei eine von den Herren L. Fejér und ¥. Riesz herrithrende
Parameterdarstellung der nichtnegativen trigonometrischen Poly-
nome; darpach ist 7(f) in der Form darstellbar

(1) T(f) = ;MO +w, et U eint|2,

!) Binige Extremalprobleme im Bereiche der trigonometrischen Polynome.
Math. Zeitschr.

2} Sitzungsber. d. Akademie Minchen 1917, 8. 307—320.



186 0. Szisz

Setzt man
a, =1, =0, e, —if, =y, v=0, L,...n,
so besagt (1), dak die y, die Darstellung besitzen:

n—zuxn n

(2) v, =2 Eou,.+z w,, 1= Eo'u,.?, x=1,2 ...n;
= y=

hierdurch geht ein Ausdruck in den y,, 7, iiber in eine Funktion
der Variabeln w,, @,.
2. Ich gebe zunichst eine neue einfache Bestimmung des

Maximums von |7, und der zugehdrigen 7 (f). Nach (2) ist

n—1
1 ) p—
v =22ty Wy ;
v-=0
setzt man
Uy =2, v, x>0, r=20,1,...n,

so wird
1}}11 < 2 ("l.o xl + xl x:g + Coe e + Ly—1 Jin);
Gleichheit gilt nur, falls

Pr ™ Po= P — Y1 = .. .= Pn " Pu—1.
Wegen (1) konnen wir ohne Einschriinkung der Allgemein-
heit ¢, ==0 setzen; schreiben wir ¢ statt ¢, so wird p,=2¢,. . .,
Pn = NP,

Wir haben nun das Maximum der quadratischen Form
n H

2 x,_1 x, unter der Bedingung 2J #; = 1 zu bestimmen. In be-
1"1 1"'0
kannter Weise erhilt man fiir die z, und fiir das Maximum 7 das

Gleichungssystem :
— Lyt
2y — L, + @,

Ih

I

0
0

Wegen 22, 1o, <<a)_ 1 z} ist offenbar 2 < 2; wir kinnen
also )= 2cost) = e 4 ¢—i?

setzen. Das Gleichungssystem kann nun so geschrieben werden:

Ly —2 _‘;*xn—-l +xn
Ly —1 — )ﬂrn

Il

— pt — p— 1 — bt — p =V (g __ ptd
zg— ety =e "y, xy— ey =e " (x, — e ), ...,
Ty — ey Lyl = c—u} (xu»-l T x"_2)’ [ — -1 Ly = eu? 23
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hieraus folgt
o, — e, = wge” Y vy =1, 2, ..., n;
Ty — eiﬂ-’lz'n_] — c?tr’) .
Hierfiir kinnen wir schreiben:
e, — e 0D, =2y =1,2, ... 0
gty x, = p—ind &t
aus diesen Gleichungen ergibt sich sofort
=i iy g (1A =0 e, =12, s
—_ =i 20 4
Xy = — e~ 0FDID g
us den beiden letzten ichungen a @, 7
Aus den beiden letzten Gleichungen folgt (da a, § 0
1+ e—?m _1_ . _I_ e—?im’) —_ e--i(?n-}-‘_’)ﬁ,
dies ist nur eine andere Gestalt der charakteristischen Gleichung
unseres homogenen Gleichungssystems; hieraus folgt

9=
n—+4 2’
also das gesuchte Maximum
N 7T
/=2 cos w2
Ferner ist
1 —e 200D it p—iG Dy
Xy =y et 1 0:25»77* =Ty ci?} _'__7/,—517 —
L+ DA
B sin L9
o
Sin 77—*— 9

und schlielich

() =a ésin (r+ 1)

T givtdg) e
y—0 n 4 2 b

wobel

o

1 . 7 n +
L 2 [, L L W
p lZ;ﬂsm +1 P 5

Eine einfache Rechnung ergibt weiter

.0+ D=

! y Ty e

Ne=1+- " 3%, — S R N i
37 : n+22’ﬂ (n =+ 1)cos n 4 2 gin "

< cos v (tH- ¢).
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Zusammenfassend erhalten wir den

Satz I. Aus 7 (f) =1+ Xi(a, cosvt + f, sinvi) >0 folgt
=1

Va:+ g2 +ﬂ1<2coq-——

+ 2
Gleichheit gilt nur im Falle (3).7)
3. Zur Bestimmung des Maximums von |y, fiir irgend ein
x> 2 seien w,, .., o, die z-**" Einheitswurzeln; wegen

n

T =NDyp et >0
r=10
st auch
1 " 2pd
;—19?2: pettw, >0, n=12...%2,0,=¢ "

r=0

Und hieraus durch Addition

»

~ X (t+ ’”’)=1+91(;»ef-“+;'azem+.
o+ i, €771) > 0;

Tpe=1

hierbei ist
/§n<a+1po@rz={ﬂ.

Setzt man » # == so wird

4) L4 R X g e >0;

¥—=1
aus Satz 1 folgt somit

ot 4
Ve <2cos;+2—2cos[n] —
i) I
v
Hier gilt Gleichheit, falls
2 (,‘, + 1
14+ Ry 1 T pirvettm (2,
2K )+2 P2

1) Vgl. L. Fejér, Uber trigonometrische Polynome, Journ. f. Math. 146
(1915), S. 53—82; insh. 8. 79--60; ferner O.Szisz, Uber harmonische Funk-
tionen und I-Formen, Mathem. Zeitschrift 1 (1918), S. 149 -162. Vgl. auch
(i. Szego, Koeffizientenabschiltzungen ..., Math. Ann. 96, 1927, S. 601—632;
insh. S. 621—629.
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v+ 1
Nun ist leicht zu sehen, daf das Polynom L sin ( )++_ )2” .
die Nullstellen hat r=0
__i21'+l .
e l+-,1»:1’2,._';‘;
es ist also 2y 41
¥ + IF2 7

149 }.: Yow €= 0 flir f = — ———

r=1 %

=t,,r=1,2,...4
Oder auch

o (t +2f/‘“> = Ofiirt=t,»=12 ...

=1 i

da aber 7 > 0 ist, so folgt hieraus, daB die Glieder der letzten

Summe einzeln verschwinden; inshesondere ist z (¢) =0 fiir £=1,.
Also ist

(5) 1(t) = 2 |’)j0 sin (v + et ) 7 e“(kl—{—(p)l () hi— [g],

wobei (t) ein beheblges nichtnegatives trlgnnometrlsches Polynom
(n — »2)-t Ordnung mit dem konstanten Gliede 1 ist. Somit

gilt der?)
Satz II. Aus
(6) t()=1++ X (a,cos vt 4 f.sinve) >0
yv=1
folgt

a, —if,| <2cos = 7E——;
3]+
®
Gleichheit gilt nur im Falle (5).

4. In meiner a. S. 185 unter 2 zitierten Arbeit hatte ich
den Satz bewiesen: aus (6) folgt

S la, +if, <n,
r=1

1) Vgl auch v. Egerviry und Szdsz a. S. 185 a. 0. 1. — Szegb a.
S.188 a. 0.1, S. 624—626. — Fiir » >72-L und reine Kosinuspolynome zu-

erst bei Fejér a. S.188 a. 0. 1; fiir beliebige trigonometrische Polynome
Szdisz a. S, 185 a. 0. 2. — Zu dieser kurzen Herleitung der Sitze II
und It wurde ich durch eine miindliche Bemerkung des frithverstorbenen
F. Lukdcs im Mirz 1918 angeregt. Einen anderen Beweis des Satzes Il
hat mir spiiter (im Juni 1919) Herr M. Krafft mitgeteilt.

Sitzgsb. d. math.-naturw. Abt, Jahrg, 1927, 13
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und @leichheit gilt nur fir

n—1

&) TO=1+2% 1 f s (1) ¢+ o)

1 (sm - —(t—i—qa))
IR R

Wendet man diesen Satz auf das trigonometrische Polynom

(4) an, so wird
2

2 Ven <7

Gleichheit gilt nur fir
;" —_—
14+ Ry, 0%l = 7__}71' sm 2 (/t + (p) . [,_ZJ
r==1 A Sln é (,{t-}_ (p) o

Wie vorhin schliefien wir, dak an den Nullstellen dieses
trigonometrischen Polynoms auch 7 (¢) verschwindet; daher ist

sin ZL+—1 (xt 4+ @) ’
(7) T (t) _ 1__

T+ smj(yt—{—(p)
wobel ¢ (1) ein beliebiges nichtnegatives trigonometrisches Polynom
von der Ordnung # —x A < %z —1 mit dem konstanten Gliede 1
ist. Somit gilt der?)

Satz III. Aus (6) folgt
Eax_*_iﬂz' + a2 +iflan 4+ '</2:( J§
Gleiehhelt gilt nur im Falle (7).
Ahnlich lift sich die Ungleichung?)
w1 fir n=2 41,
Vm + 1) fiir =2 u,

(2,

iy1f+175+-..g_{
verallgemeinern.
5. Aus (2) folgt
(8) ]7/ + iy'l'-z+1|§ 2 (moxz + xl xz—{-l + et + Ty Ly
+ | xo + ctt + xnxz»-l);

1) Fiir » = 2 schon in meiner a. S. 185 unter 2 zitierten Arbeit.
?) Vgl. meine Arbeit a. S. 185 a. O. 2.
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Gleichheit gilt hier nur, falls
(9) P = Pop == Pl == Py == 0= P Py
Prn—ntl =™ Qo= """ @Pn— Px—1.
Aus (8) folgt weiter wegen 2 ab<a? 4 12
S | <23 2 =25

»—0
hier gilt Gleichheit nur fiir
(10) Ly == Loy Xy =T gl Byt =Ty Ly =L s 1+ L1 == @y

Dies ergibt den
Satz IV. Aus (6) folgt?)

(11) L+ if ] A [t F i fumrgr | < 25
die Fille der Gleichheit lassen sich aus (9) und (10) be-
stimmen.
Speziell {ir x =1 wird
lay iy 4+ antifa| <25
Gleichheit gilt hier nach (9) und (10) falls
P Po= P — P1= " =Py Pa_1y L= L ==+ = Ly;

also

e 1___4 iit+ ) sn(l+o) |2
()= L e et

_ 1 (sinn—_z’-—l(f—{—qo)gg)
T T e

Durch Anwendung der Formel (4) erhilt man jetzt

ihﬂﬁhﬂ<&lzp}

”
und allgemeiner

| n
Vo F 70 —rpiye] <2, v <1 = [_]

X

Die Fiille der Gleichheit lassen sich leicht bestimmen.

1) Vgl. aueh v. Egervary und Szisz a. S. 185 a. O. 1.

%) Bei diesem trigonometrischen Polynom ist auch fiir jedes x :
)'2! + I yn—x-41 =9,

13*



192 0. Szisz

"

Es ist leicht zu sehen, daf allgemein fiir 2 o, [7.], 0. >0
=1

das Extremum schon durch reine Kosinuspolynome erreicht wird.
6. Hs sei jetzt
I'ty=a,cost+ b sint + -+ 4 a,cosnt -+ b, sinnt
ein trigonometrisches Polynom #n-t* Ordnung mit dem konstanten
Gliede Null; sein Maximum sei M, sein Minimum — m. Die
positiven Zahlen I, m geben die hichste Steigung bzw. die tiefste

Senkung von 1.
Offenbar ist

‘T(t)‘_f‘_m'_l_*_z_,( 0057’t+£SlnT’t) >0,
m v " '
also nach (11)

| — 10y —}— (U1 — 20| < 2m.

Ebenso folgt aus - JIIT(t) > 0 die Ungleichung
.a/l" - ibl;‘ + ,an—/c+] - ibn—l;+ 1 I < 2 ]ll,
oder
12 . } L = i L“_nz;w:ib»;'fﬂ k=12

Dies gibt den

Satz V. Die hochste Steigung und die tiefste Sen-
kung von T'(f) ist mindestens so grofi wie das arith-
metische Mittel der Amplituden zweier zur Mitte sym-
metrisch gelegener Glieder.

Durch Addition fiir £k =1, ... »n folgt aus (12)

1 N‘ .
3{}}> 2w — il Y.

T Rk=1
7. Es seien n reelle Zahlen gegeben: a,, a,, ..., a,, und
a,, =1, v=1, 2, ..., »n.

Aus (2) folgt
n—k

n . n
- i
LI a fr = TZ—kL ai (ye— y1) = ZL [a L (2 4 1 Ty — Ty 1 20,) |
k= =1

1) Vgl. meine auf a. S. 185 unter 2) zitierte Arbeit.
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und hieraus

n n—k

(13) | ).4 a fr| < L L Uy oot Wy = Uy ok Uy |

Setzt man

uy = e, —alqp,<a, v=20,1, ..., n,
so wird
Uy ok Uy — Uy g Uy == 11()/ Uy ke * 217 sin ((p,,+,; -— rp,,);
es Ist also
" n a—r
n @) Wl | .
L y, ﬂlc < 2 ZJ Z-’ Uy Uy 4k | [ sin ((py—f—h - (pv) |;
k=1 k=1 »=0
und Gleichheit gilt hier nur, wenn fiir ¢ = 1 baw. ¢ = — 1

sgn sin (g — ) = e, v =0, 1, ..., n —1F;

(14) =12, ..., n

Der Ausdruck

n n—k N n—=k

XX Ul — Ukt =225 2 I@thl sin (@, 4 —

k=1 v=0 k=1 »=(

193

»)

bleibt offenbar ungeiindert, wenn die einzelnen ¢, durch ¢, £ =

ersetzt werden; ich kann daher annehmen, dab

<‘P«<;, r=20,1,..., n

ist. Gibt man ferner den w, eine passende Reihenfolge:

Vs Uiy oy Uny 0= |0, | """, '7,Uv|§g’
so wird
o <y < ... <y
Dann ist aber

S (e = ) > 05
also

n n—=k

E Z lul'+k ﬁv_ ﬁr—{-k uvl L E v)-*—k vv ,U-u—{-k ’UVV,

k=1 »=0

k=l r=0
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wobel die v, bis auf die Reihenfolge mit den u, iibereinstimmen?®).
Daher 1st
Max XY tqr ity — Upppe 6, | = Max XY (@yor thy — U,k 42) 8,
Yu,2=1.

Fir die zugehodrigen w, und das reelle Maximum 1 dieser
Hermiteschen Form erhédlt man in bekannter Weise das Glei-
chungssystem

l—i(u1 b)) = Auy, bug e -t —1) — (g
(15) ] 4wy = du,,

v=1,2, - n—1, i(tty 4 ...+ tUy_1) =L,

Zur Auflosung dieses Gleichungssystems subtrahieren wir die
(» 4- 1)-t¢ Gleichung von der »-t*®, dann wird

— iU, ) = Aty —tyq), v=20, ...n—1
oder
GA—=Dutypr=0A+du,, =0, ... n—1.

Hieraus ergibt sich unmittelbar

(16) u, = ;——i: Uy, Uy == (%_—}_;Qnuo, Cel Uy == ()" - 1)"”0.
Aus (16) folgt nun

!uox=|ul;= = ‘N,,‘ B2 e
setzt man ferner
an T = et?, also A = —i —-

so wird aus der ersten Gleichung unter (15)

e DM — 1 also O =n”—_';_1, y=+1, £3, ...,
und aus (17) und (16)
o LA
= . —entiu, v=12 ... n
A = cotg 5 (n-_1) U, = ¢ 0

Entsprechend wird fiir — %, das Minimum — /.

1) Eine ihnliche Uberlegung schon bei G. Pick, {ber die Wurzeln
der charakteristischen Gleichungen von Schwingungsproblemen. Zeitschr. f.
angew. Math. u. Mech. 2, 1922, S. 8353—3857.
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Es ist also nach (13)

195

| ""‘ 7T 1)
(lb) ,k%}l ay ﬂkl<00tg é(n’ ]_- lj H
Gleichheit gilt hier nach (14) nur, wenn
=1 k=1,2,...nm oder ¢y = —1, b=1,2,...n
und | ( )(2
1 | "ﬁ iy ﬁii _
O =ar1 B | =
(19) > )
== J S N —_ | ) + )
14 n+1v);}(n v l)cosa(t_n_(_1)7

also

(19) f, ==& " 2| i (n—» - 1) sin n%}g—t—l’ y=1,2,...n
5

Da man a, = sgn ffx setzen kann, so folgt aus (18)

1.2_-’1 P < cotg 2 (”’ J 1)

auch hier gilt Gleichheit offenbar nur im Falle (19).
Zusammenfassend gilt der

Satz VI Aus 1-5}5 (a, cosvt - B, sinrt)> 0 folgt

(20) 2-"1 p, < cotg 5 (n _1__ 1)

Gleichheit gilt nur im Falle (19").
Dagegen ist, wie ich schon in § 4 bemerkt habe,

2 a,—1i8, <,

r=1

und diese Schranke wird auch erreicht. Durch das in § 4 ange-

wandte Verfahren erhdlt man ferner aus (20)

Yl <1, az[’i}

v=1 k

Gleichheit gilt hier nur fir

1) Fir «, = 1 schon in meiner Arbeit a. S, 188 a. O. 1).
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1 oA (H'/ > |2
— | =X 1 :
() 1+l‘|r=oe | v,
wobei i (?) ein beliebiges nichtnegatives trigonometrisches Polynom
von der Ordnung » — k2 mit dem konstanten Gliede 1 ist.
Wendet man den Satz VI auf das trigonometrische Poly-
nom (I") an, so ergibt sich

n . n-}-1 ki
N y —— » < —_— e — — 7 7 »
1%'1 m—»-+D|sinvp|< 3 COtg2(n 1) n<p<m;
(eichheit gilt nur fir ¢ = n—Ll 1), Da nun
7 2 1) R L nln - 1)
otg 2 (n--1) < - und 1'2:11 sinyp | < 5

ist, so folgt weiter

2 sy | < —_|—

v=1

oder auch

1 o 1 1
= smy — 1T 5.
n—1 v§l 7| 7 2
1) Fiir die Ungleichungen C‘ (m—v~+41Dsinve = Al coty !
s T 200 +1)

n
[ Ysinyg <—~+— vgl. man J. Schur, Bemerkang zur Theorie
T

1
und I
der beschriankten Bilinearformen mit unendlich vielen Verinderlichen. Journal
fur Math. 140, 1911, S. 1—28; insb. S. 22,



