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Elementare Extremalprobleme über nichtnegative 
trigonometrische Polynome. 

Von Otto Szäsz in Frankfurt a. Main. 

Vorgelegt von A. Pringsheim in der Sitzung am 15. Juni 1927. 

1. Die Resultate dieser Arbeit sind vor einer Reihe von Jahren 
entstanden, anschließend an frühere Veröffentlichungen und an eine 
mit Herrn v. Egerväry verfaßte ältere, erst jetzt erscheinende 
Arbeit1). Es werden im Folgenden einige Sätze auf kürzerem Wege 
abgeleitet und einige neue hinzugefügt. Der Ideengang ist eng 
verwandt mit dem in meiner Arbeit2): „Über nichtnegative trigo- 
nometrische Polynome“ befolgten. 

Es handelt sich allgemein darum, im Bereiche der nichtnega- 
tiven trigonometrischen Polynome n-ter Ordnung mit dem kon- 
stanten Gliede 1 

T (t) — 1 -ff a, cos t -\- ß1 sin t -f- . . . + a„ cos nt -f- ßn sin n t 

die extremen Werte gewisser Ausdrücke in den Koeffizienten und 
die zugehörigen T (t) zu bestimmen. Das wesentliche Hilfsmittel ist 
dabei eine von den Herren L. Fejér und F. Riesz herrührende 
Parameterdarstellung der nichtnegativen trigonometrischen Poly- 
nome; darnach ist T (f) in der Form darstellbar 

(1) r (t) = |M0 ff- ut eil -f . . . + M„ eint\2. 

1) Einige Extremalprobleme im Bereiche der trigonometrischen Polynome. 
Math. Zeitschr. 

-) Sitzungsber. d. Akademie München 1917, S. 307—320. 
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Setzt man 

öo = !) ßo = °> «»■ — ißv = Jh, r = 0, 1, . . . n, 
so besagt (1), daß die die Darstellung besitzen : 

n — y. n 

(2) yx = 2 £ «r+z «... 1 = X! [«<•,• 2, x = l, 2, ...M; 
r-0 )- = 0 

hierdurch geht ein Ausdruck in den vr über in eine Funktion 
der Variabein u„, . 

2. Ich gebe zunächst eine neue einfache Bestimmung des 
Maximums von j yt | und der zugehörigen r (t). Nach (2) ist 

n - 1 

}'l 1 ^ j £/ -{-1 Uv , 
r = 0 

setzt man 
Uv = ci'',v, >0, r = 0, 1, . . . n, 

so wird 

I Yi ! ^ ^ (^0 T" *^2 ~k • • • “H •£» — 1 xtl) ; 

Gleichheit gilt nur, falls 

<Pi — 9’o = 9h — 9h = • • • = 9 h — 9;« — 1 • 

Wegen (1) können wir ohne Einschränkung der Allgemein- 
heit rp0 — 0 setzen; schreiben wir cp statt cpl, so wird cp., = 2 cp, . . 

9?« = n cp. 
Wir haben nun das Maximum der quadratischen Form 

n »i 

£ x,. _i æ,, unter der Bedingung £ a;,: == 1 zu bestimmen. In be- 
>■ = 1 v = o 
kannter Weise erhält man für die xr und für das Maximum l das 
Gleichungssystem : 

- i a'0 G - =0 
x0 — l x1 -f- x„ = 0 

Xn — 2 ^ Xn — 1 -j- Xn — 0 

xjt _1 ). xn — 0 

Wegen 2 x,. _i xv <T x'i- \ -j- xist offenbar / <C 2 ; wir können 
a^so l = 2 cos & = ein -\- e~l!y 

setzen. Das Gleichungssystem kann nun so geschrieben werden : 

x,, — ei,7xt = c, ',v> (aq — eiü x0), . . ., 
(,v xn — 2), -1 — e ~ •',9 = ei!> xn ; 

aq — e"’ x0 — e - * *9 

— e"' av-i = e (a;„_i — c 
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hieraus folgt 

xr — e'v xv-1 = x0 e~ = 1,2, 
zy*   n i '0' ryt ■ —   pi t l) rp 
U/fi o '' n — I is wn • 

Hierfür können wir schreiben : 

e~ir0 xr—e l(v 1)',.xv—1 = e 2”",J x0, v — 1, 2 
  p-t 0 /y-   p — in 0 /yi . t/ ° ' ' o j 

aus diesen Gleichungen ergibt sich sofort 

e~ir0 x,. — £c0 (1 -f- + . . . e~'iiril), v — 1,2,. . ., re; 

= — e -■’ <" +2) •> x0. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt (da x0 ^ 0) 

1 + e~2ii’ -(-... + Ç —2 1 » |> = __ e i (2,i -f- 2) it ^ 

dies ist nur eine andere Gestalt der charakteristischen Gleichung 

unseres homogenen Gleichungssystems; hieraus folgt 

71 
l9 = 

also das gesuchte Maximum 
n 4- 

/. = i cos 
n -j- 2 

Ferner ist 

xr = xn c 
. , 1 — e e,(i-4-1)-v _ c-i(*+iti» 

1 — e~2' c‘ ’ p - * >' 

• 0’ + l) » Sin I o 
n 4- 2 

und schließlich 
n 

r (t) = ö U sin (c 4 1 ) e 

wobei 
1
 ÿ ■ H xu 77 n + 

2 
- = sin 2 + 1) —-— = — 
ci v — o il + 2 2 

Eine einfache Rechnung ergibt weiter 

(3) 7(0=1 f ;9 E 
»4-2 ,.-1 

(re — v 4- 1) cos —— — 4- 

■ {y + 1) : 
sin , 

re 4" 2 

sin 
"re 4- 2 

• cos j- {t 4- cp). 
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Zusammenfassend erhalten wir den 
H 

Satz I. Aus T (tf) = 1 -f- £ (av cosW -f ßv sinW)> 0 folgt 
v = l 

V«r+ fl <2 cos 

Gleichheit gilt nur im Falle (3).1) 

3. Zur Bestimmung des Maximums von |j’*| für irgend ein 
y~> 2 seien a>l, . . , cox die y-ten Binheitswurzeln; wegen 

w 

T (0 = 91 £ y„ eixl > ü 
v = n 

ist auch 
2 U .7 I ln 

— 91 £ y y eirt m'„ \> 0, fi = 1,2,... y., co„ — e . 
x v=0 

Und hieraus durch Addition 

~ £ r (t + 2 = 1 + 91 (y, exti + y2j| e
2*“ + . . . 

+ n« e**“) ^ 0; 
hierbei ist 

ly + « <C (1 + 1) « oder A = 

Setzt man y.t — i) so wird 

(4) 1 + 91 £ yr, evi>i > 0 ; 
)■ = ! 

aus Satz I folgt somit 

\yx <2 cos = 2 cos - ~n "• 

["] + 
Hier gilt Gleichheit, falls 

^ ßin i* n. glrlxt+'r) I 8 1 + ,
s/-

,
''“"rF2iï” 1 + * 

*) Vgl. L. Fejér, Über trigonometrische Polynome, Journ. f. Math. 146 
(1915), S. 53—82; insb. S. 79 -80; ferner O. Szâsz, Über harmonische Punk- 
tionen und -P - Formen, Mathem. Zeitschrift 1 (1918), S. 149 162. Vgl. auch 
G. Szegü, Koeffizientenabschätzungen . .., Math. Ann. 96, 1927, S. 601—632; 
insb. S. 621-629. 
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2 + 2 
■ (V + 1) ZI 

Nun ist leicht zu sehen, daß das Polynom sin ——:—— • zr 

die Nullstellen hat ” = 0 

. 2 v +1 
1 >.+ ■> 71 

= 1,2,... 2; 

. 2v+l 
f + T+Y" 

e 

es ist also 

1 + 9? XJ Try. er*“ = 0 für t = 
V= 1 

Oder auch 

= *,, i'=l,2,...2. 

2j T j = 0 für t = tr, V = 1, 2, . . . 2 ; 

da aber z > 0 ist, so folgt hieraus, daß die Glieder der letzten 
Summe einzeln verschwinden; insbesondere ist z (£) = 0 für t— tv. 

Also ist 

(5) sin 
r=0 

0’ + 1) n 
2 + 2 

ßiv (kt-f cp) v(0. 2 = 
n 

y. 

wobei ip (t) ein beliebiges nichtnegatives trigonometrisches Polynom 
(n — y, 2) -ter Ordnung mit dem konstanten Gliede 1 ist. Somit 
gilt der1) 

Satz II. Aus 

(6) 

folgt 

z (t) = 1 + («,, cos v t + ß,. sin v t) ^>0 
V— 1 

(iy — ißy_ 1 + 2 cos 

+ 2 

Gleichheit gilt nur im Falle (5). 
4. In meiner a. S. 185 unter 2 zitierten Arbeit hatte ich 

den Satz bewiesen: aus (6) folgt 
H 
£ |«v + ißv <n, 

v — 1 

*) Vgl. auch v. Eg er vary und Szasz a. S. 185 a. 0. 1. — Szego a. 
fi 

S. 188 a. 0. 1, S. 624 — 626. — Für y. > - und reine Kosinuspolynome zu- 

erst bei Fejér a. S. 188 a. O. 1 ; für beliebige trigonometrische Polynome 
Szâsz a. S. 185 a. 0. 2. — Zu dieser kurzen Herleitung der Sätze II 
und III wurde ich durch eine mündliche Bemerkung des frühverstorbenen 
F. Lukäcs im März 1918 angeregt. Einen anderen Beweis des Satzes II 
hat mir später (im Juni 1919) Herr M. Krafft mitgeteilt. 

Sitzgab. d. math.-naturw. Abt. Jabrg. 1927. 13 
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und Gleichheit gilt nur für 

(F) I(<)=1+2£ l~r cos (v + 1) (t + cp) 

= 1 Isin (t + 9>)^ 

U + 1 \ sin i (t + cp) j 

Wendet man diesen Satz auf das trigonometrische Polynom 
(4) an, so wird 

£ \Yv*\ <h 
V = I 

Gleichheit gilt nur für 

1 + 3Î £ 7r, e'-'M = 1 

z' . A -(- 1 \ 

sin —(* t + cp) \ 

2+1 
2 -- 

sin | (x t + cp) ] 

Wie vorhin schließen wir, daß an den Nullstellen dieses 
trigonometrischen Polynoms auch r (t) verschwindet; daher ist 

(7) r(t) = 
1 

sin 2+ 1 
O t + <p) 

2 + 1 \ sin \(y.t F cp) 'I’ (t), 

wobei ip (t) ein beliebiges nichtnegatives trigonometrisches Polynom 
von der Ordnung n—v.X^y.— 1 mit dem konstanten Gliede 1 
ist. Somit gilt der1) 

Satz III. Aus (6) folgt 
71 

ay_ + ißx I + I ein y -f- iß 2« [ + •■•■< 2 = ; 
y. 

Gleichheit gilt nur im Falle (7). 

Ähnlich läßt sich die Ungleichung2) 

I I . \ fi + 1 für n — 2 /t + 1. 

I y fi {fi + 1) fur n = 2 n, 
verallgemeinern. 

5. Aus (2) folgt 

(8) y y + I y n — H 4-11 + ^ (UQ Xy + x y x y~p\ —}- ■ ■ • + x n — x xtt 

+ Xn   y p 1 XQ + * * ■ + Xn X y _ 1 ) , 

1) Für y. = % schon in meiner a. S. 185 unter 2 zitierten Arbeit. 
2) Vgl. meine Arbeit a. S. 185 a. O. 2. 
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Gleichheit gilt hier nur, falls 

(9) (pu Vo ~ CPr- + l <Pi • • • = rpn (pn _ y, 

fpn — x-j-1 9^0 ’ * * 9^*— 1* 

Aus (8) folgt weiter wegen 2 ah<as-(-i2 

|2*| + |2„_„+1|^2 2^=2; 
)• -o 

hier gilt Gleichheit nur für 

(10) — %y., '1J Æ* _p 1, ■ • ■ .T,, — y Xyi, — y. -p 1, • • • 3.« — 1 — xn. 

Dies ergibt den 

Satz IV. Aus (6) folgt1) 

(11) I «x H" ißr.\ ~h I an-y. 4-1 “h ißyi—x-\- i ^ 2; 

die Fälle der Gleichheit lassen sich aus (9) und (10) be- 
st i in m e n. 

Speziell für y. = 1 wird 

I CX1 “t~ ißi I + an + i ßn I 5v 2 ; 

Gleichheit gilt hier nach (9) und (10) falls 

fp 1 Vo Vs Vl ■ ' ‘ = V» (p n — 1) '*0 :== ■‘,1 ■ ■ ■ 

also 
1 

r(t) = 
n 1 

1 
n + 1 

1 _|_ gHt + 'i) gin(t+q>){‘. 

/sin n-y- (* + cp)\ ) 

x„; 

\ sin I (t + cp) ) 

Durch Anwendung der Formel (4) erhält man jetzt 

I/, + \n* \ < 2, 2= 

und allgemeiner 

\yvx\ + |j'(/.-v+D«| <i 2, v <jx = j^-j. 

Die Fälle der Gleichheit lassen sich leicht bestimmen. 

9 Vgl. auch v. Egerväry und Szdsz a. S. 185 a. O. 1. 
2
) Bei diesem trigonometrischen Polynom ist auch für jedes y. : 

y« | + 1 l'n - x+1 I — 2. 
13 
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n 

Es ist leicht zu sehen, daß allgemein für 2J o,, y,. |, or > 0 
V = 1 

das Extremum schon durch reine Kosinuspolynome erreicht wird. 

6. Es sei jetzt 

T(t) = aj cos t +■ b1 sin t an cos nt -f- b„ sin nt 

ein trigonometrisches Polynom n-ter Ordnung mit dem konstanten 
Gliede Null; sein Maximum sei M, sein Minimum — m. Die 
positiven Zahlen M, m geben die höchste Steigung bzw. die tiefste 
Senkung von T. 

Offenbar ist 

T{t) -p m 
= 1 + s cos v t + — sin vt 1 > 0, 

rn ' 7 m ,, — 1 \ m 

also nach (11) 

j Clk — 1 j -j- I Ö n — + 1 — i b n — /.' + 1 I ^ 2 m. 

M — T (t) 
Ebenso folgt aus  > 0 die Ungleichung 

ßfc — ibi: -j- ci'u — k+i — ibn — k+ 11 < 2 M; 
oder 

(■lo'i 
m
 I \ \ak

 — ^k
 ®n-l'+ 1 — — ;, + i 7 . , 

1 j ilf J - ~2 ’ ’••• 

Dies gibt den 

Satz Y. Die höchste Steigung und die tiefste Sen- 
kung von T {t) ist mindestens so groß wie das arith- 
metische Mittel der Amplituden zweier zur Mitte sym- 
metrisch gelegener Glieder. 

Durch Addition für Je = 1, ... n folgt aus (12) 

7. Es seien n reelle Zahlen gegeben: a„, .... a„, und 

a,.| = 1, v = 1, 2, . . ., n. 

Aus (2) folgt 
n . n H n — k 

L akßk = — H ak (yk — yu) = / L [ak Li (u,.+k ü,. — ?7H k «,)j 
k = I & k= I A = 1 r = 0 

1) Vgl. meine auf a. S. 185 unter 2) zitierte Arbeit. 
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und hieraus 

n n n — k 

(13) I XJ ak ßk < XJ XJ «,-+k Üy — Uy+k Hy 
h = 1 k = 1 v = 0 

Setzt man 

uv = Uy I c1 t,v, —<r/v<.T, v = 0, 1, . . n, 

so wird 

Uy + k Uy lly-^-k Uy | Uy Uy ^J_/( 2 X Sin (jP y -j- /; v) 1 

es ist also 

n u n — k 

I XJ ak ßk < 2 XJ XJ \UV ur + k ] j sin {çpv+k — 9?v) |, 
ft = 1 /I = 1 V = 1) 

und Gleichheit gilt hier nur, wenn für 6 = 1 bzw. e = — 1 

(14) 
sgn sin (cpv+k — rpv) = eak, v = 0, 1, . . n — lc; 

k= 1, 2, • ■ - , n. 

Der Ausdruck 

» n — k n n — k 

XJ Xi Uy + kÜr — Üy + kUy\ = 2 Xj Xj | Uy Uy + k j sill (fpy + k — <pv) 
lc= I r = 0 /'= 1 v = ll 

bleibt offenbar ungeändert, wenn die einzelnen <pv durch rpv ± n 

ersetzt werden; ich kann daher annehmen, dah 

- 77 < <Pr< 2 . v = 0, 1, • • - , n 

ist. Gibt man ferner den u,. eine passende Reihenfolge: 

I I ii/; I I / 
• • • 5 î Vr ‘ I I ^ ? I I 7^ ? 

so wird 

V’O < V’l :< • • • < W 

Dann ist aber 

sin (i/iv + ,t — '/v) > 0; 

>■ » II — 6 

XJ XJ J Uy-j-k Uy ity^k Uiy i — XJ XJ rJ,._!_/( n,. , 
1 = 1 v=0 6=1 V = 0 

also 
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wobei die vy bis auf die Reihenfolge mit den u, übereinstimmen1)- 
Daher ist 

Max V v \ur+k H y — Uy+k u, I = Max v V (w,, + fc u„ — u,)i, 

V, I M„ I 2 = 1. 

Für die zugehörigen ut. und das reelle Maximum X dieser 
Hermiteschen Form erhält man in bekannter Weise das Glei- 
chungssystem 

(15) 
— * («! HI f «») = x u0, i (u0 -1 f- Uy - 1 ) — i (Uy+1 -|- 

H   + Mn) = Xlly, 

V = 1, 2, • • • n — 1, i (u0 -f u„-\) = XuH.. 

Zur Auflösung dieses Gleichungssystems subtrahieren wir die 
(v + l)-to Gleichung von der r-ton, dann wird 

— i (Uy -f- Uy+ l) — X (Uy   Uy+ ]) , V — 0, ... fl   1 
oder 

(X —■ i) Uy + ! = (A -f- i) U,., v = 0, . . . n — 1. 

Hieraus ergibt sich unmittelbar 

(16) 
_ x + i 

1 ■) ■ «0. 
/.   l 

Un = 

Aus (16) folgt nun 

Un 

setzt man ferner 

1 

(17) Lrj 
X — i 

eiü. also X = 
1 4- eiü 

so wird aus der ersten Gleichung unter (15) 

e(n + l)Di = _ l also & =: JLJL V — ± 1, ± 3, . . 
n 4~ 1 

und aus (17) und (16) 
71V 

X = cotg Q-. n. , - et,l + 1 v = 1. 2, . . . «• 
“ W T 1) 

Entsprechend wird für — uv das Minimum — X. 

1) Eine ähnliche Überlegung schon bei G. Pick, Über die Wurzeln 
der charakteristischen Gleichungen von Schwingungsproblemen. Zeitschr. f. 
angew. Math. u. Mech. 2, 1922, S. 353—357. 
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Es ist also nach (13) 

(IS) 

n ^ 1) 

I L] fl* ßk I < cotg 1} ; 

Gleichheit gilt hier nach (14) nur, wenn 

a* = 1, 7c = 1, 2, . . . w, oder ak = — 1, 7c = 1,2,... » 

und 
1 = (0 = 

(19) 

also 

w -)- 1 

= 14-- 
n 4-1 v = 

(n — v -f-1) cos v 11 ± 

(
19

') ßr = ± -qry (» - * + !)
sin
 > ” = *■ 

2
, ■ ■ • » 

Da man a* = sgn ßk setzen kann, so folgt aus (18) 

£'
ft

'-'»
lg

2T^TT)
; 

auch hier gilt Gleichheit offenbar nur im Falle (19). 

Zusammenfassend gilt der 

Satz YI. Aus 1 -p (a,. cos v t -)- ßv sin v t) )> 0 folgt 
V = 1 

(20) „I, ß- <mtS2(^ÇTy 

Gleichheit gilt nur im Falle (19')- 

Dagegen ist, wie ich schon in § 4 bemerkt habe, 
n 

S a„ — ißr ; < n, 

und diese Schranke wird auch erreicht. Durch das in § 4 a 
wandte Verfahren erhält man ferner aus (20) 

!. r - 

£ i ßvk I < 7-, A = -,; ; v =i - L 

Gleichheit gilt hier nur für 

ff Für ak — 1 schon in meiner Arbeit a. S. 188 a. O. 1). 
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r (<) = 
1 

V = 0 

wobei y> (t) ein beliebiges nichtnegatives trigonometrisches Polynom 
von der Ordnung n — hl mit dem konstanten Gliede 1 ist. 

Wendet man den Satz VI auf das trigonometrische Poly- 
nom (F) an, so ergibt sich 

(» — v -f- 1) I sin v (p I ^ —-— cotg 
••=1 2 2(»+l )’ 

: <V <p < 71 ; 

Gleichheit gilt nur für <p = ± —x). Da nun 
° n-\-l 

n 2 («-f-1) , ^ . ,^n(n+l) 
COtS2(n + l)< Und hV SmV(p' - 2 

ist, so folgt weiter 

oder auch 

£ sin v w I <1 
V = 1 TI 

■« -)-1 n 

1 f : . I . 1 1 

n 
x) Für die Ungleichungen V (« — v + 1) sin v <p 

V = ] 

«±1 
2 cotg 

71 
2(n+ 1) 

und —:— V sin v w <7 (- - vgl. man J. Schur, Bemerkung zur Theorie 
n-\-1 “ si 2 

der beschränkten BUinearformen mit unendlich vielen Veränderlichen. Journal 

für Math. 140, 1911, S. 1—28; insb. S. 22. 


