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Uber besondere réumliche Geradenanordnungen derart,
dass durch jeden Schnittpunkt gleichviele Gerade
hindurchgehen.

Von H. Graf und R, Sauer!).
Mit 18 Figuren.

Vorgelegt von 8. Iinsterwalder in der Sitzung am 6. Marz 1926,

Einleitung.

In einer Iritheren Arbeit®) haben wir die allgemeinste An-
ordnung gerader Linien in der Ebene untersucht derart, dak immer
drei Gerade sich in einem Punkt schneiden. KEs ergab sich, da8
alle Geraden Tangenten einer ebenen Kurve 3. Klasse sind, und
umgekehrt, dafi die Tangenten jeder beliebigen ebenen Kurve
5. Klasse so angeordnet werden konnen, daB sie zu je dreien
durch cinen Punkt gehen und dadurch ein Dreiecksnetz erzeugen,
bei dem umn jeden Knotenpunkt sechs Dreiecke herumliegen.

Ks liegt nahe, das Problem auf den Raum zu iibertragen.
Nach einer Richtung hin ist dies auf Grund der Analogie zwischen
den ebenen Kurven 3. Klasse und den Developpablen 4. Klasse
1. Spezies bereits geschehen durch die Untersuchung der allge-
meinsten Anordnung von KEbenen, die zu je vieren sich in einem
Punkte sehmeiden und dadurch eine Rauwmeinteilung in Tetraeder
und in Oktaeder mit windschiefen Gegenkanten herbeifiihren?).

Nicht minder bemerkenswert ist eine andere riumliche und
zwar liniengeometrische Verallgemeinerung der von Geraden er-

1} An der Arheit haben heide Verfasser zu gleichen Teilen mitgewirki.

2y H. Grafund R. Sauer, Uber dreifache Geradensysteme usw., Sitzungsber.
der bayer. Akad. der Wiss., math.-nat. Abtg., 1924, p. 119,

3 R.Saner, Die Baumeinteilungen, welehe durch Kbenen erzeugt werden,
von denen je vier sich in einem Punkte schneiden, Sitzungsher. der bayer. ’
Alad. der Wiss, math.nat. Abtg,, 1925, p. 41 1
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zeugten ebenen Dreiecksnetze, wie sie in folgender Frage zum
Ausdruck kommt:

Wie konnen im Raume gerade Linien so ange-
ordnet werden, da immer gleichviele sich in einem
Punkte schneiden?

Bei den ebenen Dreiecksnetzen existiert ein reguliirer Grund-
typus, niimlich das Netz kongruenter gleichseitiger Dreiecke. Die
von den Netzgeraden umhiillte Kurve 3. Klasse zerfillt in diesem
Falle in drei Punkte aut der unendlich fernen Geraden. In ihn-
licher Wetse bietet sich fiir die liniengeometrische Verallgemei-
nerung ein reguliires Beispiel:

Betrachten wir die Einteilung des Raumes in kon-
gruente Wiirfel! Die Gesamtheit der Wiirfelkanten bildet eine
Geradenanordnung, bei der dureh jeden Knotenpunkt drei Gerade
hindurchgehen, ferner ergibt die Gesamtheit der Raumdiagonalen,
d. h. der Diagonalen durch die Wiirfelgegenecken ecine Geraden-
anordnung mit je vier sich schneidenden Geraden, und schlieilich
bekommt man noch eine Anordnung mit je sieben sich schnei-
denden Geraden, wenn man die Wiirfelkanten und ihre Parallelen
durch die Wiirfelmittelpunkte gleichzeitig mit den Wiirfeldiago-
nalen ins Auge fafit.

In der vorliegenden Abhandlung sollen nun die allgemeinsten
Geradenanordnungen oder ,Gestinge*, wie wir der Kiirze halber
sagen wollen, untersucht werden, welche aus den eben erwiihnten
reguliiren Sonderfillen durch einen gewissen Deformationsprozels
entstehen, den wir als ,Zerschrinkung® bezeichnen; die Ge-
raden des Systems bleiben geradlinig und die Zusammenhangs-
verhiltnisse in den Knotenpunkten dndern sich nicht, dagegen
werden die in den reguliren Fillen parallelen Geraden ,zer-
schrinkt“, d. h. bhn allgemeinen zueinander windschief,

Es sind also der Reihe nach folgende drei Probleme zu erértern:
a) Wie kann die Gesamtheit der Kanten

eines reguliren Wiirfelgefiiges in all-
gemeinster Weisezerschrinkt werden,
so daB lediglich die Wiirfelkanten ge-
radlinig bleiben, die Raumdiagonalen
der Wiirfel dagegen krummlinig
werden?

Figur 1a,
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h) Wie kann die Gesamtheit der Diago-
nalen eines reguliren Wiirfelgefiiges
in allgemeinster Weise zerschrinkt /.
werden, so daf lediglich die Raum-
diagonalen der Wiirfel geradlinig
bleiben, die Wiirfelkanten dagegen
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3 ; Figur 1b,
krummlinig werden? -

¢) Wie kann die Gesamtheit der Kanten
und Raumdiagonalen eines reguldren /
Wiirfelgefiiges inallgemeinster Weise ‘\'
zerschrinkt werden, so dafz sowohl | p—— |
die Wiirfelkanten und ihre Parallelen i
durch die Wiirfelmitten als auch die =

. g c . ‘ Figur lec.
Wiirfeldiagonalengeradlinigbleiben? S

In Figur ta, 1b und tc¢ sind die zerschrinkten ,Wiirfel®
mit ithren Kanten und Diagonalen in schematischer Weise ange-
deutet. Die geraden Linien sind ausgezogen, die krummen Kurven
gestrichelt.

Die Antwort der Frage a) ergibt Strahlenanordnungen, bei
denen von jedem Knotenpunkt drei Gerade ausgehen. Anstelle
der drei Parallelstrahlenbiindel des reguliren Ialles oder, pro-
jektiv verallgemeinert, anstelle dreier beliechiger Strahlenbiindel
treten nach der Zerschrinkung drei Strahlenkongruenzen. Im
reguliiren Falle liegen die Wiirfelseitenebenen in drei Parallel-
ebenenbiischeln. Diese werden durch die Zerschriinkung in drei
Systeme von Regelflichen 2. Grades deformiert, welche die Wiirfel-
kanten zu Erzeugenden haben.

Die Frage b) fiihrt auf Strahlenanordnungen mit je vier sich
in einem Knotenpunkt schneidenden Geraden. Die vier Parallel-
strahlenbiindel des reguliiren Falles oder, in projektiver Ausdrucks-
weise, die vier Strahlenbiindel, deren Mittelpunkte in einer Ebene
liegen, werden zu vier Strahlenkongruenzen zerschriinkt. Im regu-
liren Falle enthalten die Diagonalebenen durch je zwei Wiirfel-
gegenkanten je zwel Parallelstrahlenbiischel von Wiirfeldiagonalen
und je ein Parallelstrahlenbiischel von Wiirfelkanten und Parallelen
zu den Kanten durch die Wiirfelmittelpunkte. Diese drei Parallel-
strahlenbiischel bilden ein Dreiecksnetz. Die Gesamtheit der Wiirfel-
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diagonalebenen besteht aus sechs Parallelebenenbiischeln, ent-
sprechend den sechs Paaren von Wiirfelgegenkanten, DBei der
Zerschrinkung werden die Wiirfelkanten krummlinig und daher
treten anstelle der sechs Parallelbiischel der Witrfeldiagonalebenen
sechs Systeme von Regelflichen 2. Grades, welche die Wiirfel-
diagonalen zu KErzeugenden haben.

Durch die Beantwortung der Frage ¢) gelangt man zu An-
ordnungen, bei denen je sieben Gerade durch einen Knotenpunkt
gelien. Im reguliren Falle bilden die Geraden sieben Parallel-
strahlenbiindel, in projektiver Verallgemeinerung sieben Strahlen-
hiindel, deren Mittelpunkte die Xcken eines vollstindigen ebenen
Vierseits bilden. DaBi auch dieser Fall, wie sich 1mm Verlaufe
unserer Untersuchungen zeigen wird, noch eine gewisse Zerschriin-
kung zulift, ist eine besonders merkwiirdige Tatsache. Da
diesem dritten Falle die Kanten und zugleich die Diagonalen der
Wiirfel bei der Zerschrinkung als gerade Linien erhalten werden,
so iiissen die sechs Systeme der Diagonalebenen eben Dbleihen:
die in den Diagonalebenen liegenden Kanten und ihre Parallelen
durch die Wiirfelmittelpunkte bilden auch noch nach der Zer-
schrinkung zusammen mit den Diagonalen der Wiirfel ebene Drei-
ecksnetze. Die drel Parallelbiischel der Wiirfelseitenchenen des
reguliren Falles werden in drei Systeme von Regelfliichen 2. Grades
zerschriinkt mit den Wiirfelkanten als Erzeugenden.

Ausdriicklich sei noch darauf hingewiesen, da es sowoh! in
dem zweiten als auch in dem dritten Falle zuniichst zwei Arten
von Knotenpunkten zu geben scheint, niimlich die Wiirfelecken
und die Wiirfelmitten. Tatsiichlich sind jedoch alle Knotenpunkte
gleichberechtigt, denn man hiitte zu den niwmlichen Geraden-
anordnungen gelangen kdnnen durch Wiirfelgefiige, bei denen die
Ecken und Mitten der urspriinglichen Wiirfel ihre Hollen ver-
tauscht haben.

Nun wollen wir uns einen Uberblick verschaftten iiber die simt-
lichen Gestéinge, welche aus einem reguliiren oder halbreguliiren
Grundtypus durch Zerschriinkung abgeleitet werden konnen. Wir
hezeichnen dabei als reguliir oder halbreguliir solche Geraden-
anordnungen, bei denen alle Knotenpunkte gleichberechtigt sind
und simtliche irgend eimem Knotenpunkt bhenachbarte Kunoten-
punkte die Kcken ecines reguliiren oder halbreguliiven Korpers
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bilden. Die zu besprechenden Gestéinge treten sonach in Zusammen-
hang mit der Einteilung des Raumes in kongruente Wiirfel und
der Kinteilung des Raumes in kongruente Rhombendodekaeder,
weil diese Raumeinteilungen die einzig moglichen Raumausfiil-
lungen durch kongruente reguliive oder halbregulire Korper dar-
stellen.

Betrachten wir zunichst diec Raumausfullungen durch
kongruente Wiirfel:

Wenn wir die Mittelpunkte der parallelen Gegenseitenflichen
verbinden, so erhalten wir den reguliren Typus der Gestinge
mit je drei sich schneidenden Geraden, von denen in
Frage a) die Rede war. Sdmtliche (Gerade sind miteinander gleich-
herechtigt. Die sechs einem Knotenpunkte benachbarten Kuoten-
punkte sind gleichweit entfernt und hilden die Ecken eines regu-
liren Oktaeders.

Verbinden wir die Gegenecken der Wiirfel, so entsteht der
reguliire I'ypus der in Frage b) erwithnten Gestinge mit je
vier sich schneidenden Geraden. Siamtliche Gerade sind
gleichberechtigt.

Nun wenden wir uns zu den Raumausfiillungen durch
kongruente Rhombendodekaeder:

Die sieben Systeme der Hauptdiagonalen gehen den Grund-
typus der in Frage ¢) angegebenen Gestiinge mit je sieben
sich schneidenden Geraden. Das Gestinge ist nur halb-
reguliir,  Die sieben von einem Knotenpunkt ausgehenden Ge-
raden sind nicht alle uleichberechtigt. Drei Gerade verbinden
diejenigen Dodekaederecken, an denen je vier Rhomben zusammen-
treffen, und entsprechen bei den in Frage c¢) beschriebenen Wiirfel-
cefligen den Kanten und Kantenparallelen. Die iibrigen vier Ge-
raden gehen durch die Dodekaederecken, welche je drei Rhomben
vemeimsam sind, und bilden Dbel den in Irage ¢) angégebenen
Wiirfelgefiigen die Raumdiagonalen.

Als letzter moglicher halbreguliirer Typus bietet sich schliels-
lich noch das Giestinge mit je sechs sich schneidenden
Geraden, welches dadureh entsteht, dali man die Mittelpunkte
der gegenitherliegenden Seitenfliichen des Rhombendodekaeders mit-
einander verbindet. Die simtlichen Geraden sind gleichberechtigt.
Alle einem Knotenpunkte benachbarten Knotenpunkte sind gleich-
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weit entfernt und bilden die Kckpunkte eines zwdilfeckigen halb-
reguldren Vierzehnflachs. Dieses wird begrenzt von sechs Qua-
draten und acht gleichseitigen Dreiecken. Alle zwdlf Korper-
ecken sind gleichberechtigt.

In der vorliegenden Abhandlung werden die Zerschriin-
kungen siimtlicher mdglichen reguliren und halbregu-
liren Gestinge, wie wir sie soeben aufgezithlt haben, unter-
sucht. Die reguliren Gestinge mit je drei und je vier sich
schneidenden Geraden sind im Anschlufi an Frage a) und b) in
den §§ 1 bis 4 behandelt. Als Ausartungen ergeben sich in § 5
die halbreguliren Gestiinge mit je sechs sich schneidenden Ge-
raden. SchlieBlich werden in § 6 die halbreguliiren Gestiinge mit
je sieben sich schneidenden Geraden besprochen. Die Gestinge
mit je fiinf sich schneidenden Geraden besitzen, wie aus den
vorangehenden Uberlegungen folgt, keinen reguliiren oder halb-
reguliiren Grundtypus. Die Untersuchung dieser Gestiinge gehort
daher nicht zum Thema der Abhandlung. Beiliufig sollen jedoch
auch itber Gestinge mit je fiinf sich schneidenden Geraden die
wesentlichen Tatsachen mitgeteilt werden.

§ 1.
Die Geradenanordnungen mit je drei sich schneidenden Geraden.

Wir wenden uns zuniichst zu den Geradenanordnungen mit
je drei sich schneidenden Geraden, welche aus einem reguliren
Wiirfelgefiige durch eine Zerschriinkung abgeleitet werden kénnen,
bei der lediglich die Kanten geradlinig bleiben. Die drei Systeme
der Wiirfelseitenflichen bestehen, wie schon in der Einleitung
erwithnt wurde, aus Regelflichen 2. Grades mit je zwel Systemen
von Wiirfelkanten als Erzeugenden. Alle Regelflichen eines Sy-
stems, also alle Regelflichen, denen im reguliiren Falle parallele
Ebenen entsprechen, werden durch das dritte System der Wiirfel-
kanten, niimlich durch diejenigen Geraden, welche nicht als Er-
zeugende in dem System der Regelflichen enthalten sind, punkt-
weise aufeinander bezogen. Dabei entsprechen sich die Erzeu-



Uber besondere rinmliche Geradenanordnungen etc. 141

genden der verschiedenen Flichen gegenseitig und das Doppel-
verhiiltnis von vier Punkten einer Erzeugenden bleibt erhalten.
Die Zuordnung der Regelfliichen ist demnach eine projektive.
Damit ist aber die Natur des Strahlensystems, dem die die Pro-
jektivitit vermittelnden Wiirfelkanten entnommen sind, geklirt:
Es handelt sich um ein Strahlensystem 6. Ordnung 2. Klasse
zweiter Art ohne singuliire Linien; denn die Verbindungsgeraden
entsprechender Punkte auf zwei kollinearen Flichen 2. Grades
hilden stets ein Strahlensystem (6,2), wie wir in Ubereinstimmung
mit der von Sturm verwendeten Bezeichnungsweise die Kongru-
enzen 6. Ordnung 2. Klasse zweiter Art ohne singulire Linien
nennen wollen?).

Jedes der drei Kantensysteme gehort sonach zu einem Strahlen-
system (6,2). Wie aus der Theorie der Strahlenkongruenzen be-
kannt ist!), sind in jeder Strahlenkongruenz (6,2) zwei Systeme
von [egelscharen 2. Grades enthalten. Dies sind gerade die-
jenigen Regelscharen, welche in dem zerschritnkten Wiirfelgefiige
als Regelscharen in den Seitenflichen auftreten. Jede Regelschar
aus einem der drel Kantensysteme bildet die zugehérige Leitschar
zu einer Regelschar aus einem der beiden anderen Kantensysteme.
Die drei Strahlenkongruenzen (6,2), denen die Kanten des Wiirfel-
gefiiges entnommen sind, stellen demnach drei konfokale Kon-
gruenzen dar!). Sie besitzen die niimliche Brennfliche 12. Ord-
nung 4. Klasse mit 12 Berithrungskegelschnitten. Die Gesamtheit
der Doppeltangenten dieser Brennfliiche zerfillt in die drei Kon-
gruenzen (6,2) sowie in eine Restkongrnenz 10. Ordnung.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 1a: Jede Geradenanordnung mit je drei sich schnei-
denden Geraden, welche durch eine Zerschriinkung
einesreguliren Wiirfelgefiiges entsteht, sodafi ledig-
lich die Kaunten geradlinig bleiben, ist herausgegrit-
fen aus drei konfokalen Strahlensystemen 6. Ordnung
2. Klasse zweiter Art ohne singuldre Linien. Die
drei Systeme der Wiirfelseitenflichen sind Regel-

1) R. Sturm, Liniengeometrie IL Teil, 1893, p. 285 {I.; ferner: Th. Reye,
Geometrie der Lage II1. Teil, 1892, p. 45 f. Die Bezeichnung Kongruenz
,zwelter Art* bezieht sich auf die von Sturm gewiiblte Ausdrucksweise.
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flichen 2. Grades. Die Regelscharen dieser Flichen
sind den 5> 2Systemen von Regelscharen entnom-
men, welche in den dreir konfokalen Nongruenzen
enthalten sind.

Dak in der Tat stets aus drei konfokalen Kongruenzen (6,2)
in diskreter Aufeinanderfolge Strahlen so herausgegrifien werden
kinuen, dat sie die Kanten eines zerschriinkten Wiirfelgetiiges
bilden, da also die gesuchten Geradenanordnungen wirklich exi-
stieren, Hegt auf der Hand und ist im wesentlichen schon in den
Untersuchungen von Reye (vgl. fulinote 1 der vorigen Seite) ent-
halten. Die zu drei vorgegebenen Kongruenzen (6,2) gehirenden
zerschriinkten Wiirfelgefiige mit geradlinigen Kanten ergeben sich
niimlich unmittelbar dadurch, dall man aus den drei Systemen
von Regelfliichen 2. Grades, die in den gegebenen Kongruenzen
enthalten sind. drei beliebige Folgen von Regelflichen heraus-
greift und damit den Raum zerteilt. Die Elemente dieser Raum-
einteilungen sind dabei stets zerschriinkte ,Wiirfel= und die
Kanten bilden eine Geradenanordnung von der verlangten Be-
schaffenheit. So kinnen wir den Satz 1a) noch ergiinzen:

Satz 1h: Aus drei konfokalen Strahlensystemen(6,2) knnen
stets Geradenanordnungen herausgegriffen werden,
welche die Kanten eines zerschriinkten Wiirfelge-
figes bilden. Diese Eigenschaftt ist fiir die Strahlen-
systeme (6,2) charakteristisch: denn die geradlinigen
Kanten eines jeden beliebigen zerschriinkten Wiirfel-
gefiiges sind stets drei konfokalen Kongruenzen (6,2)
entnommen.

Oder mit anderen Worten:

Die Gesamtheit der Wiirfelgefiige mit gerad-
linigen Kanten ist identisch mit der Gesamtheit der
Raumeinteilungen, welche durch die drei Systeme
von Regelflichen 2. Grades vermittelt werden, die
zu irgend 3 konfokalen Kongruenzen (6,2) gehoren.
DieWiirfelgefiige mit geradlinigen Kantenerscheinen
sonach als die naturgemiife und einfachste Anord-
nung der Strahlen aus drei konfokalen Kongru-
enzen (6,2).
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Wir fragen jetzt: Wie viele Geradenanordnungen der
verlangten Art kdnnen aus drei vorgegebenen Kongru-
enzen (6,2) mit gemeinsamer Brennfliiche herausgegriffen
werden? Aus jedem der drei zu den Kongruenzen gehirigen
Systeme von H,eg.e]ﬁiichen 2. Grades kinnen nach einer willkiir-
lichen Vorschrift in diskreter Aufeinanderfolge Flichen heraus-
cenommen werden.  Diese drei Gruppen von Flichen bilden dann
stets ein zerschriinktes Wiirfelgefiige mit geradlinigen Kanten.
Je nachdem man aus den drei Systemen eine endliche oder un-
endliche Anzahl von Regeltlichen auswiihlt, ergeben sich Geraden-
anordnungen der verlangten Art mit endlich vielen oder unend-
lich vielen geraden Linien.

Bemerkt sei noch, da von jedem Punkte 3 > 6 Gerade der
drei Nongruenzen ausgehen, withrend die zerschriinkten Wiirfel-
vefiige nur je 3> 1 Gerade in den Knotenpunkten ergeben. Da
man also hei jeder der drei Kongruenzen sechs Moglichkeiten der
Auswahl hat, so gibt es zu den vorgegebenen Kongruenzen ins-
gesamt 6> 6> 6 = 216 verschiedene Arten von zerschriinkten
Wiirfelgeftigen, abgesehen noch von den dret willkiirlichen Funk-
tionen, welche die Aufeinanderfolge der Seitenfliichen des Wiirfel-
vefiiges regeln,

Dati die Aufeinanderfolge der Wiirfelseitenflichen villig will-
kitrlich bletht, unterscheidet unser Problem wesentlich von dem
i der Einleitung erwiihnten Problem der ebenen Dreiecksnetze.
Jei diesen verliaft die Konstruktion nach wenigen Schritten zwangs-
liutig, wihrend bei unseren riumlichen Geradengefiigen auch bei
beliebiger Fortsetzung immer noch eine dreifache Willkiir be-
stehien bleibt,

Dies hat insbesondere zur Folge, daf3 auch die Unterteilung
der zerschrinkten Wiirfelgefiige mit geradlinigen Kanten
cine dreifache Willkiirlichkeit in sich schlieit, welche bel jedem
weiteren sukzessiven Schritte der Unterteilung von neuem zur
Geltung kommt.  Demzufolge sind die Systeme von Kurven, zu
denen sich beil infinitesimaler Unterteilung die Raumdiagonalen
and die Seitenflichendiagonalen der zerschriinkten Wiirfel zu-
summensetzen, von willkiirlichen Funktionen abhiingig. Die niim-
liche Abhiingigkeit besteht auch fiir die Diagonalflichen durch
die Wiirfelgegenkanten.  lrst wenn man iiber die bei der Unter-
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teilung eintretenden Willkiirlichkeiten irgendwie bestimmt verfiigt
hat, bekommen die Diagonalkurven und Diagonalflichen einen
wohldefinierten Sinn.

Zu jeder der drei konfokalen Nongruenzen gehdren je vier
Ebenen, welche fiir diese Kongruenz vom vierten Grade und fiir die
beiden anderen Kongruenzen vom zweiten Grade singulir sind?).
Je vier dieser Ebenen sind gemeinsame Tangentialebenen an alle
Fliichen aus zwel von den drei Systemen von Regelfliichen 2. Grades
und kionnen als ausgeartete, d. h. zu Ebenen zusammengeklappte
Regelflichen aus dem dritten System betrachtet werden. Ob diese
zu Ebenen zusammengeklappten Regelfliichen 2. Grades, deren
Frzeugende den Beriithrungskegelschnitt der betreffenden singu-
livren Ebene mit der Brennfliiche umhiillen, unter der diskreten
Folge der Wiirfelseitenflichen enthalten sind, bleibt unserer Will-
kiir {iberlassen. Wenn man will, kann man aber die 12 singu-
liren Ebenen in die diskrete Folge von Regelflichen 2. Grades
aufnehmen. Die singuliiren KEbenen bilden dann die Seitenebenen
von zwei zerschriinkten ,Wiirfeln“, welche sich vor den iihrigen
zerschriinkten ,Wiirfeln® dadurch auszeichnen, dai die Seiten-
flichen Ebenen sind. Dabei wird lediglich anschaulich gemacht,
dafi die Ebenen fiir zwei Kongruenzen vom 2. Grade singuliir sind,
withrend der Umstaud, dali sie fiir die dritte Kongruenz vom
4. Grade singuldr sind, nicht in Erscheinung tritt.

Nachdem wir die Mannigfaltigkeit und die grundlegenden
Eigenschaften der zerschriinkten Wiirfelgefiige mit geradlinigen
Kanten klargestellt haben, deuten wir im Aunschlusse daran eine
lineare Erzeugungsweise an, durch die jedes beliebige Ge-
radengestiinge der verlangten Art, also auch jede Kongruenz (6,2)
samt den beiden konfokalen Kongruenzen (6,2), in einfacher Weise
hergestellt werden kann:

Drei Gerade ¢,.¢,. 9, und drei sie schneidende Gerade /i, h,, /g,
ferner drei Gerade gi, g3, g3 und drei sie schneidende Gerade Ay, L), g
sind beliebig im Raume angenommen (Figur 2). Durch die Ge-
raden g;, /; ist eine Regelfliiche 2. Grades @ Destimmt, ebenso
durch die Geraden g;, A; eine Regelfliiche 2. Grades ¢@'. @ und &
werden projektiv aufeinander bezogen in der Weise, daly die Kr-

1) R. Sturm, Liniengeometrie 1I. Teil, 1893, p. 285 fI,
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zeugenden ¢,, g,, g5, 1y, Py, hy den Erzeugenden gi, g3, g3, ki, ha, ks
entsprechen. Die Punkte 1, 2,3 ... auf @ in der Figur 2 sind dann
homolog zu den Punkten 1,2, 3"... Auf %, und g, sollen zwei ganz
willkiirliche Reihen von Punkten
angenommen und durch diesePunkte
die mit g, bzw. mit /, gleichartigen
Erzeugenden von® gezogen worden.
Auf diese Weise entsteht auf der
Fliiche @ ein Netz von windschiefen
Vierseiten. Auf Grund des kolli-
nearen Zusammenhangs ist diesem
Netz auf @ ein projektives Viere
seitnetz zugeordnet. Die entspre-
chenden Knotenpunkte der Netze
auf @ und @' werden sodann dureh
gerade Linien verbunden. Auf irgend einer Verbindungsgeraden,
beispielsweise auf 11‘, wollen wir nun wiederum eine ganz
beliebige Reihe diskreter Punkte festlegen. Von irgend einem
Punkte P, dieser Reihe aus ziehen wir die Gerade P, P,, welche
22° in P, trifft, ebenso dann die Gerade P, P;, welche 44‘ in
P, trifft, und schlieBlich noch die Gerade P, P,, welche 66’
in Py otrifft. Wir erkennen, dali dann stets die Gerade P, P,
von 88' in einem Punkte I, getroffen wird, und daf sich die
drei Geraden Py Py, P, P, und 99’ in einem gemeinsamen Punkte P,
schneiden. Diese Tatsachen sind eine unmittelbare Folge der
Kigenschaften der Kongruenzen (6,2), wie sie in den Sitzen 1a)
und 1b) zum Ausdruck gebracht werden.

Durch unsere Konstruktionen sind nunmehr insgesamt neun
Regelflichen bestimmt und zwar jede derselben durch drei Er-
zeugende der einen und drei Erzeugende der anderen Art. Durch
die neun Regelflichen haben wir bereits ein Gefiige von acht
um £y herumliegenden zerschriinkten Wiirfeln vor uns. Durch
jede Wiirfelecke gehen drei geradlinige Kauten. Die drei Paare
von Wiirfelgegenseitenflichen sind in der Konfiguration durchaus
gleichberechtigt.

Kbenso wie zu P, gehirt zu jedem anderen Punkte der auf
11" angenommenen Reihe ein windschiefer geschlossener Vierseit-
sug und eine wohldefinierte Regelfliiche 2. Grades. Alle diese

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahvg, 1924 10

Figur 2.
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Regelflichen @ zusammen mit den urspriinglichen I'lichen @

und @' sind projektiv aufeinander bezogen durch das niimliche

Strahlensystem 11°, 22/, 33‘. .. Zieht man also in jeder Fliche @

das von Erzeugenden gebildete Netz windschiefer Vierseite, welches

den urspriinglich festgesetzten Netzen in @ und @' kollinear ent-
spricht, so 1st damit in der Tat das denkbar allgemeinste zer-
schriinkte Wiirfelgefiige mit geradlinigen Kanten erzeugt.

Wir fiigen dieses Ergebnis als weiteren Satz an:

Satz 2: Jedes heliebige zerschrinkte Wiirfelgefiige mit
geradlinigen Kanten lifit sich schrittweise durch
lineare KNonstruktionen erzeugen. Ausgegangen wird
dabet von zweil willkiirlichen Regelflichen 2. Grades
mit je drei Erzeugenden der einen und je drei Er-
zeugenden der anderen Art. AufBierdem kann noch
auf jeder der drei von einem beliebig zu wiithlenden
Knotenpunkt ausgehenden Geraden die Reihe der
Knotenpunkte willkiirlich fixiert werden. Imiibrigen
ist dann die Konfiguration eindeutig hestimmt.

Zusatz: Die Tatsache, da die Gerade P, P, stets von 88’ in
einem Punkte P, geschnitten wird, kann in Form emes Schlies-
sungssatzes (Figur 2) ausgedriickt werden:

Zieht man von irgend einem Punkte P, die Ge-
rade, welche 22 und 33" in I, und P, trifft, dann von

P, die Gerade, welche 44’ und 55" in P, und P trifft,

ferner die Gerade von P, aus, welche 66' und 77 in

Py und P, schneidet, so fiithrt stets die von P,

ausgehende Gerade, welche 88" und 11' schneidet,

wiederum auf den urspritnglichen Punkt P.
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Beispiel

Figur 3.

Als einfachstes Beispiel ist in Figur 3 ein dreifach symme-
trischer ,windschiefer Wiirfel* gezeichnet: Die Kckpunkte des-
selben sind die Icken eines reguliiren Tetraeders und die End-
punlkte gleichlanger Lote, welche auf den Seitenebenen des Tetra-
eders in den Schwerpunkten der Seitendreiecke alle nach aufien
oder alle nach innen angetragen sind. Die zwolf Kanten sind
die Verbindungslinien der Lndpunkte der Lote mit den Ecken
der zugehorigen Tetraederseitendreiecke. Simtliche Kanten des
windschiefen Wiirfels sind gleichlang. Wenn man die Kanten
halbiert und die Halbierungspunkte der Gegenseiten in den wind-
schiefen Vierseiten durch gerade Linien miteinander verbindet, so
orhiilt man einen besonders einfachen Fall der in Figur 2 dar-
sestellten Anordnung. Der SchlieBungssatz wird in diesem Falle
trtvial.  Siimtliche Regelflichen sind Paraboloide. Die drei will-
kiirlichen Reihen der Knotenpunkte mégen so angenommen sein,
dafy die Knotenpunkte in gleichen Abstiinden aufeinander folgen.
Da alle Regelflichen Paraboloide sind, gilt diese Eigenschaft dann
auch fiir die Knotenpunkte auf allen Geraden iiberhaupt. Die
dreifach symmetrische Kontiguration hat den Schwerpunkt 1/ des
windschiefen Wiirfels als Mittelpunkt.  Die vier von 1M aus-

10
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gehenden Raumdiagonalen des Wiirfelgefiiges sind aus Symmetrie-
griinden geradlinig. Sie sind in der Figur punktiert, wiihrend
die geradlinigen Kanten ausgezogen sind. Die Knotenpunkte sind
durch kleine Kugeln hervorgehoben.

Unser Beispiel unterscheidet sich von dem allgemeinen Fall
besonders dadurch, daB die Regelfliichen 2. Grades aller drei Sy-
steme eine gemeinsame Tangentialebene, nimlich die unendlich
ferne Ebene, besitzen. Die in dem Gestinge enthaltenen Para-
boloide eines jeden der drei Systeme haben jeweils die nimliche
Hauptaxe und sind projektiv so aufeinander bezogen, dafs sie je
einen Punkt, nimlick den unendlich fernen Punkt ihrer Hauptachse
entsprechend gemeinsam haben. Die drei konfokalen Strahlen-
systeme sind wie im allgemeinen Falle von der 2. Klasse, dagegen
nur von der 5. Ordnung, weil jedesmal in dem sich selbst ent-
sprechenden Punkte ein Strahlenbiindel ausgesondert wird?).

Zu dem angegebenen Beispiel gehort eine merkwiirdige ritum-
liche Konfiguration von Kegelschnitten:

Auf den Paraboloiden entstehen nidmlich durch die Erzeu-
genden der Geradenanordnung Vierecksnetze, welehe als Diagonal-
kurven je zwel Systeme von Parabeln haben, die jeweils parallele
Achsen besitzen und in parallelen Ebenen liegen. In jedem Knoten-
punkt der Geradenanordnung treffen sechs solche Parabeln zu-
sammen. Dadurch entsteht eine riiumliche Konfiguration von Pa-
rabeln derart, daBi sich jeweils sechs von ilmen in einem Punkte
schneiden und daB andere Schaittpunkte im Xndlichen nicht vor-
handen sind.

§ 2.
Grundlegende Eigenschaften und lineare Erzeugungsweise der

Geradenanordnungen mit je vier sich schneidenden Geraden.

Die Gestinge mit je drei sich schneidenden Geraden fiihren,
wie wir gesehan haben, unmittelbar auf die Raumeinteillungen
durch die drei Systeme von Regelflichen 2. Ordnung, die zu drei
konfokalen Kongruenzen (6,2) gehdren. Das grundsiitzlich Neue
gegeniiber den Untersuchungen von Sturm und Reye liegt in der
Frkenntnis, daB bei jedem beliebigen zerschriinkten Wiirfelgefiige
mit geradlinigen Kanten stets alle Geraden in drei konfokalen

1) Vgl. Th. Reye, Geometrie der Lage 111, Teil, 1842, p. b3,




Uber besondere riinmliche Geradenanordnungen ete. 149

Kongruenzen (6,2) enthalten sind. Diese Tatsache ist in #hn-
lichem Sinne neu, wie die Kxistenz der von Geraden gebildeten
ebenen Dreiecksnetze frither in der Theorie der Kurven 3. Klasse
nicht hemerkt worden war.

Wesentlich verwickelter als bei den Gestingen mit je drei
sich schneidenden Geraden liegen die Verhiiltnisse bei den Geraden-
anordnungen, welche durch die Zerschriinkung der vier Systeme
von Hauptdiagonalen eines reguliren Wiirfelgefiiges entstehen und
bei welchen durch jeden Knotenpunkt vier Gerade hindurchgehen.
Frst dieser Fall bietet ein sinnvolles Analogon zu den ebenen
Dreiecksnetzen, weil diese Anordnungen, #hnlich wie es bei den
ebenen Dreiecksnetzen der Fall ist, abgesehen von einer end-
lichen Anzahl beliebig zu wiithlender Anfangsbedingungen keine
weiteren Willkiirlichkeiten zulassen.

Schon bevor wir die Existenz und die Erzeugungsweise der
zu untersuchenden Geradenanordnungen klargestellt haben, konnen
wir eine grundlegende Eigenschaft der Gestiinge leicht einsehen:

Wenn wir im reguliren Falle ein Parallelstrahlenbiindel der
Wiirfeldiagonalen wegnehmen, so bleiben noch drei Geradenbiindel
von Wiirfeldiagonalen iibrig, welche ein Gestdnge bilden mit je
drei sich schneidenden Geraden. Ebenso kionnen wir im allge-
meinen Falle der zerschriinkten Gestinge mit je vier sich schnei-
denden Geraden auf viererlei Weise eine Anzahl von Geraden so
aussondern, daf eine Geradenanordnung iibrig bleibt, bei der von
jedem Knotenpunkt nur noch drei Gerade ausgehen. Daraus folgt
dann unmittelbar, datt die gesuchte Geradenanordnung ein Sonder-
fall der in § 1 behandelten Gestiinge ist, welche aus drei konfo-
kalen Kongruenzen (6,2) herausgegriffen sind. Die gesuchten Ge-
radenanordnungen erscheinen in diesem Zusammenhange als zer-
schriinkte Wiirfelgefiige, bel denen die drei Systeme der Kanten
und ein System der Wiirfeldiagonalen geradlinig sind. Uber die
bei den Gestingen mit je drel sich schneidenden Geraden zulis-
sigen Willkiirlichkeiten muf also so verfiigt werden, dafi das eine
System der Wiirfeldiagonalen geradlinig wird. s wird sich her-
ausstellen, dafi diese Forderung nur erfiillt werden kann, wenn
die konfokalen Kongruenzen, denen die Geraden entnommen sind,
durch Absonderung von mehreren Biindeln sich mindestens auf
die 4. Ordnung reduzieren.



150 H. Graf und R. Sauer

Wir konnen unserer Forderung noch folgende Formulie-
rung geben:

Bei einer Geradenanordnung mit je drei sich schneidenden
Geraden kann jede Gerade auf zweierlei Weise lings anderer
Geraden des Gestinges so gefithrt werden, dafi sie cine Regel-
schar 2. Grades beschreibt. Wenn dagegen von jedem Inoten-
punkt vier Gerade ausgehen, so gibt es fiir jede Gerade drei Mog-
lichkeiten, sie lings anderer Geraden des Gestiinges so hingleiten
zu lassen, dab sie eine Regelschar 2. Grades erzeugt. Nun liBit
sich aber aus der Theorie der algebraischen Strahlensysteme zeigen
(vgl. S. 141, Fufinote 1), dak nur dann, wenn eine Kongruenz (6,2
durch Absonderung von Strahlenbiindeln sich mindestens auf den
4. Grad, also mindestens auf eine Kongruenz (4,2) reduziert, die
Strahlen dieser Kongruenz in mehr als in zwei Systemen von
Regelscharen 2. Ordnung zusammengefalst werden konnen. Die
zu den Regelscharen gehorenden Leitscharen bilden zu dem ur-
spriinglichen Strahlensystem konfokale Kongruenzen:

Damit ist folgender Satz bewiesen:

Satz 3: Jede Geradenanordnung, welche durch Zerschriin-
kung der vier Systeme von Hauptdiagonalen eines
reguliren Wiirfelgefiiges entsteht und bei der dem-
nach in jedem Knotenpunkt vier und nur vier Ge-
rade zusammentreffen, lifit sich herausgreifen aus
vier konfokalen Strahlensystemen (4,2) oder Aus-
artungen dieser Strahlensysteme, in dem nimlichen
Sinne, wie jedes Gestinge mit je drei sich schnei-
denden Geraden in drei konfokalen Kongruenzen (6,2
enthalten ist.

In Satz 3 ist festgestellt, daf die gesuchten Geradenanord-
nungen, wenn sie iiberhaupt existieren, stets aus vier konfokalen
Kongruenzen (4,2) herausgegriffen sind. Unsere uniichste Aufgabe
ist es jetzt, festzustellen, daB die gesuchten Gestinge wirklich
vorhanden sind. Wir werden zu diesem Zwecke beweisen, dafi
in irgend welchen vier konfokalen Kongruenzen (4,2) stets zer-
schriinkte Geradenanordnungen der verlangten Art enthalten sind,
und wir werden zeigen, wie diese Geradenanordnungen durch lineare
Konstruktionen erzeugt werden kénnen.
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Wir schicken einige Bemerkungen aus der Theorie
der Strahlensysteme voraus:

Wenn zwei Fliichen 2. Grades kollinear aufeinander hezogen
sind, so bilden die Verbindungslinien entsprechender Punkte ein
Strahlensystem (6,2). Dieses Strahlensystem artet in zwei Strahlen-
biindel und ein Strahlensystem (4,2) aus, wenn die projektiven
Flichen 2. Ordnung zwei Punkte entsprechend gemeinsam haben.
Die Strahlen einer jeden auf diese Weise definierten Kongruenz
konnen in drei Systzmen von Regelscharen angeordnet werden,
die zugehirigen Systeme der Leitscharen bilden dann drei weitere
Kongruenzen (4,2), welche zu der urspriinglichen Kongruenz kon-
fokal sind. Die gemeinsame Brennfliiche, zu der noch eine Rest-
kongruenz 6. Ordnung 4. Klasse gehort, ist von der 8. Ordnung
und 4. Klasse und hat vierzehn Doppelberithrungsebenen. Sechs
von diesen Ebenen sind fiir alle vier Kongruenzen (4,2) singulir
vom 2. Grade, withrend je zwel der iibrigen acht Ebenen fiir eine
Kongruenz vom 3. Grade und fiir die drei anderen Kongruenzen
vom 1. Grade singuliir sind. Die letztgenannten acht singuliren
Ebenen bilden ein Oktaeder mit windschiefen Gegenkanten, wiih-
rend die sechs singuliiren Lbenen 2. Grades zu je zweien durch
je zwei Gegenecken des windschiefen Oktaeders hindurchgehen.
Die Konfiguration der singuliren Ebenen ist auf diese Weise sehr
anschaulich dargestellt gegeniiber den sehr wenig tibersichtlichen
Verhiiltnissen bei den dualen Strahlensystemen (2,4), wie sie bei
Sturm?!) behandelt sind.

Wir werden nun weiter sehen, dab wir, ausgehend vom Ok-
tacder der singuliren Ebenen 1. und 3. Grades durch ein-
fache lineare Konstruktionen die vier konfokalen Strahlensysteme
(4,2) gleichzeitig gewinnen konnen, und zwar gerade in der An-
ordnung, dal sie Gestinge mit je vier sich schneidenden Geraden
bilden. Die gesuchten Gestinge erscheinen in diesem Zusammen-
hange als die naturgemiie Anordnung und Zusammenfassung der
vier konfokalen Kongruenzen.

In Figur 4 ist das Oktaeder der singuliren Ebenen 1. und
3. Grades von vier konfokalen Kongruenzen (4,2) dargestellt.
A, A DD ) ¢ sind die drei Paare von Gegenecken. Wir

]

1) R. Sturm, Liniengeometrie 11, Teil, 1893, p. 246
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betrachten nun zwei Gegenebenen, beispielsweise A BC und 4'B'C",
die wir kurz mit ¢ und & bezeichnen wollen. Sie sind fiir das
eine der vier konfokalen Strahlensysteme 2| singulir vom 8. Grade,

wihrend sie fiir die drei weiteren Strahlen-

. systeme X, 2, X, vom 1. Grade singuliir
> sind.
e S B Durch die Strahlen von 2| werden die
/ 3

Ebenen ¢ und &' in einer Cremonaschen Ver-

e 7 "~ wandtschaft 2. Grades ein-eindeutig aufeiq-
TR ander abgebildet, wobei 4, B, Cund 4', B', C*

¢ die Ausnahmepunkte in den beiden Ebenen

sind und wobei ¢ und ¢’ keinen Punkt ent-
sprechend gemeinsam haben, wenn es sich um eine Kongruenz
(4,2) handelt: Jeder Geraden in ¢ entspricht ein Kegelschnitt durch
A‘, B, C" und jeder Geraden von £ ein Kegelschnitt durch 4, B, €.
Das Bild einer Geraden durch einen Ausnahmepunkt ist ein zer-
fallender Kegelschnitt. So ist beispielsweise einer Geraden in ¢
durch 4 zugeordnet eine Gerade in & durch 4’ und dazu noch
stets die ganze Gerade B'C’. Das Strahlenbiischel in ¢ mit dem
Mittelpunkt 4 geht durch die Cremonasche Abbildung iiber in
ein Strahlenbiischel in &' mit dem Scheitel 4’ und in die feste
Gerade B'C’. Die beiden einander entsprechenden Strahlen-
hitschel sind gegenseitig projektiv bezogen, wobel insbesondere
AC und A'B' und ebenso AB und A'C’' homologe Elemente
sind. In dhnlicher Weise entsprechen die Strahlenbiischel mit den
Scheiteln B und C projektiven Biischeln mit den Scheiteln B und €.

Was wir fiir die Ebenen ¢ und &' und das Strahlensystem 2
auseinander gesetzt haben, gilt natiirlich in analoger Weise fiir
die drei anderen Paare von Gegenebenen des Oktaeders und die
Strahlensysteme 2X,, 3, 2.

Der nun schliefilich zum Ziele fithrende Gedanke liegt darin,
daB wir die Cremonasche Verwandtschaft 2. Grades zwi-
schen den Ebenen ¢ und ¢ in anschaulichen Zusammen-
hang bringen mit einem speziellen ausgearteten Typus
von ebenen Dreiecksnetzen, der in einer fritheren Arbeit!)
von uns diskutiert wurde:

Figur 4.

1) H. Graf und R. Sauer, Uber dreifache Geradensysteme usw., Sitzgsber.
d. bayer. Akad. d. Wiss,, math.-nat. Abt., 1924, p.119 f,, insbesondere p.148, 151.
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Durch die drei Strahlenbiischel in der Ebene & mit den
Scheiteln 4, B, C soll ein Dreiecksnetz gebildet werden (Figur 5).
Dabei kann ein beliebiger Punkt D als Anfangsknotenpunkt ge-
wiihlt werden und auBierdem lifit sich noch
ither die erste Maschenweite DD, beliebig
verfiigen. Im iibrigen ist das Netz dann
zwangslidutig bestimmt und kann durch
lineare Konstruktionen schrittweise erzeugt
werden. Dreiecksnetze dieser Art sind die
niichstliegende Verallgemeinerung der von |
gleichseitigen Dreiecken gebildeten Netze Figur 5.
und deren kollincaren Umformungen. Bei
diesen nidmlich artet die umhiillende Kurve 3. Klasse in drei Punkte
aus, die in gerader Linie liegen, wiithrend bei den hier in Rede
stehenden allgemeineren Dreiecksnetzen die umhiillende Kurve
3. Klasse in drei beliebige Punkte zerfillt, welche ein Dreieck
bilden. Die Seiten des Dreiecks sind Hiufungslinien des Dreiecks-
netzes, d. h. das Netz kann nicht durch eine endliche Anzahl von
geraden Linien zum Abschluf gebracht werden, sondern bei be-
liebiger Fortsetzung des Krzengungsprozesses werden die einzelnen
Netzdreiecke immer flacher und die netzbildenden geraden Linien
nithern sich mehr und mehr den Dreiecksseiten als Grenzlagen.
Durch die drei Hiufungslinien wird die Ebene in vier gleich-
berechtigte Gehiete zerlegt. Jedes derselben kann bis auf eine
heliebig schmale Umgebung der Hitufungslinien von dem Drei-
ecksnetz ausgefiillt werden. In Figur 8 ist das Dreiecksnetz nur
im Inneren des von den Hiufungslinien gebildeten Dreiecks dar-
gestellt. Wie alle vier Gebiete der Ebene von einem einzigen
Dreiecksnetz {iberzogen sind, ist aus unserer schon vorher er-
wihnten Arbeit, S. 148, Abbildung VIII, zu ersehen.

Wir denken uns nun die Ebene ¢ mit einem von den Strahlen-
biischeln mit den Scheiteln 4, B, C erzeugten Dreiecksnetz iiber-
deckt und iibertragen das Dreiecksnetz kollinear auf die Ebene &'.
Bei dieser projektiven Beziehung entsprechen die Punkte 4, B, C
den Punkten A‘, B', ¢’ und schliefilich soll noch dem Anfangs-
knotenpunkte ) derjenige Punkt D’ zugeordnet werden, welcher
mit D auf dem niimlichen Kongruenzstrahl von 2| liegt.

Durch die beiden zueinander kollinearen Dreiecksnetze in ¢
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und & werden diese Ebenen in sehr anschaulicher Weise noch
auf eine weitere und zwar nicht mehr kollineare Art aufeinander
abgebildet. Wir beziehen niimlich die Netzknotenpunkte aufein-
ander in der Weise, daBl wieder die Punkte 0D und D' einander
entsprechen und daf wiederum die drei in /) zusammentreffenden
Knotenpunktrethen den drei von D' ausgehenden Kuotenpunkt-
reihen zugeordnet werden. Aber die Knotenpunktreihen sollen
jetzt von D' aus in entgegengesetztem Sinne, d. h. in der Rich-
tung von A’ bezw. B oder C' weg duarchlaufen werden, wenn die
entsprechenden Knotenpunktreihen von D) aus in der Richtung
nach A bzw. B oder ¢! hin durchlanfen werden. Die Zuordnung
der Ebenen ¢, ¢ ist dann, wie man leicht einsieht, gerade die
Cremonasche Verwandtschaft 2. Grades, die vorher besprochen
wurde. Wenn man also siimtliche in dieser Cremonaschen Ver-
wandtschaft einander entsprechenden Knotenpunkte der beiden
Dreiecksnetze in ¢ und & miteinander verbindet, so erhilt man
eine diskrete Auswahl von Strahlen aus der Kongruenz (4,2) 2.
Durch fortgesetzte Unterteilung der beiden Dreiecksnetze kann die
Auswahl der Kongruenzstrahlen sukzessive enger gemacht werden.

Ebenso wie man die Ebenen & und ¢’ mit Drelecksnetzen tber-
decken kann und dadurch in der angegebenen Weise eine diskrete
Auswahl von Strahlen der Kongruenz 2, gewinnt, konnen auch
die tibrigen drel Paare voun Gegenebenen des Oktaeders der singu-
Liren Ebenen 1. und 3. Grades mit Dreiecksnetzen so itherzogen
werden, daf sich eine diskrete Aufeinanderfolge von Strahlen aus
den drei konfokalen Systemen 2,, ,, X, ergibt. Wir werden
nun zum gestellten Ziele gelangen, wenn wir zeigen, dafi die
vier Paare von Dreiecksnetzen so aufeinander abgestimmt
werden kénnen, dat die vier zugehdrigen diskreten
Strahlenmannigfaltigkeiten aus den Kongruenzen 2, 2,
X, 2, jeweilsvier Strahlen durch feste Knotenpunkte sen-
den und damit ein Gestiinge der verlangten Art erzeugen.

Zu diesem Zwecke geben wir jetzt im Anschluf an die voran-
gehenden Uberlegungen eine lineare Erzeugungsweise an,
welche von einer passenden Aneinanderreihung von Dreiecksnetzen
der vorher heschriebenen Art in den acht Kbenen eines beliebigen
windschiefen Oktaeders ausgeht und schlieflich auf die gesuchten
Geradengefiige fiihrt.
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Wir nehmen irgend welche sechs Punkte 4, B, C, 4', I, ("
in beliebiger Lage an (Figur 6) und zeichnen das Oktaeder A BC
A DB, so dats A, Ay B, By O, O die drei Paare von Gegen-
ecken sind. In der Kbene des Dreiecks ABC wird ein Punkt D
und in der Khene des Drelecks 4°.5'C7 ein Punkt D willkiirlich
angenommen. In den Ebenen & bzw. &' zieht man durch D hzw, 1)
jeweils die drel Bckpunkttransversalen der Dreicke ALC hazw.
A' B¢ Die Schuittpunkte der Transversalen mit den Seiten der
beiden Dreiecke werden mit den Oltaedergegenecken verbunden.
Dadurch ergeben sich die Geraden 4 4y, BB, CC4; A'A,, B'D,,
C'C,. Auf einer dieser sechs Verbindungsgeraden, beispielsweise
auf 4.4/, soll ein Punkt P beliehig angenommen und durch ihn
das noch fehlende Iickpunkt-
transversalenpaar des Drel-
ecks A D' C' gezogen werden.
lbenso werde in jedem der
tibrigen fiinf Seitendreiecke
des Oktaeders noch je ein

LEekpunkttransversalenpaarso
gezeichnet, dati dessen Sehnitt-
punkt auf eine der vorer-
withnten Verbindungsgeraden
DB, ... zu liegen kommt.
Dabei wird insbesondere ver-
langt, daB auf jeder der Okta-
ederkanten die beiden Trans-

versalen, welche benachbarten
Seitendrelecken angehdéren, in
dem néimlichen Punkt zusammentreffen. Dals diese Forderung fiir
siimtliche Oktaederseitendreiecke durchgiingig in eindeutiger Weise
erfiillbar ist, daB also, wenn einmal I’ fest angenommen wurde,
keine weitere Willliirlichkeit eintritt, Lifit sich mit Hilfe des
Satzes von Ceva unschwer zeigen.

Die in gegeniiberliegenden Oktaederebenen liegenden Schnitt-
punkte der Trausversalentripel sind in der Figur mit D, D'; P, P';
O, Q'; It, I bezeichnet und durch strichpunktierte Linien verbunden.

Wir greifen irgend zwel von diesen vier Linien heraus, etwa
DD und PPP": Dureh A, DD, A A" ist eine Regelschar

Iigur 6.
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2. Grades definiert. A4, und A4’ gehoren zu der Leitschar
derselben. DaB auch PP’ eine Leitgerade der Regelschar ist,
kann man wieder mit Hilfe des Satzes von Ceva und auBerdem
nittels des Brianchonschen Satzes einsehen; es handelt sich ledig-
lich darum, zu beweisen, dak D’'P und D P’ sich auf der Ver-
bindungslinie der Gegenpunkte A A’ schneiden. Da DD’ und I’ P’
als Erzeugende ungleicher Art zur niimlichen Regelfliiche 2. Grades
gehoren, miissen sie eimen gemeinsamen Schnittpunkt besitzen.
Dasselbe gilt aus analogen Griinden fir irgend zwel andere der
Geraden DD, PP, Q@' RR. Da nun nicht alle diese vier
Gerade in der nimlichen Ebene liegen, miissen sie notwendig
durch einen gemeinsamen Punkt 3/ hindurchgehen.

(Zusatz: Kin trivialer, aber immerhin bemerkenswerter Sonder-
fall des eben entwickelten Schliefungs- und Schnittpunktsatzes
ist folgende Behauptung:

Die vier Verbindungslinien der Schwerpunkte der
gegeniiberliegenden Seitendreiecke eines Oktaeders
mit windschiefen Gegenkanten schneiden sich stets
in einem gemeinsamen Punkte.)

Durch den Punkt M gehen nunalso vier gerade Linien.
Wir kénnen den Punkt 17 als Anfangsknotenpunkt einer Geraden-
anordnung mit je vier sich schneidenden Geraden auffassen und
wir werden sogleich sehen, daf das ganze Gestiinge bis auf
einen willkiirlichen Parameter, welcher die ,Maschen-
weite“ repriisentiert, bereits eindeutig festgelegt ist:
Wir nehmen auf 4D einen Punkt D, als Knotenpunkt beliebig an.
Dadurch ist in der Ebene A B C ein Dreiecksnetz eindeutig defi-
niert, das von den drei Strahlenbiischeln mit den Scheiteln 4, B, €
gebildet wird (vgl. Figur 5). Indem wir die Schnittpunkte dieses
Netzes auf den Seiten AB, BC, CA mit C', A', B’ verhinden
werden auch in den Ebenen C'ADB, A'BC, B'C A derartige Drei-
ecksnetze bestimmt. So konnen wir der Reihe nach alle acht
Seitenebenen des Oktaeders mit Dreiecksnetzen iiberziehen. Durch
Annahme des Punktes D, sind alle diese Netze der Reihe nach
zwangsliiufig fixiert. Daf alle Geraden der Netze in benachbarten
Oktaederseitenebenen die gemeinsame Oktaederkante in den nim-
lichen Punkten treffen, folgt aus der Tatsache, dat die simtlichen
Dreiecksnetze zueinander kollinear sind.
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Durch die Dreiecksnetze werden die vier Paare von gegeniiber-
liegenden Oltaederebenen durch Cremonasche Verwandtschaften
2. Grades aufeinander bezogen, so wie wir es weiter vorne (S. 152)
auseinander gesetzt haben. Verbindet man alle in den Cremona-
schen Verwandtschaften einander entsprechenden Netzknotenpunkte
in den gegeniiberliegenden KEbenen durch gerade Linien, so be-
kommt man vier diskrete Strahlengefiige aus vier Kongruenzen (4,2).
Dafi dabei immer je vier Strahlen aus diesen Mannigfaltigkeiten
sich in einem Punkt schueiden, folgt in der niimlichen Weise wie
die Tatsache, dak die vier Geraden D D', PP'| @@, RE' einen
cemeinsamen Schnittpunkt besitzen.

So bilden also die Verbindungsgeraden der ent-
sprechenden Punkte der gegeniiberliegenden Dreiecks-
netze eine Geradenanordnung der gesuchten Art, bei der
in jedem Knotenpunkt vier und nur vier Gerade zusammentreffen.
Damit ist unsere hauptsiichlichste Aufgabe gelost. Das erzeugte
(reradengestiinge ist gemiily unseren vorangehenden Betrachtungen
aus vier konfokalen Kongruenzen (4,2) herausgegriffen, welche
die acht Ebenen des zugrunde gelegten Oktaeders zu singuliren
Kbhenen 1. und 3. Grades haben.

¥s liegt auf der Hand, dafi durch passende Annahme der
Pankte A, B, C, D; A", B, ' D' irgend welche beliebigen vier
konfokalen Kongruenzen (4,2) auf die angegebene Weise erzeugt
werden kounnen. Dabel ist zu beachten, dak von irgend einem
Punkte je vier Strablen von jeder der vier konfokalen Kon-
gruenzen (4,2) ausgehen, wiihrend unsere Gestinge zunichst
nur jeweils einen Strahl ergeben. s existieren also insgesamt
4 >< 4 > 4> 4 = 256 Moglichkeiten, aus vier gegebenen konfo-
kalen Kongruenzen (4,2) Geradengestiinge mit je vier sich schnei-
denden Geraden herauszugreifen. Im ibrigen kann dann noch
iiber den Anfangsknotenpunkt und die erste ,Maschenweite® be-
liebig verfiigt werden.

Wir fassen die Ergebnisse in folgendem Satze zusammen:
Satz 4: Jede Kongruenz (4,2) kann zugleich mit den drei

zu ihr konkokalen Kongruenzen (4,2) durch lineare

Konstruktionen erzeugt werden und zwar derart,

dal je vier Gerade der vier Kongruenzen sich in

einem Knotenpunkte schuneiden. Es gibt 256 ver-
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schiedene Méglichkeiten, aus vier gegebenen kon-
fokalen Kongruenzen (4,2) Geradengestinge der er-
wihnten Art herauszugreifen. Dabel kann jedesmal
der Anfangsknotenpunkt und die erste Maschenweite
willkiirlich gewiihlt werden. Im iibrigen ist die Ge-
radenanordnung dann eindeutig bestimmt. Auf diese
Weise entsteht die allgemeinste mdgliche Zerschriin-
kung der vier Systeme der Hauptdiagonalen eines
reguliiren Wiirfelgefiiges, bei der die Wiirfelkanten
krummlinig werden. Die Eigenschaft, Geradenan-
ordnungen in sich zu enthalten, bei denen in jedem
Knotenpunkt vier und nur vier Gerade sich schnei-
den, ist also fir die Strahlensysteme (4,2) charak-
teristisch. Die genannten Geradenanordnungen er-
scheinen in diesem Zusammenhange als die natur-
gemiiBe Anordnung der Strahlen von vier konfo-
kalen Kongruenzen (4,2).

§ 3.
Folgerungen aus der linearen Erzeugungsweise der Geradenanordnungen
mit je vier sich schneidenden Geraden.

Im vorangehenden Paragraphen haben wir erkanut, dal die
allgemeinste Zerschriinkung des Gestiinges der vier Systeme von
Hauptdiagonalen eines reguliren Wiirfelgefiiges stets so vor sich
gehen mul}, dab siimtliche Diagonalen vier konfokalen Kongru-
enzen (4,2) entnommen sind. Umgekehrt wurde festgestellt, dafi
aus irgend welchen vier vorgegebenen konfokalen Kongruenzen (4,2)
stets Gestiinge der verlangten Art herausgegriffen werden konnen.

Ausgehend von der linearen Erzeugungsweise sollen jetzt die
wesentlichsten HKigenschaften der Geradenanordnungen und der
zugehirigen zerschrinkten Wiirfelgefiige erdrtert werden.

Die singuliiren Ebenen als Hiiufungsebenen und die
Brennfliche als Umhiillende des Gestinges.

Die acht singuliren Ebenen 1. bzw. 3. Grades, welche zu
den vier konfokalen Kongruenzen (4,2) gehdren, denen das Ge-
stinge entnommen ist, werden durch das Gestinge anschaulich
gemacht; denn jede der acht Ihenen, welche das der Erzeugungs-
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weise der Gestiinge zugrunde gelegte Oktaeder bilden, tragt Strahlen-
biischel des Gestituges aus drel von den Kongruenzen und erweist
sich dadurch als singuliir vom 1. Grade fiir diese drei Strahlen-
systeme. Dagegen wird durch das Gestinge nicht unmittelbar
deutlich gemacht, dafi die betreffenden Ebenen gleichzeitig fiir
das vierte Strahlensystem vom 3. Grade singulir sind.

Die sechs singuliren Ibenen 2. Grades werden im allge-
meinen durch das Gestiinge nicht zur Anschauung gebracht, son-
dern werden nur dann ersichtlich, wenn iiber die willkiirlichen
Anfangsbedingungen bei der Lrzeugungsweise passend verfiigt wird.
In diesem Falle tragen die sechs singuliren Khenen 2. Grades
Mannigfaltigkeiten von Strablen des Gestiinges, welche Kegel-
schnitte umbhiillen. Liings dieser Kegelschnitte wird von den sin-
guliren Ebenen die Brennfliche der Strahlensysteme bheriihrt.

Auch die Brennfliche 8. Ordnung 4. Klasse (vgl. S5.151)
hat fitr das Gestiinge eine sehr anschauliche Bedeutung.
Sie 1st nimlich die Umhiillende der Geradenanordnung
in dhnlichem Sinne, wie die ebenen Dreiecksnetze von
Kurven 3. Klasse umhiillt werden. Wenn man das Wiirfel-
gefiige betrachtet, dessen Diagonalen das vorliegende Gestiinge
bilden, und nach der angegebenen Krzeugungsweise das Gestinge
weiter und weiter fortsetzt, so werden die [, Wiirfel* immer lacher,
wenn man in die Umgebung der Brennfliche gelangt und klappen,
wenn das Wiirfelgefiige unendlich engmaschig angenommen wird,
auf der Brennfliche selbst in Flichenelemente derselben zusammen.
Ber weiterer Fortsetzung des Erzeugungsprozesses tritt dann ein
Umschlagen an der Brennfliche ein. Auf diese Weise kommt
ihnliclh wie bei den ebenen Dreiecksnetzen cine mehrfache, 1m
allgemeinen unendlich vielfache Ausfiillung des Raumes durch die
Geradenanordnungen zustande.  Ber hinreichender Weiterfithrung
des Prozesses treten anch die 256 auf S. 157 besprochenen Aus-
wahlmoglichkeiten in Erscheinung. Der ganze Rawm wird durch
die Brennfliche in solche Gebiete zerlegt, in denen reelle Ge-
radenanordnungen vorhanden sind und in solche Bereichie, in
denen Paare von Doppeltangenten der Brennfliche mmaginir sind
und in denen daher aus reellen Geraden kein Gestiinge gebildet
werden kann.

Die Brenntliiche als Umbhiillende des von ihrven Doppeltan-
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genten gebildeten Gestiinges steht, wie wir gesehen haben, zu den die
ebenen Dreiecksnetze begrenzenden ebenen Kurven 3. Klasse in
deutlicher Analogie. Aufierdem spielen die acht singuliiren
Ebenen 1. Grades fiir das Gestinge die niimliche Rolle wie
die Hiufungslinien fiir die ausgearteten Dreiecksnetze:
Es gibt bekanntlich?) Dreiecksnetze, welche nicht durch eine end-
liche Anzahl von Geraden zum Abschluf gebracht werden kénnen,
und bei denen die einzelnen Dreiecke sich in der Umgebung gewisser
Linien hiufen. Von dieser Art sind nur solche Dreiecksnetze,
bei denen die umbhiillende Kurve 3. Klasse rational ist oder zerfillt.
Die Doppeltangenten dieser rationalen oder zerfallenden Kurven
sind dann stets Hiufungslinien des Netzes. Als Beispiel ver-
weisen wir auf das in § 2 erwiilinte Netz (vgl. 8. 153), dessen
Umbhiillende in drei Punkte zerfillt. Die anderen Typen der Drei-
ecksnetze mit Hiufungslinien sind in uunserer schon mehrfach
zitierten Arbeit besprochen. Die niimliche Rolle nun, welche fiir
die Dreiecksnetze die Doppeltangenten der umbhiillenden Kurve
3. Klasse spielen, wird bei unseren Gestiingen vertreten von den
acht singuliren Ebenen 1. Grades der umhiillenden Brennfliche.
In der Tat zeigt die Erzeugungsweise unmittelbar, daly die Ge-
stinge nicht durch eine endliche Anzahl von Strahlen zum Ab-
schlufy gebracht werden, sondern daB vielmehr die Geraden sich
schlieBlich in der Umgebung der acht singuliren Ebenen 1. Grades
hiufen, ebenso wie die in den singuliren Ebenen liegenden, die
Cremonaschen Verwandtschaften reprisentierenden Dreiecksnetze
jeweils drei Oktaederkanten zu Hidufungslinien haben.

Das gesamte Raumgebiet, innerhalb dessen das Gestinge reell
vorhanden ist, wird durch die acht Hdufungsebenen in Einzel-
bereiche zerlegt, entsprechend wie die Dreiecksnetze in den Okta-
ederebenen durch die Oktaederkanten als Hiufungslinien in jeweils
vier Gebiete getrennt werden. Um alle Einzelgebiete des Gestiinges
aus der in § 2 auseinandergesetzten Erzeugungsweise zu gewinnen,
ist es notig, da wir bei den Dreiecksnetzen in den Oktaeder-
seitenebenen jeweils alle vier Gebiete beriicksichtigen, wie dies in
Figur VIII des schon mehrfach zitierten Akademieberichts (1924,

1) H. Graf und R.Sauer, Uber dreifache Geradensysteme usw., Sitzgsh.
d. bayer. Akad. d. Wiss,, math.-na. Atbtg., 1924, p. 161 ff, I, 11, VIII, X, XI.
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S. 148) ersichtlich ist. Statt das Innere der gegeniiberliegenden
Dreiecke des Hiufungsoktaeders (Figur 6) het der Cremonaschen
Verwandtschaft aufeinander zu beziehen, kann man auch das
Innere des Dreiecks A DB C abbilden in einen der drei iduBeren
Bereiche, welche von den Hiufungslinien A' Y, B'C', C'A" in der
Ebene & gebildet werden. Dabei bleiben die allgemeinen Uber-
legungen hinsichtlich der Erzeugungsweise unveriindert bestehen;
jedoch durchdringen die einzelnen Gebiete des Gestinges sich dann
vegenseitig und werden nicht mehr so anschaulich wie bisher
durch die Hiiufungsebenen voneinander getrennt.

Besonders bemerkenswert an den vorangehenden Ausfithrungen
ist der innige Zusammenhang, welcher zwischen den all-
gemeinsten Gestiingen mit je vier sich schneidenden Ge-
raden besteht und dem ganz speziellen Typus der ebenen
Dreiecksnetze, die von drei Geradenbiischeln gebildet
werden. Obwohl also das riiumliche Problem der Geradenanord-
nungen mit je vier sich schneidenden Geraden zuniichst wesent-
fich schwieriger scheint als das Problem der ebenen Geraden-
anordnungen mit je drei sich schneidenden Geraden, stellt sich
schlieilich doch heraus, daB die ritumlichen Geradengefiige grund-
siitzlich einfacheren Charakter haben und nur zu einem ganz spe-
ziellen ausgearteten Typus der ebenen Dreiecksnetze ein Analogon
darstellen.  Der Grund hierfiir liegt darm, dai die umhiillende
I'tiiche der riiumlichen Geradengestiinge stets acht singuliire Ebenen
besitzt, welche Hiufungsebenen fir das Gestinge sind, withrend
die allgemeinen ebenen Dreiecksnetze von einer singularitiiten-
freien Kurve 3. Klasse wumhiillt werden und keine Hiufungs-
linien besitzen. Der innige Zusammenhang zwischen den speziellen
Dreiecksnetzen, deren Umbhiillende in drei Punkte zerfillt, und
den allgemeinen riumlichen Gestiingen kommt am deutlichsten
in der Krzeugungsweise, wie sie in § 2 gegeben ist, zum Aus-
druck; denn die gegeniiberliegenden singuliren Ebenen 1. Grades
miissen durch eine Cremonasche quadratische Verwandtschaft auf-
einander bezogen werden und diese Abbildung wird nun gerade
durch einen speziellen Typus von ebenen Dreiecksnetzen reprii-
sentiert, nicht aber durch allgemeine Dreiecksnetze.

Bisher haben wir die Hiufungsebenen siimtlich reell ange-
nommen: sie kinnen natiirlich auch imaginiir sein, wenn niimlich

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg, 1926, 11
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unter den Ausnahmepunkten der Cremonaschen Verwandtschaften
konjugiert imaginire Punkte sich befinden. In diesem Falle ist
die in § 2 angegebene KErzeugungsweise nicht unmittelbar an-
wendbar. Wie wir dann zu anderen praktisch brauchbaren Kon-
struktionen der Gestinge gelangen, werden die Ausfiithrungen des
niichsten Paragraphen zeigen. Bei imaginiiren Hiufungs-
ebenen tritt im reellen Bereich keine Hiufung der Geraden des
Gestiinges zu Tage und daher kann das Gestinge bei pas-
sender Wahl der Anfangsbedingungen aus einer end-
lichen Anzahl von Geraden aufgebaut werden. Xs handelt
sich dann um einen iihnlichen Fall wie beispielsweise bei dem
ebenen Dreiecksnetz, das von den Durchmessern und Tangenten
eines Kreises gebildet wird!) und die imaginiiren Asymptoten des
Kreises zu Hiiufungslinien hat (vgl. 8. 187, Figur 14). Durch die
erliuternden Beispiele der folgenden Paragraphen werden diese
Verhiiltnisse noch niiher beleuchtet werden:

Zusammenfassend stellen wir fest:

Satz 5: Ein Gestinge mit je vier sich schneidenden Ge-
raden hat als Umhiillende die Brennfliiche der vier
konfokalen Kongruenzen (4,2), aus denen das Ge-
stinge herausgegriffen ist. Diese Brennfliche hat
alle Geraden des Gestiinges als Doppeltangenten und
zerlegt den Raum in solche Gebiete, in denen das
Gestiinge reell vorhanden ist, und insolche Gebiete,
in welchen aus reellen Doppeltangenten ein Ge-
stinge nicht hergestellt werden kann.

Die acht singuliren Ebenen 1. Grades sind Hiu-
fungsebenen des Gestinges. Nur wenn siimtliche
Hiufungsebenen imaginir sind, kann das Gestiinge
durch eine endliche Anzahl von Geraden zum Ab-
schluf gebracht werden.

Die allgemeinen von uns hier hetrachteten Ge-
stinge sind grundsiitzlich einfacheren Charakters

1) H. Graf und R.Sauer, Uber dreifache Geradensysteme usw., Sitzgsh.
d. bayer. Akad. d. Wiss,, math.-naturw. Abtlg., 1924, p. 151, 1X; ferner:
. Finsterwalder, Mech. Beziehungen bei der Flichendeformation, Jabresber.

d. Math.-Vereinigung, 6, 1897.

w0
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als die allgemeinen ebenen Dreiecksnetze. Sie stehen
in unmittelbarem geometrischen Zusammenhang mit
einem ganz speziellen ausgearteten Typus von Drei-
ecksnetzen, nimlich mit den von drei Strahlen-
biischeln gebildeten Netzen.

Die sechs Systeme von Regelflichen 2. Grades, welche in dem
Gestange enthalten sind.

Die Strahlen einer Kongruenz (4,2) konnen zu drei Systemen
von Regelscharen 2. Grades zusammengefafit werden?). Die zuge-
horigen Systeme der Leitscharen bilden dann die drei konfokalen
Kongruenzen (4,2). So ergeben die vier konfokalen Kongruenzen
(1,2) zusammen sechs Systeme von Regelflichen 2. Grades, deren
beide Scharen von KErzeugenden den Strahlenkongruenzen ange-
horen. Auch diese Zusammenhiinge werden durch unsere Geraden-
cestiinge in iibersichtlicher Weise anschaulich gemacht:

Die sechs Systeme von Regelflichen 2. Grades sind nichts
anderes als die schon in der Einleitung besprochenen sechs Systeme
von Diagonalflichen des Wiirfelgefiiges, dessen Raumdiagonalen
das vorgegebene Gestinge repriisentieren.

Wir nehmen wieder Bezug auf die in § 2 angegebene Er-
zeugungsweise.  Den drei Strahlenbiischeln, welche in den Ebenen «
und &' Dreiecksnetze bilden, sind die drei Systeme von Regel-
scharen 2. Grades aus der Kongruenz 2| zugeordnet und in der
niimlichen Weise entsprechen die in den Kongruenzen X, 2, 2,
cnthaltenen Regelscharen 2. Grades den Strahlenbiischeln in den
anderen Oktaederebenen,

Je zwei Systeme von Regelflichen haben ein Paar Gegen-
ecken des Olktaeders genieinsam.

Die Gesamtheit der sechs Systeme von Regelfliichen 2. Grades
bringt diejenige Raumeinteilung mit sich, welche in dem
natiirlichsten Zusammenhange mit dem Gestinge steht
und bei der simtliche Knotenpunkte des Gestiinges gleichberechtigt
bleiben. Die Regelflichen schneiden sich nimlich zu je sechsen
in den Knotenpunkten des Gestiinges und durchdringen sich dabei
jeweils zu dreien nach vier Geraden des Gestiinges und jeweils
1) R. Sturm, Liniengeometrie 11 Teil, 1893, p. 246 ff,

11*
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zu zweien nach drel krummen Linien, die wir bald als Kegel-
schuitte erkennen werden. Diese Kegelschnitte sind in dem zu
dem Gestiinge gehorigen zerschriinkten Wiirfelgefiige die Wiirfel-
kanten, bzw. die Verbindungskurven der Mittelpunkte benach-
barter Wiirfel.

Die zustande kommende Raumeinteilung besteht aus lauter
»Letraedern®, deren Seitenfliichen Regelfliichen 2. Grades sind.
Je vier Kanten eines Tetraeders sind geradlinig und bilden ein
windschiefes Vierseit, die beiden iibrigen Kanten des Tetraeders
sind Bogen von Kegelschnitten. In jedem der gleichwertigen
Knotenpunkte treffen 3 ><8 = 24 Tetraeder zusammen. Jede ge-
radlinige Kante ist sechs Tetraedern, jede krummlinige Kante
vier Tetraedern gemeinsam. Im Falle des reguliren Wiirfel-
gefiijges geht die hier genannte Raumeinteilung in eine Raum-
erfiilllung durch gewdhuliche ebenflichige, nicht reguliire Tetra-
eder {iiber, die alle zueinander kongruent sind, und die von sechs
Ebenenbiischeln erzeugt werden, nimlich den Diagonalebenen des
regulidren Wiirfelgefiiges. Bei der Zerschriinkung des Gestiinges
wird gleichzeitig das ebenfliichige Tetraedergefiige in der be-
schriebenen Weise deformiert.

Auf Grund unserer vorangehenden Ausfithrungen erscheinen
die in Rede stehenden Gestiinge als die naturgemiilie Anord-
nung der Strahlen aus vier konfokalen Kongruenzen (4,2), in-
dem sie die geradlinigen Kanten der denkbar einfachsten Raum-
einteilung darstellen, welche durch die sechs in den Strahlen-
kongruenzen enthaltenen Systeme von Regelflichen 2. Grades her-
beigefithrt wird.

(Bemerkung: Indem man je vier Tetraeder, welche eine
krummlinige Nante gemeinsam haben, zusammentafit, gelangt man
zu einer Naumausfiillung durch Achtfliichner. Diese konnen als
verallgemeinerte ,Oktaeder® betrachtet werden, welche je acht
von zwel Gegenecken ausgehende geradlinige und je vier krumm-
linige Kanten besitzen.)

Ebenso wie hei den riiumlichen Geradenanordnungen mit je
drei sich schneidenden Geraden alle Regelfliichen eines Systems
durch die Geraden des Gestiinges projektiv aufeinander hezogen
werden, besteht auch bei den Gestiingen mit je vier sich schuei-
denden (eraden zwischen allen Regelfliichen 2. Grades eines der
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sechs Systeme ein kollinearer Zusammenhang. Die Projektivitit
ist hier aber von besonderer Art:

Alle Regelfliichen eines Systems haben zwel Punkte ent-
sprechend gemeinsam. DBetrachten wir beispielsweise in Figur 6
die Strahlenbischel in ¢ und & mit den Scheiteln 4 und A
Diese projektiven Strahlenbiischel fiithren auf ein System von
Regelfliichen 2. Grades, deren Krzeugende den Strahlensystemen 2
und X, angehiren. Alle Regelfliichen des genannten Systems haben
die Oktaedergegenecken 4 und A' gemeinsam. Sie werden so-
wohl durch die Strahlen von 2} als auch durch die Strahlen von
Y, kollinear aufeinander bezogen und bei diesen Kollineationen
sind fir alle Regelfliichen A4 und A’ einander selbst entsprechende
Punkte. Alle Bemerkungen gelten natiirlich analog fiir die fiinf
iibrigen Systeme von Regelfliichen 2. Grades.

Was nun die diskrete Anordnung der Erzeugenden und der
Knotenpunkte auf den einzelnen Regelfliichen 2. Grades betrifft,
so kann dieselbe unmittelbar auf die Anordnung der Geraden und
der Knotenpunkte in den Dreiecksnetzen zuriickgefiihrt werden,
welehe in den Hiufungsebenen des Gestinges liegen.

Die grundlegenden Eigenschaften dieser Dreiecksnetze haben
wir bereits auf 8. 153 besprochen. Wir fiigen hier noch folgende
Bemerkungen hinzu, welche sich anl die Anordnung der Knoten-
punkte aut den Netzgeraden beziehen:

In Iigur 7 ist eine beliebige
Netzgerade mit den auf 1hr liegen-
den Knotenpunkten N, N, Ny, N, ... - TR I
dargestellt. .1 ist ein Lckpunkt des
Dretecks der Hiufungslinien, I3 ist
der Schunittpunkt der Netzgeraden

Figur 7.

mit der 4 gegeniiberliegenden Hiutungslinie. Fiir die Anord-
nung der Knotenpunkte gilt nun stets die Beziehung

A..NN,N,.. BANA. . N,NN,.. BAA4.. NN, N,..DBusw.,
ferner auch
A NN,Ng.. BANDL..N,N,N, ... usw.

Die Punkte N hiufen sich sowohl in der Umgebung von A
wie auch in der Umgebung von B; A und 5 sind die Doppel-
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elemente fiir alle vorgenmanuten Projektivititen. Durch irgend
welche zwei Punkte N, und N, sowie die Hiufungspunkte -
und B ist die ganze Reihe diskreter Punkte linear definiert.

Ein ihnlicher Zusammenhang, auf das zweidimensionale Ge-
biet iibertragen, gilt fiir die Anordnung der Knotenpunkte des
gesamten Dreiecksnetzes: Wenn man nimlich die Ebene des Drei-
ecksnetzes auf sich selbst kollinear so abbildet, daf das Dreieck
der Hiiufungslinien das Fundamentaldreieck der Kollineation wird
und irgend ein Netzknotenpunkt D) einem beliebigen anderen
Netzknotenpunkt 1); entsprechen soll, so geht stets das gesamte
Dreiecksnetz projektiv in sich selbst tiber.

Da das Dreiecksnetz oo?Knotenpunkte umfafit, kann man
sagen:

Das gesamte Dreiecksnetz kann auf oo? verschiedene Arten
projektiv in sich selbst transformiert werden.

Was nun aber fiir die Dreiecksnetze in den Hiufungsebenen
gilt, die iibrigens alle acht untereinander kollinear sind, das gilt
in unveriinderter Weise fiir die Anordnung der Krzeugenden in
den Regelflichen 2. Grades. Jede Regelfliiche 2. Grades schneidet
das Oktaeder der singuliiren Ebenen 1. Grades nach zwei Erzeu-
genden der einen und zwei Erzeugenden der anderen Art. Diese
Erzeugenden sind Strahlen aus vier Biischeln in den Hiufungs-
ebenen und treffen sich in zwei Gegenecken des Olktaeders und
zwel Punkten auf zwei Gegenkanten des Oktaeders. Als Beispiel
betrachte man in Tigur 6 das windschiefe Vierseit A.4;A4'4q!
Die vier in den Hiufungsebenen liegenden Erzeugenden sind
Hiufungslinien fiir die Anordnung der iibrigen dem Gestiinge
angehorenden Erzeugenden auf der betreffenden Regelfliiche. Das
durch die Erzeugenden des Gestiinges auf der Regelfliche ge-
bildete Netz windschiefer Vierseite ist auf oc?fache Art in sich
selbst projektiv transformierbar derart, dafi dabei stets die Hiiu-
fungserzeugenden sich selbst entsprechende Elemente der Projek-
tivitdt sind.

In Figur 7 ist der hyperbolische Fall bevorzugt, bei dem die
Doppelelemente 4 und I reell sind.

Daneben existiert der elliptische Fall mit konjugiert imagi-
ndren Hiufungspunkten. [lier konnen die Punkte N; eine end-
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liche in sich zuriicklaufende Gruppe bilden, eine sogenannte ,zy-

klische Projektivitit“. Die Punktanordnung ist projektiv zu einer

Rethe gleichabstindiger Puankte auf einem Kreise. Xin Beispiel

bildet die Knotenpunktreihe auf jeder Erzeugenden eines Dreh-

hyperboloids, auf dem durch gleichabstiindige Erzeugende beider

Arten ein windschiefes Vierseitnetz gebildet ist.

Wenn die beiden Punkte 4 und I3 zusammenfallen, im para-
bolischen Falle, bilden die Punkte N; eine unendliche Reihe und
folgen, wenn der Hiufungspunkt ins Unendliche verlegt wird, in
gleichen Abstiinden aufeinander.

Bel den ebenen Dreiecksnetzen, deren Umhiillende in einen
Kegelschnitt und in einen singuliiren Punkt zerfillt (vgl. S. 135,
FFufinote 1, p. 151, IX, X, XI) treten alle drei Arten von Puunkt-
anordnungen auf, wie wir sie eben besprochen haben. Die Kegel-
schnitt-Tangenten tragen Punktanordnungen des hyperbolischen
Typus, wenn der singuliire Punkt auBerhalb des Kegelschnitts
liegt (X1), bzw. Punktanordnungen des parabolischen oder ellip-
tischen Typus, wenn der singuliire Punkt auf dem Kegelschnitt (X)
oder 1m Inneren desselben (IX) gelegen ist.

Zusammenfassend stellen wir fest:

Satz 6: In jedem Geradengestinge sind sechs Systeme von
Regelfliichen 2. Grades enthalten. Sie bewerkstel-
ligen eine Raumeinteilung in lauter ,Tetraeder® mit
gekriimmten Seitenfliichen. Diese kann als Zer-
schrinkung derreguliiren Raumerfiillung aus lauter
kongruenten ebenflichigen Tetraedern aufgefalit
werden, wie sie von den Diagonalebenen eines regu-
liiren Wiirfelgefiiges gebildet wird. Je vier Kanten
eines krummflichigen Tetraeders sind geradlinig,
die heiden iibrigen Kanten sind Kegelschnitthdgen.

Alle Regelfliichen 2. Grades eines Systems haben
zweiGegenecken des Oktaedersdersinguliren Ebenen

1. Grades gemeinsam und sind durch die Geraden des

Gestiinges in doppelter Weise projektiv so aufein-

ander bezogen, dali die Oktaedergegenecken und

nur diese beiden Punkte sich selbst entsprechen. Die

Anordnung der einzelnen Erzeugenden auf einer

Regelfliche hat die vier Erzeugenden in den Hiu-
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fungsebenen des Gestiinges zu Hiufungslinien. Das
von den Erzeugenden einer Regelfliche gebildete
Netz windschiefer Vierseite kann durch oo? Kolli-
neationen in sich selbst transformiert werden, wo-
bel stets die Hiufungserzeugenden Doppelelemente
der Projektivitit sind.

Die Unterteilung des Gestanges.

Nachdem wir die diskrete Anordnung der Knotenpunkte und
der Erzeugenden auf den Regelfliichen 2. Grades diskutiert haben,
sind wir unmittelbar in der Lage, die Unterteilung des Gestiinges
durchzufithren. Erst dureh die Erledigung der Unterteilung be-
kommen dann die Kanten und Seitenflichendiagonalen der zer-
schriitnkten mit dem Gestiinge verkniipften Wiirfelgefiige einen
wohldefinierten Sinn.

Die Unterteilung liuft lediglich darauf hinaus, die Knoten-
punktreihen, deren Gesetzmiiiigkeiten wir aunf S. 165 studiert
haben, zu unterteilen, oder was das nimliche 1st, die speziellen
Dreiecksnetze in den Hiufungsebenen zu verengern. Wenn wir
die Unterteilung auf dem Wege der fortgesetzten Ialbierung
bewerkstelligen, so handelt es sich um lauter Aufgaben 1. und
2. Grades!). Dadurch kommt wieder in deutlicher Weise zum
Ausdruck, da die riiumlichen Gestiinge grundsitzlich einfacher
sind als die allgemeinen ebenen Dreiecksnetze. Bei den letzteren
ist das Problem der fortgesetzten Halbierung vom 6. Grade, wih-
rend bei den Gestiingen und den besonderen in ihren Hiufungs-
ebenen liegenden Dreiecksnetzen die fortgesetzte Halblerung ledig-
lich mit Hilfe des Zirkels und Lineals geleistet werden kann.

Durch fortgesetzte Unterteilung eines vorgegebenen Gestiinges
gelangt man zu einer unendlich engmaschigen Geradenanordnung.

Zusammengefait bekommen wir folgenden Satz:

Satz 7: Die Unterteilung einer Geradenanordnung mit je
vier sich schneidenden Geraden kann auf dem Wege
sukzessiver Halbierung mit [lilfe des Lineals und
Zirkels geleistet werden.

1) H. Graf, Einteilune der Ibene in Dreiecke usw., Diss., Miinchen,
Technische Hochschule, 1925.
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Die mit dem Gestéange verkniipfte raumliche Konfiguration
von Kegelschnitten.

Durch fortgesetzte Unterteilung eines vorgegebenen Gestinges
entstehen auf allen Regelflichen 2. Grades infinitesimale Vierseit-
netze. Schon friither haben wir gelegentlich (vgl. S. 166) erwiihnt,
dafi ein projektiver Sonderfall der auf den Regelfliichen vorlie-
genden Vierseitnetze durch das Netz gleichabstiindiger Erzeugender
beider Arten auf einem Drehhyperboloid repriisentiert wird, Die
Diagonalkurven dieses Netzes sind Kreise mit gemeinsamen un-
endlich fernen Punkten und kongruente Hyperbeln, welche sich
auf der Drehachse in einem imaginiren Punktepaar schneiden.
Ausgehend von diesem metrischen Beispiel ergibt sich allgemein,
dali die auf den Regelflichen eines Gestiinges liegenden Vierseit-
netze als Diagonalkurven lauter Kegelschnitte haben, welche sich
zu zwel Gruppen zusammenfassen lassen, die jeweils ein Punkte-
paar gemeinsam haben.

Wir fragen nun nach der anschaulichen Bedeutung, welche
den Diagonalkegelschnitten in dem Gestiinge und den damit ver-
kniiptten Wiirfelgefiigen zukommt:

In jedem Kunotenpunkt treffen sechs Regelflichen zusammen.
Diese schneiden sich, wie wir schon vorne (vgl. 8. 163) gesehen
haben, zu je dreien nach vier Geraden und zu je zweien nach
dret krummen Linien. Diese krummen Linien bilden drei Mannig-
faltigkeiten von den hier erdrterten Diagonalkegelschnitten. Aufer-
dem laufen in jedem Knotenpunkt noch sechs weitere Diagonal-
kurven zusammen, welche insgesamt sechs weitere Mannigfaltig-
keiten von Kegelschnitten bilden.

Die drei ersten doppelten Kegelschnittmannigfal-
tigkeiten, die wir kurz als Negelschnittkongruenzen bezeichnen,
sind identisch mit den krummlinigen Kanten der zerschriinkten
Wiirfelgetiige und den Verbindungskurven der Mittelpunkte be-
nachbarter Wiirfel oder, was das niimliche bedeutet, mit den krumm-
linigen Kanten des auf S. 164 auseinander gesetzten zerschrinkten
Tetraedergefiiges. Wir haben jetzt nachtriiglich erkannt, da& es
sich bel diesen Kurven tatsiichlich um Kegelschnitte handelt, wie
wir dies frilher ohne Beweis behauptet hatten. Jede der drei
Kegelschnittkongruenzen hat ein Paar Gegenecken des Oktueders
der Hiufungsebenen als zwel feste Grundpunkte.
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Die sechs iibrigen Kongruenzen der Diagonalkegel-
schnitte sind diejenigen Kurven, welche im reguliren Wiirfel-
gefiige den sechs Biindeln der geradlinigen Diagonalen in den
Seitenquadraten der Wiirfel und der Parallelen durch die Wiirfel-
mittelpunkte entsprechen. Jede dieser sechs Kegelschnittkongru-
enzen kann in einer einfachen Reihe von einfachen Mannigfaltig-
keiten angeordnet werden derart, dali jede Mannigfaltigkeit zwel
feste Grundpunkte auf zwel Gegenkanten des Oktaeders der Hiu-
fungsebenen besitzt. Die sechs Paare von Gegenkanten des Okta-
eders erscheinen so als Brenmnlinien fiir die sechs Kegelschnitt-
kongruenzen.

Dieneun Kongruenzen von Kegelschnitten zusammen-
genommen bilden die nimliche Konfiguration wie im
reguliren Falle die drei Biindel der Wiirfelkanten und
die sechs Biindel der Diagonalen in den Wiirfelseiten-
quadraten samt den Parallelen zu allen diesen Geraden
durch die Wiirfelmittelpunkte. In jedem Knotenpunkte des
Gestiinges, d. 1. in jedem Wiirfelmittelpunkt und in jeder Wiirfel-
ecke, treffen demnach neun Kegelschnitte zusammen. Aufier-
dem schneiden sich noch je drei Kegelschnitte in gewissen anderen
Punkten. In jedem ,Mittelpunkt® der Wiirfelseitenflichen und
in jedem ,Mittelpunkt* einer Wiirfelkante begegnet niimlich ein
Kegelschnitt der drei ersteren Kongruenzen zwei Kegelschnitten der
sechs letzteren Kongruenzen. Weitere Schnittpunkte gibt es nicht,
abgesehen natiirlich von den Kanten und Hckpunkten des Hiiu-
fungsoktaeders, welche fiir die Kegelschnittkongruenzen singuliire
Orter darsellen.

Betrachten wir noch die Seitenflichen des zerschriinkten Wiirfel-
gefiiges. Jede dieser Flichen enthiilt zwei Kegelschnittsysteme
der ersten Art und zwei Kegelschnittsysteme der zweiten Art.
Die vier Kegelschnittsysteme bilden auf der I'liche eine Kon-
figuration, welche den geradlinigen Mébiusschen Netzen in der
Ebene analog ist. Im reguliren Falle, in dem die Seitenflichen
eben werden, gehen in der Tat die auf thnen ausgebreiteten Kegel-
schnittnetze in geradlinige Mobiussche Netze iiber.

Weiter wollen wir auf die Higenschaften der Seitenfliichen
nicht eingehen. Lediglich auf die Tatsache sei aunfmerksam ge-
macht, dab unter der Gesamtheit der Flichen, zu denen sich die
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Wiirfelseiten zusammensetzen, die Brennfliiche, die Umbhiillende
des Gestiinges, als Grenzfall enthalten ist, in ihnlicher Weise,
wie bei den ebenen Dreiecksnetzen die umhiillende Kurve 3. Klasse
zu der Gesamtheit der Diagonalkurven gehort.
Alle diese Ergebnisse stellen wir in folgendem Satz zusammen:
Sat: 8: Beil der Zerschrinkung eines reguliren Wiirfel-
gefiiges, bet derlediglich die vier Systeme von Haupt-
diagonalen geradlinig bleiben, gehen die drei Biindel
von Wiirfelkanten und ihre Parallelen durch die
Wiirfelmittelpunkte in drei Kongruenzen von Kegel-
schnitten iiber, welche jeweils ein Paar von Gegen-
ecken des Hiufungsoktaeders als feste Grundpunkte
besitzen. Ferner werden die sechs Systeme von Dia-
gonalen in den Seitenquadraten der Wiirfel und ihre
Parallelen durch die Wiirfelmittelpunkte bei der Zer-
schrinkung deformiert in sechs Kegelschnittkon-
gruenzen, welche die sechs Paar Gegenkanten des
Hiufungsoktaeders zu Brennlinien haben.

Die neun diskreten Mannigfaltigkeiten von Kegel-
schnitten bilden zusammen eine merkwiirdige rdum-
liche Konfiguration, bei der durch jeden Knoten-
punktdesGeradengestingesneunund nurneun Kegel-
schnitte hindurchgehen. Zwischen je zwel der-
artigen Knotenpunkten liegt auf den verbindenden
Kegelschnitten jeweils noch ein Punkt, in dem drei
und nur drei Kegelschnitte zusammentreffen.

DieSeitenfliichen der zerschriinkten Wiirfel haben
die hbemerkenswerte Eigenschaft, dafi sie vier Kegel-
schnittmannigfaltigkeiten tragen, welche idhnliche
Verkniipfungsverhiiltnisse aufweisen wie die gerad-
linigen Mobiusschen Netze in der Ebene.

Eine weitere auffallige Eigenschaft der zerschrinkten ,Wirfel®.

Zum Schlusse besprechen wir noch eine auffillige Eigen-
schaft der Anordnung der Eckpunkte der zerschrinkten Wiirfel.
Der denkbar weitestmaschige Wiirfel hat die Punkte D, D’;
PP Q, Q% R, I (vgl. Figur 6, S.155) zu Kckpunkten und I/ als
Diagonalenschnittpunkt. Nun kann man leicht einsehen, daB die
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zwolf geradlinigen Sehnen der krummen Kanten dieses Wiirfels

sich nicht zu windschiefen, sondern zu sechs ebenen Vierseiten

zusammensetzen. Die zwolf Sehnen schneiden sich zu je vieren
in drei Punkten der drei Verbindungsgeraden der Gegenecken des

Hiufungsoktaeders.

Da die Knotenpunktreihen auf den vier durch 27 laufenden
Geraden des Gestinges zueinander perspektiv sind, miissen auch
fir alle engeren Wiirfel mit 1/ als Diagonalenschnittpunkt die
Sehnen der krummlinigen Kanten durch die nimlichen eben er-
withnten drei Punkte auf den Verbindungslinien der Gegenecken
des Hiufungsoktaeders hindurchgehen. Ebenso bilden die Sehnen
der krummlinigen Kanten aller Wiirfel mit einem anderen gemein-
samen Diagonalenschnittpunkt drei Biindel, deren Mittelpunkte
drei i. a. von den vorerwiihnten verschiedene Punkte auf den Ver-
bindungslinien der Oktaedergegenecken sind.

Wenn wir in irgend einem Wiirfel die krummlinigen Kanten
durch die geradlinigen Sehnen ersetzen, so ergilit sich ein Sechs-
flichner, der kollinear auf einen reguliren Wiirfel bezogen wer-
den kann.

Zusammenfassend haben wir folgenden Satz:

Satz 9: Die acht Eckpunkte eines zerschrinkten Wiirfels
konnen stets projektiv auf die acht Eckpunlkte eines
reguliren Wiirfelsbezogen werden; je vier Eckpunkte
liegen in einer Ebene und je vier Sehnen der krumm-
linigen Kanten schneiden sich in einem Punkt.

DieSehnen der krummen Kanten aller zerschriink-
ten Wiirfel mit gemeinsamem Diagonalenschnitt-
punkt liegen in drei Biindeln, deren Mittelpunkte
denVerbindungslinien der Gegenecken des Hiaufungs-
oktaeders angehoren.

(Zusatz: Im Anschluf an den Zusatz auf S. 156 erwiihnen
wir folgenden aus Satz 9 flieBenden stereometrischen Satz:

Die Schwerpunkte der acht Seitendreiecke eines
beliebigen Oktaeders mit windschiefen Gegenkanten
liegen zu je vieren in sechs Ebenen und bilden die
EckeneinesParallelflachs,dessen Kantenzujevieren
den Hauptdiagonalen des Oktaceders parallel sind.)
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Da die acht Punkte DD’ PP'; @Q'; RRE' (Figur 6) kol-
linear in die lickpunkte eines Wiirfels deformiert werden konnen,
ergibb sich aus Satz 9 noch diese Folgerung:

Satz 10: Ein Gestinge mit je vier sich schneidenden Ge-
raden kann stets projektiv so transformiert werden,
dafi die vier von einem bestimmten, aber beliebig
withlbaren Knotenpunkt auslaufenden Geraden wie
die Hauptdiagonalen eines reguliiren Wiirfels gegen-
seitig liegen und koungruente Knotenpunktreihen
tragen, die zu dem gemeinsamen Mittelpunkt sym-
metrisch angeordnet sind. Eine durchgingige vier-
fach symmetrische Anordnung der gesamten Gestinge
lift sich i. a. nicht erzielen.

§ 4.

Beispiele von Geradenanordnungen mit je vier sich schneidenden
Geraden.

1. Zuniichst betrachten wir ein vierfach symmetrisches Ge-
stiinge it lauter reellen Hiufungsebenen (hyperbolischer
I"all): Die Anordnung der Knotenpunkte auf allen Geraden ist
eine hyperbolische (8. 166).

Das Oktaeder der Hiufungsebenen ist regulir angenommen
und die Schwerpunkte der acht Seitendreiecke sind als Anfangs-
knotenpunkte fiir die Dreiecksnetze in den Hiufungsebenen ge-
wihlt. Daher sind diese Netze dreifach symmetrisch, ebenso wie
das in unserer schon mehrfach zitierten Arbeit abgebildete Netz1).

Die Dreiecksnetze in den gegeniiberliegenden Hiufungsebenen,
welche die Cremonaschen quadratischen Verwandtschaften defi-
nieren, schneiden sich jeweils in der unendlich fernen Geraden
und haben keinen Punkt entsprechend gemeinsam. Durch unsere
Krzeugungsweise entstehen also vier konfokale Kongruenzen (4,2),
wie wir es in § 2 auseinander gesetzt haben.

In Figur 8 sind die acht um den Schwerpunkt 2 des Okta-
eders herumliegenden zerschriinkten Wiirfel dargestellt. Die Wiirfel-

) H. Graf und R. Saner, Uber dreifache Geradensysteme usw., Sitzgsb.
d. bayer. Akad. d. Wiss., math.-nat. Abtg., 1924, p. 148, VIIL
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diagonalen, welche das Geradengestiinge bilden, sind ausgezogen,
die Kegelschnittbogen, welche als Kanten zu den zerschriinkten
Wiirfeln gehoren, sind gestrichelt gezeichnet.

Figur &

Die vier von B ausgehenden Geraden tragen kongruente
und hinsichtlich M symmetrische Knotenpunktreihen und liegen
gegenseitig so, wie die Diagonalen eines reguliven Wiirfels (vgl.
Satz 10, S. 173). Die vierfache Symmetrie ist in dem vorliegen-
den Beispiel nicht auf die vier von M auslaufenden Geraden be-
schriinkt, sondern gilt fiir den gesamten Aufbau des Gestiinges
in Beziehung zu den vier in M sich treffenden Geraden. Daf
diese Symmetrie erreicht werden kann, ist eine I'olge der speziellen
Wahl der Anfangsbedingungen.

Da die drei Verbindungslinien der Gegenecken des Hiufungs-
oktaeders in unserem speziellen Falle sich schneiden und dieser
Schnittpunkt als Anfangsknotenpunkt M gewiihlt wurde, so
sind auch die sechs singuliren Ebenen 2. Grades anschaulich ge-
macht: Die sechs Regelflichen 2. Grades, die in M zusammen-
treffen, klappen in ebene Vierecksnetze zusammen, welche von
den Tangenten an sechs kongruente Kegelschnitte gebildet werden.
Diese Kegelschnitte, lings denen die singuliren Ebenen 2. Grades
die Brennfliche beriihren, liegen mitsamt der ganzen Brennfliche
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aufierhalb des von den Hiufungsebenen begrenzten reguliren Ok-
taeders. Das Innere des Oktaeders kann daher vollstindig von
dem Gestiinge ausgefiillt werden.

Aus Symmetriegriinden sind die neun von I ausgehenden
Diagonalkegelschnitte (vgl. S. 169) zu Geraden ausgeartet; ins-
besondere sind also die drei von M ausgehenden Kanten des
Wiirfelgefiiges geradlinig und fallen zusammen mit den drei Ver-
bindungslinien der Gegenecken des Hiufungsoktaeders.

Betrachtet man dasjenige zu dem vorgegebenen Gestiinge
gehorige Wiirfelgefiige, welches die Wiirfelecken des in Figur 8
dargestellten Geftiges zu Wiirfelmittelpunkten hat, so sind die
simtlichen Sehnen zu den krummlinigen Kanten aller Wiirfel mit
dem gemeinsamen Diagonalenschnittpunkt M parallel zu den drei
Verbindungslinien der Gegenecken des Hiufungsoktaeders und
bilden regulire Wiirfel mit A als gemeinsamem Mittelpunkt.

2. Als weiteres Beispiel geben wir ein drehsymmetrisches
Gestinge mit lauter imaginiren Hiufungsebenen (elliptischer
Fall): Die Anordnung der Knotenpunkte auf den Geraden ist
eine elliptische und bildet eine zyklische Projektivitiit (vgl. S. 165).

Zwei beliebige einschalige Drebhyperboloide @ und @' mit
gememsamem Mittelpunkt und gemeinsamer Drehachse werden
durch die gleiche Anzahl gleichah-
stiindiger Erzeugender heider Arten
mit Netzen windschiefer Vierseite ither-
deckt, und zwar so, dali unter den
DiagonalkurvenderVierseitnetze beide-
male der Kehlkreis enthalten 1st, und
dal3 die Diagonalhyperbeln beiderVier-
seitnetze paarweise in den nimlichen
Meridianebenen liegen.

Die Vierseitnetze werden projek-
tiv aufeinander bezogen in zweifacher
Weise derart, dab den Punkten A, D5,
(... des einen Kehlkreises die Punlte
A, B, C oo bhewe A, B, Oy L
des anderen NWehlkreises entsprechen

Figur 9.

(Figur 9) und dab in beiden Kollineationen die gleichen Scharen
der lrzeugenden einander zugeordnet werden. A, A4,, ebenso
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B, B,, ferner C,, C, usw. liegen jeweils symmetrisch zu der
Meridianebene durch 4 bzw. B, bzw. C usw. Bei den eben defi-
nierten Projektivititen sind beide Systeme von Diagonalkurven,
nimlich sowohl die Breitenkreise wie auch die Meridianhyperbeln,
auf @ und ¢’ einander homolog und insbesondere haben die Breiten-
kreise auf beiden Hyperboloiden ihre zwei unendlich fernen Punkte
entsprechend gemeinsam. Andere entsprechend gemeinsame Punkte
sind nicht vorhanden. Die Verbindungslinien PP, und PP, der
entsprechenden Knotenpunkte der auf doppelte Weise kollinear
bezogenen Flichen @ und @ sind demnach in zwei Kongruenzen
(4,2) enthalten (vgl. S. 167, Satz 6)*).

Betrachten wir diese Verbindungslinien PP, bzw. P P,, welche
zu je zweien von den Knotenpunkten auf @ ausgehen, die lings
eines Breitenkreises aufeinander folgen! Alle diese Geraden bilden
die Erzeugenden beider Arten eines Drehhyperboloids, weil stets
die beiden von einem Knotenpunkt von & ausgehenden Verbin-
dungsstrahlen PP und PP, symmetrisch liegen zu der Meridian-
ebene durch den betreffenden Kuotenpunkt . So entstehen auf
allen Verbindungsstrahlen PP, und PP, Reihen von Punkten, in
welchen je zwei Verbindungsstrahlen sich schneiden und welche
eine zyklische Projektivitit bilden. Die Punkte sind also gerade
so angeordnet, wie es in der Theorie der Gestinge verlangt wird
(vgl. S. 166). In der Tat iiberzeugt man sich, dafi durch jeden
Schnittpunkt zweier Verbindungsstrahlen jeweils noch zwel weitere
Gerade so gelegt werden konnen, dal insgesamt eine zerschriinkte
Geradenanordnung mit je vier sich schneidenden Geraden schliefi-
lich entsteht.

Das gesamte Gestiinge ist drehsymmetrisch und auflerdem
noch symmetrisch in Bezug auf die gemeinsame Kehlkreisebene
von @ und @'. Es wird durch eine endliche Anzahl von Geraden
zum Abschluf gebracht.

Wir diskutieren nun die sechs Systeme von Regelfliichen
2. Grades, die in dem Gestiinge enthalten sind:

Ein erstes System S; von Regelfliichen besteht aus koaxialen
Drehhyperboloiden, deren Erzeugende die Verbindungslinien PP,
und PP, sind, und welche mit @ und @’ je zwei Breitenkreise

1) Vgl. auch R. Sturm, Liniengeometrie II. Teil, 1893, p. 294.
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gemeinsam haben. Unter der diskreten Folge dieser Drehhyper-
boloide ist stets die Kehlkreisebene als Ausartung enthalten, und
falls die Zahl der Knotenpunkte lings einer Kizeugenden eine
gerade Zahl ist, auch die unendlich ferne Ebene. Die Geraden
des Gestiinges in diesen zwei Ebenen umbhiillen je einen Kreis und
bilden zusammen mit den Biischeln von Kreisdurchmessern zwet
Dreiecksnetze (vgl. S. 187, Figur 14). Die beiden genannten
Ebenen werden von der Brennfliche nach den eben erwiihnten
Kreisen beriihrt. Je zwei Drehhyperboloide des Systems S, gehen
durch Spiegelung an der Kehlkreisebene ineinander iiber.

Ein zweites System S, von Regelfliichen wird von koaxialen
und konzentrischen Drehhyperboloiden gebildet. Die Erzeugenden
sind die dritten und vierten Geraden, welche durch die Schnitt-
punkte der Verbindungslinien entsprechender Punkte von @ und @’
gelegt wurden. Zu diesem Regelflichensystem gehdren insbe-
sondere @ und 9 selbst.

Die vier weiteren Systeme S,, S,, S5, S; von Regelfliichen
2. Grades ergeben sich, wenn man die Verbindungslinien PP,
bzw. die Verbindungslinien PP, lings der Erzeugenden der einen
oder der anderen Art auf @ und @ hingleiten lifit. Alle Regel-
flichen aus einem dieser vier Systeme sind kongruent und gehen
ineinander iiber durch Drehung um die Symmetrieachse des Ge-
stinges. Die Systeme S; und S, sind zueinander symmetrisch,
ebenso die Systeme S; und S;.

Die Flichen der Systeme S, und S, haben zwei imaginire
Kreispunkte entsprechend gemeinsam. Die Flichen der Systeme S,
und S, haben zwel imaginiire Punkte auf der Drehachse des Ge-
stinges entsprechend gemein, zwei andere imaginiire Punkte auf
der Drehachse haben schliefilich auch die Flichen der Systeme S;
und S; entsprechend gemeinsam. Die sechs genannten Punkte, von
denen vier in gerader Linie liegen, bilden die Eckpunkte des aus-
gearteten Hiufungsoktaeders. Alle Hiiufungsebenen sind imaginir.

In dem in Figur 10 dargestellten Beispiel sind auf @ und @’
Jje drei Erzeugende beider Arten gezeichnet. Dadurch entsteht
das denkbar weitestmaschige Gestinge. Es umfatit 36 gerade
Linien, die sich zu vieren in 27 Knotenpunkten schneiden. Die
jewells zum nimlichen Strahlensystem gehorenden neun Geraden
sind ausgezogen bzw. gestrichelt bzw. punktiert bzw. strich-

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg, 1926, 12
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punktiert. Jede Gerade trigt drei Knotenpunkte. Aus der Ge-
radenanordnung lassen sich 18 Regelfliichen 2. Grades heraus-
greifen, je drei fiir jedes der sechs Systeme. Eine der Regel-
fliichen ist in die IKehlkreisebene zusammengeklappt. Besonders
sei darauf aufmerksam gemacht, daf siimtliche Geraden und Knoten-
punkte des Gestiinges in der Figur angegeben sind.

Figur 10,

Withrend in dem diskutierten und in Figur 10 dargestellten
Beispiel die sechs Eckpunkte des Hiufungsoktaeders eine sehr
spezielle Lage haben, indem vier von ithnen in gerader Linie liegen,
kann das allgemeinste Gestiinge mit lauter imaginiren Kclkpunkten
des Hiufungsoktaeders nach projektiver Umformung stets dadurch
erzeugt werden, daB man zwel allgemeine einschalige Hyper-
boloide @ und @ in #dhnlicher Weise aufemander doppelt projektiv
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bezieht wie @ und @’ in dem speziellen drehsymmetrischen Bei-
spiel. Die Vierseitnetze auf @ und @’ sollen jeweils ein System
von Kreisschnitten als das eine System von Diagonalkurven haben
und diese beiden Kreissysteme auf @ und @ sollen in dem ndm-
lichen Parallelebenenbiischel liegen. Die beiden unendlich fernen
Punkte der Diagonalkreise sind als die beiden einzigen sich selbst
entsprechenden Punkte hei den beiden Kollineationen zwischen
& und 9’ einzufithren. Das jeweils zweite Diagonalkurvensystem
besteht aus Hyperbeln. Die Knotenpunktreihen auf den Diagonal-
kreisen von @ und ¢’ miissen so angeordnet sein, daf sie jeweils
durch parallele Kreisdurchmesser ausgeschnitten werden.

2a. Statt noch auf Ubergangsbeispiele zwischen dem rein
hyperbolischen Gestiinge des 1. Beispiels und dem rein elliptischen
Gestiinge des 2. Beispiels einzugehen, wollen wir noch kurz einen
sehr speziellen elliptischen Fall erwiihnen, bei dem die das Ge-
stiinge enthaltenden Kongruenzen (4,2) ausgeartet sind.

Kin einschaliges Drehhyperboloid @ wird durch die gleiche
Anzahl gleichabstiindiger Erzeugender beider Arten mit einem
Netz windschiefer Vierseite iiberdeckt.
Jedem Knotenpunkt I werden vier Knoten-
punkte I, I’;, P, P, zugeordnet, indem
man von I’ zuniichst in der Kreisdiago-
nale des Vierseitnetzes um stets m halbe
,notenpunktsabstinde” nach rechts und
links und dann in den Diagonalhyperbeln
um stets » halbe ,Knotenpunktabstinde®
nach oben und unten vorwiirts schreitet.
Die Zuordnung ist in Igur 11 schema-

tisch angedeutet. Die ausgezogenen Ge-
raden hezeichnen die Erzeugenden, die
punktierten Linien die Diagonalkurven.

Das Drehhyperboloid @ wird auf die Hagts L.
angegebene Weise durch vier Kollinea-

tionen in sich selbst transformiert, wobei jedesmal die vier ima-
giniiren Erzeugenden, die sich in den unendlich fernen Punkten
des Kehlkreises und in den imaginiiren Punkten auf der Achse
des Drehhyperboloids schneiden, die sich selbst entsprechenden

Tundamentalelemente sind.
12¢
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Die Gesamtheit aller Verbindungslinien PP,, PP,, PP, PP,
ergibt eine Gruppe von Schnittpunkten, in denen je zwei Gerade
zusammentreffen. Durch diese Schnittpunkte konnen iihnlich wie
im 2. Beispiel jeweils noch zwei weitere Gerade so gelegt werden,
daB insgesamt ein Gestiinge entsteht mit je vier sich schneidenden
Geraden. In den Knotenpunkten von @ selbst treffen jedoch stets
sechs Gerade zusammen. Dadurch, dai neben den Knotenpunkten
mit je vier sich schneidenden Geraden noch Knotenpunkte mit je
sechs sich schneidenden Geraden existiel'én, unterscheidet sich das
in Rede stehende Gestinge in charakteristischer Weise von den
bisher besprochenen Geradenanordnungen. Das gesamte Gebilde
erscheint gewissermabien als ein zusammengestecktes Gefiige von
zwel Gestiingen mit je vier sich schneidenden Geraden.

Das besprochene Geradengefiige bietet dadurch ein gewisses
Interesse, daB es im Gegensatz zu den allgemeinen von uns unter-
suchten Gestiingen zu sich selbst dual deutbar ist. KEs kann
aufgefait werden als eine Anordnung von Geraden, von denen je
vier in einer Ebene liegen. Die Tangentialebenen von @ dagegen
enthalten je sechs Gerade des (estiinges. Natiirlich ist auch die
Entstehungsweise der Geradenanordnung dual iibertragbar; die
Geraden PP, PP, PP, PP, sind nicht nur die Verbindungs-
linien homologer Punkte, sondern auch die Schnittlinien homo-
loger Ebenen in vier Kollineationen, durch die @ in sich selbst
transformiert wird.

Das Gestiinge ist symmetrisch zur Kehlkreisebene von @ und
drehsymmetrisch. Die Drehachse und die unendlich ferne Ge-
rade der Kehlkreisebene von & sind in ihrer Beziehung zu dem
Gestiinge einander durchaus gleichwertig.

3. Angedeutet wenigstens sei noch der Fall, wenn Gegen-
ecken des Hiufungsoktaeders zusammenfallen (parabolischer
Fall). Dann haben die Regelfliichen 2. Grades durch die beiden
zusammenfallenden Gegenecken diesen Punkt und in ihm eine
Tangente entsprechend gemeinsam. Die Anordnung der Knoten-
punkte auf den Erzeugenden dieser Regelfliichen ist eine para-
bolische (vgl. S. 167); anstelle der je vier Hiufungserzeugenden
der Regelflichen treten je zwei jeweils doppelt zu rechnende Er-
zeugende, welche von dem sich selbst entsprechenden Punkte
ausgehen.
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§ 5.

Die Geradenanordnungen mit je sechs sich schneidenden Geraden.

In den bisherigen Untersuchungen wurden die Zerschrin-
kungen der reguliiren Gestiinge mit je drei und je vier sich schnei-
denden Geraden besprochen. Um nun zu Geradenanordnungen zu
gelangen, in deren gleichberechtigten Knotenpunkten mehr als
vier Gerade sich schneiden, gehen wir wiederum von einem zer-
schrinkten Wiirfelgefiige aus und verlangen, dafi aufier den vier
Systemen von Raumdiagonalen noch weitere Geradensysteme auf-
treten. So kdnnen wir in naheliegender Weise fordern, dak noch
Systeme von Seitendiagonalen oder Systeme von Kanten der ,, Wiirfel
bei der Zerschrinkung als gerade Linien erhalten bleiben.

Wenn wir zuniichst nur ein weiteres System von geraden
Linien zu den vier Systemen der Raumdiagonalen dazu nehmen,
gelangen wir zu Gestingen mit je fiinf sich schneidenden
Geraden. Schon in der Einleitung wurde klar gestellt, dak die
Geradenanordnungen mit je fiinf sich schneidenden Geraden keinen
reguliiren oder halbreguliren Grundtypus besitzen. Sie gehdren
also nicht zum eigentlichen Gegenstande unserer Untersuchungen.
‘Wir beschriinken uns infolgedessen darauf, nur einige wesentliche
Tatsachen iiber diese Gestiinge mitzuteilen:

Je nachdem wir als fiinftes System von Geraden ein System
von Seitendiagonalen oder ein System von Kanten der , Wiirfel®
einfithren, — wobel immer die ,Parallelen® durch die ,Mittel-
punkte® der ,Wiirfel“ mitzurechnen sind —, ergeben sich zwei
verschiedene Typen von Geradenordnungen mit je fiinf sich schnei-
denden Geraden.

Beim ersten Typusist neben den vier Systemen der Haupt-
diagonalen der ,Wiirfel* noch ein System von Seitendiagonalen
geradlinig. Hier tritt ein System von Ebenen auf, in denen
von Geraden des Gestiinges besondere Dreiecksnetze erzeugt werden.
Ein Gestiinge dieser Art ergibt sich als Ausartung des auf S.175 ff.
beschriebenen Beispiels: Die Drehhyperboloide @ und 9 miissen
so gewihlt sein, daf ihre in der gleichen Ebene liegenden Meri-
diane zueinander affin sind, wobei die gemeinsame Drehachse der
Hyperboloide Affinititsachse und die dazu senkrechte Richtung
Affinititsrichtung ist. Die Regelflichen 2. Grades des Systems S,
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arten in parallele Ebenen aus. Die in diesen Ebenen liegenden
Geraden des Gestinges sind Tangenten an Kreise. Wenn man als
fiinftes Geradensystem die Durchmesser dieser Kreise einfiihrt,
welche die Netze der Kreistangenten zu Dreiecksnetzen ergiinzen,
so ergibt sich ein Gestiinge des ersten Typus mit je fiinf sich
schneidenden Geraden.

Beim zweiten Typus wird neben den vier Systemen von
Raumdiagonalen noch ein System von Kaunten des Wiirfelgefiiges
geradlinig angenommen. Ks treten hier zwei Systeme von
Ebenen auf, in denen von Geraden des Gestéinges gebildete be-
sondere Dreiecksnetze liegen. Ein einfaches Beispiel ergibt sich
folgendermatien: Auf einem Drehparaboloid wird durch zwei Sy-
steme paralleler und kongruenter Parabeln ein Vierecksnetz her-
gestellt, welches sich in der Richtung der Drehachse des Para-
boloids als Quadratnetz projiziert. Zieht man in jedem Knoten-
punkt des Vierecksnetzes die beiden Tangenten der dort sich treffen-
den Parabeln und auBierdem durch diese I{notenpunkte und die
Schnittpunkte der Tangenten die Durchmesser des Paraboloids,
so erhiilt man ein Gestinge des zweiten Typus. Die in dem
Gestinge enthaltenen Ebenen tragen Dreiecksnetze, die von Tan-
genten und Durchmessern einer Parabel erzeugt werden.

Wir kehren nun zu unserem Thema zuriick und untersuchen,
‘wie wir zu den Zerschriinkungen der in der Einleitung ange-
gebenen halbreguliren Gestinge mit je sechs sich schnei-
denden Geraden gelangen konnen.

Wenn wir zu den vier Systemen der Raumdiagonalen noch
zwei Systeme von Kanten samt den ,Parallelen® durch die Dia-
gonalenschnittpunkte als gerade Linien einfithren, erhalten wir
Gtestinge mit je sechs sich schneidenden Geraden. Dali diese

Gestiinge die Zerschriinkungen des in der Einlei-

D‘ tung besprochenen reguliren Typus der Geraden-

/~— /v i anordnung mit je sechs sich schneidenden Geraden

' — darstellen, werden die nachfolgenden Betrach-
tungen alsbald zeigen.

In Figur 12 ist ein Wiirfel des Gefiiges dar-
gestellt. Man sieht unmittelbar, daf vier von
den sechs Diagonalflichen durch die Wiirfelgegenkanten in Ebenen
ausgeartet sind, welche Dreiecksnetze tragen. Die beiden iibrigen

Figur 12.
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Diagonalflichen sind wie im allgemeinen Falle der Gestinge mit
je vier sich schneidenden Geraden Regelflichen 2. Grades. Ein
drittes System von Regelfliichen 2. Grades wird von den Wiirfel-
seitenfliichen gebildet, deren Kanten geradlinig sind.

In Figur 12 sind wiederum die geraden Linien ausgezogen,
die krummen Linien gestrichelt. Zu den zwei Systemen gerad-
liniger Wiirfelkauten sind noch je zwei Gerade durch die Wiirfel-
mittelpunkte hinzu zu nehmen, welche die Mittelpunkte solcher
Wiirfel verbinden, die Seitenflichen mit je zwei geradlinigen und
je zwel krummlinigen Wiirfelkanten gemeinsam haben. (Vgl. in
Figur 12 die fiinfte und sechste von M auslaufende Gerade!)
Alle Knotenpunkte sind dann miteinander gleichberechtigt und
von jedem Knotenpunkt gehen sechs gleichberechtigte Gerade aus,
welche zu je dreien in den vier Diagonalebenen der Wiirfel liegen.
Das Gestiinge hat offenbar den in der Einleitung angegebenen
halbreguliiren Grundtypus. .

Die Gleichberechtigung der sechs von einem Knotenpunkt
ausgehenden Geraden kommt in der durch Figur 12 angedeuteten
Raumeinteilung nicht klar zum Ausdruck. Vielmehr scheinen je
zwel Gerade als Wiirfelkanten ausgezeichnet zu sein vor den vier
tibrigen Geraden als Wiirfeldiagonalen. Nun iiberzeugt man sich
aber leicht, daf man zu dem vorgegebenen Gestinge noch zwei
weitere Wiirfelgefiige angeben kann, welche von den sechs sich
schneidenden Geraden jeweils zwel andere Gerade, die mit keiner
dritten in der nimlichen Ebene liegen, als Kanten und die vier
iibrigen Geraden zu Diagonalen haben. Jedes dieser Wiirfel-
gefiige hat ein anderes der drei in dem Gestiinge enthaltenen
Systeme von Regelfiichen 2. Grades zu einem System von Seiten-
flichen und jeweils die beiden anderen Systeme von Regelflichen
2. Grades zu Diagonalflichen. Betrachtet man alle drei der er-
withnten Wiirfelgeflige zusammen genommen, so wird die Gleich-
berechtigung der sechs sich schneidenden Geraden deutlich.

Wir richten unser Augenmerk nun insbesondere auf die vier
Ebenensysteme, die in jedem der drei zu dem Gestinge ge-
hérenden zerschriinkten Wiirfelgefiige Diagonalebenen sind, und
erkennen, daf es sich um eine Anordnung von Ebenen handelt,
von denen je vier durch einen Punkt hindurchgehen. Umgekehrt
ist klar, dafi jede Anordnung von je vier sich schneidenden Ebenen
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zu einem Gestiinge der verlangten Art fithrt. Die allgemeinsten
Ebenenanordnungen mit je vier sich schneidenden Ebenen sind
schon in einer fritheren Arbeit!) besprochen worden und wurden
bereits in der Einleitung dieser Abhandlung erwihnt. Sie be-
werkstelligen eine Raumerfiillung durch Oktaeder mit
windschiefen Gegenkanten und durch Tetraeder. Die
Gesamtheit der Kanten dieser Polyedergefiige ist identisch mit
den hier untersuchten Gestingen; die Theorie der Gestiinge mit
je sechs sich schneidenden Geraden, die zu je dreien in vier Ebenen
liegen, fillt also zusammen mit der Theorie der von Ebenen
erzeugten Tetraeder-Oktaeder-Gefiige. Im halbreguliren Grund-
typus bildet das Gestinge die Gesamtheit der Kanten eines durch
regulire und kongruente Oktaeder und Tetraeder aufgebauten
Raumgefiiges.

Die séimtlichen Ebenen eines Tetraeder-Oktaeder-Gefiiges ge-
horen alle zu der niimlichen Developpablen 4. Klasse
1. Spezies?), d. h. sie umhiillen eine Schar von Flichen 2. Klasse.
Umgekehrt konnen die Ebenen jeder beliebigen Developpablen
4. Klasse 1. Spezies so angeordnet werden, daB sie ein Tetraeder-
Oktaeder-Gefiige erzeugen und demnach zu je vieren in den Knoten-
punkten sich schneiden. Die Tetraeder-Oktaeder-Gefiige kionnen
durch lineare Konstruktionen schrittweise hergestellt werden, welche
nach Festsetzung der Anfangsbedingungen zwangsliufiz weiter-
gehen.

Die Diagonalfiiichen durch die Gegenkanten der Oktaeder in
dem Tetraeder-Oktaeder-Gefiige werden von den drei Systemen
von Regelflichen 2. Grades gebildet, die in dem Gestiinge enthalten
sind und als Seitenflichen bzw. Diagonalfliichen zu den auf S. 183
beschriebenen Wiirfelgefiigen gehoren. Alle diese Regelflichen
2. Grades bilden eine Schar und haben zur Umbhiillenden die mit
dem Tetraeder-Oktaeder-Gefiige verkniipfte Deloppable 4. Klasse
1. Spezies.

Jede Kbene eines der vier in dem Gestinge enthaltenen
Ebenensysteme triigt ein Dreiecksnetz, das von den in der be-
treffenden Ebene liegenden Geraden des Gestinges gebildet wird.

1) R. Sauer, Die Raumeinteilungen, welche durch Ebenen erzeugt werden,
von denen je vier sich in einem Punkte schneiden. Sitzungsber. d. bayer.
Akad. d. Wiss,, math.-nat. Abt., 1925, p. 41ff



Uber besondere riumliche Geradenanordnungen ete. 185

Wie aus unseren fritheren Untersuchungen der Tetraeder-Okta-
eder-Gefiige hervorgeht, sind diese Dreiecksnetze vom allgemeinen
Typus, d. h. die Umhiillende ist 1. a. eine singularititenfreie Kurve
3. Klasse'). Ein Beispiel eines solchen Netzes ist in Figur 13
angegeben. Die Anordnung der Knotenpunkte auf den Geraden
wird durch elliptische Funktionen geregelt.

Figur 13.

Es zeigt sich also, daB die Anordnung der Geraden und der
Knotenpunkte eine viel allgemeinere ist als bei den in §§ 2, 3
erdrterten Gestingen mit je vier sich schneidenden Geraden. Dort
nimlich bilden die in den singuliren Ebenen 1. Grades liegenden
Geraden des Gestinges nicht Dreiecksnetze des allgemeinen Typus,
sondern spezielle Dreiecksnetze, deren Umbhiillende in drei Strahlen-
biischel zerfillt. Die Anordnung der Knotenpunkte wird bei den
in §§ 2, 3 untersuchten Gestiingen nicht wie bei den allgemeinen

1) Hinsichtlich dieser Dreiecksnetze verweisen wir auf die schon mehr-
fach zitierte Arbeit: H. Graf und R. Sauer, Uber dreifache Geradensysteme usw.,
Sitzungsber. d. bayer. Akad. d. Wiss., math.-naturw. Abt., 1924, S. 145—150.
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Dreiecksnetzen und wie bei den in diesem Paragraphen betrach-
teten Gestingen durch elliptische I'unktionen geregelt, sondern
ist die niimliche wie die Anordnung der Knotenpunkte auf den
Kegelschnitt-Tangenten der ausgearteten Dreiecksnetze und, was
das niimliche besagt, wie die Anordnung der Knotenpunkte auf
den Geraden der von drei Strahlenbiischeln gebildeten Netze.
In diesem Sinune haben wir auf S. 161 festgestellt, dak die Ge-
stinge mit je vier sich schneidenden Geraden nur zu ganz spe-
ziellen Drelecksnetzen ein sinnvolles Analogon darbieten. Jetzt
sechen wir, dafi erst die Gestiinge mit je sechs sich schneidenden
gleichberechtigten Geraden zu den allgemeinen ebenen Dreiecks-
netzen die naturgemiifien Verallgemeinerungen sind. Der Grund
dafiir, dat die Gestiinge mit sechs sich schneidenden Geraden
plotzlich einen wesentlich allgemeineren Charakter der Anordnung
der Knotenpunkte mit sich bringen, liegt darin, dali nicht nur
mehr einzelne Regelfliichen 2. Grades, sondern vier ganze
Systeme von Regelflichen 2. Grades in benen ausarten
und dadurch fiir die Anordnung der Geraden gewisser-
mafBen eine neue Bewegungsmioglichkeit zur Geltung
kommt.

Der allgemeinere Charakter der hier behandelten Gestiinge
gegeniiber den frither untersuchten GGeradenanordnungen zeigt sich
auch deutlich in den auf S. 182 besprochenen Wiirfelgefiigen (vgl.
Figur 12). Fiir diese Wiirfeleinteilungen behilt Satz 9, S. 172
keine Giiltigkeit mehr: die geradlinigen Kanten sowie die Sehnen
der krummlinigen Kanten sind im allgemeinen zueinander wind-
schief. AuBerdem sind die krummlinigen Kanten der
Wiirfel nicht mehr wie frither Kegelschnitte, sondern
Raumkurven 4. Ordnung 1. Spezies.

Einen Ubergangsfall zwischen den in §§ 2, 3 behandelten
Gestiingen mit je vier sich schneidenden Geraden und den hier
diskutierten allgemeinen Geradenanordnungen mit je sechs sich
schneidenden Geraden bietet ein spezielles Gestinge mit je sechs
sich schneidenden Geraden, das schon bei der Untersuchung der
Tetraeder-Oktaeder-Gefiige erwiihnt ist!):

1) R. Sauer, Die Raumeinteilungen, welche durch Ebenen erzeugt werden,
von denen je vier sich in einem Punkte schneiden. Sitzungsber. d. bayer.
Akad. d. Wiss,, math.-nat. Abt., 1925, p. 55, 1.
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Die Developpable 4. Klasse 1. Spezies artet in zwei Kegel
2. Klasse aus, die sich nach zwei Kegelschnitten schneiden. Um
anschauliche metrische Beziehungen vor Augen zu haben, legen
wir einen Drehkegel und einen dazu koaxialen Drehzylinder zu-
grunde. Dann ergibt sich aus den Tangentialebenen des Dreh-
kegels und aus den Tangentialebenen des Drehzylinders eine dreh-
symmetrische Raumeinteilung in Tetraeder und Oktaeder. Die
Kanten bilden ein spezielles Gestinge mit je sechs sich schnei-
denden gleichberechtigten Geraden. Das Gestinge kann in seinem
reellen Teil durch eine endliche Anzahl von geraden Linien zum
Abschluf gebracht werden. Die Polyederebenen tragen Dreiecks-
netze, deren Umbhiillende in einen Kegelschnitt und einen inner-
halb des Kegelschnitts liegenden Punkt zerfillt. Diese Dreiecks-
netze sind projektiv zu dem schon wiederholt zitierten Netz der
Durchmesser und Tangenten eines Kreises (vgl. z. B. 8. 177), wie
es in Figur 14 dargestellt ist. Die Anordnung der Knotenpunkte
auf den Kegelschnitt-Tangenten des vorliegenden Gestinges ist die
niimliche wie bei den Geraden der in §§ 2, 3 erdrterten Gestinge.

R - A VA, o TN N . GRRA  JURE ~
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Figur H.
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Die Kanten der Oktaeder des hier besprochenen speziellen
Gefliges lassen sich jeweils zu zwel windschiefen und einem ebenen
Vierseit zusammenfassen. Von den drei Systemen der Regelflichen
2. Grades ist ein System in die Meridianebenen des eingangs ge-
nannten Kegels und Zylinders ausgeartet. Die beiden iibrigen
Systeme bestehen aus Drehhyperboloiden, die den vorgegebenen
Kegel und den vorgegebenen Zylinder beriihren.

(Zusatz: Wenn man zu den Tangentialebenen des Kegels und
Zylinders noch die Meridianebenen dazu nimmt, erhilt man die
allgemeinste Anordnung von Ebenen, beider durch jeden
Schnittpunkt fiinf Ebenen hindurchgehen. Diese Tatsache
ist bei der fritheren Untersuchung der Tetraeder-Oktaeder-Gefiige
nicht bemerkt worden.)

Durch die Meridianebenen, ferner durch die zu dem vorge-
gebenen Drehkegel koaxialen und konzentrische Drehkegel und die
zu dem vorgegebenen Zylinder koaxialen Drehzylinder ergibt sich
ein zerschriinktes Wiirfelgefiige von der auf S. 182 beschriebenen
Art (vgl. Figur 12). Die beiden Systeme der geradlinigen Kanten
sind in diesem Ubergangsbeispiel in gewissem Sinne ausgezeichnet
vor den iibrigen Geraden des Gestiinges; sie bilden ein Parallel-
strahlenbiindel, dessen Strahlen parallel sind zu den Achsen der
koaxialen Zylinder, und ein Biindel von Geraden durch die Spitze der
konzentrischen Kegel. Die vier Systeme der geradlinigen Diagonalen
gehoren zu einer speziellen Strahlenkongruenz 4. Ordnung 2. Klasse,
welche den vorgegebenen Drehzylinder und den vorgegebenen
Drehkegel, also die zerfallende Developpable 4. Klasse
1. Spezies des Tetraeder-Oktaeder-Gefiiges, als Brennfliche
besitzt. Die Brennfliche ist die Umhiillende des Gestinges und
des Tetraeder-Oktaeder-Gefiiges. Die krummlinigen Kanten der
zerschriinkten Wiirfel sind Kreisbogen. Die Sehnen aller krumm-
linigen Kanten aller Wiirfel mit gemeinsamem Diagonalenschnitt-
punkt sind zueinander parallel. Satz 9, S. 172 ist also in der
Tat fir das hier besprochene Ubergangsbeispiel noch giiltig.

(Bemerkung: Die Diagonalkurven der Dreiecksnetze, welche
in dem Gestinge enthalten sind, bilden eine merkwiirdige Kon-
figuration von Kegelschnitten derart, daf in jedem Knotenpunkt
12 Kegelschnitte zusammentreffen.)
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Die allgemeinen Gestinge mit je sechs sich schneidenden
gleichberechtigten Geraden gehéren, wie wir bereits festgestellt
haben, zu allgemeinen nicht zerfallenden Developpablen
4. Klasse 1. Spezies. Sie sind herausgegriffen aus der Achsen-
kongruenz 6. Ordnung 2. Klasse dieser Developpablen und haben
die Developpable zur umhiillenden Brennfliche?). Ferner
wissen wir, daB die Gestinge entweder in zentrischer Symmetrie
angeordnet werden konnen oder in vierfacher Symmetrie in Bezug
auf die Seiten eines windschiefen Vierseits.

Beispiel

N2, 4
AT

Figur 15.

Als Beispiel betrachten wir ein allgemeines vierfach sym-
metrisches Gestiinge. Die Seiten des Vierseits, in Bezug auf
welches das Gestiinge symmetrisch ist, sind gleichlang und schlieBen
miteinander gleiche Winkel ein. In Figur 15 sind die acht um
den Symmetriemittelpunkt herumliegenden Wiirfel einer zu dem
Gestiinge gehdrigen Raumeinteilung gezeichnet. Die Wiirfel sind
von der in Figur 12 skizzierten und auf S. 182 beschriebenen Art:

1} R. Sauver, Die Raumeinteilungen, welche von Ebenen erzengt werden,
von denen je vier sich in einem Punkt schueiden. Sitzungsb. d. bayer.
Akad. d. Wiss.,, math.-nat. Abt, 1925, p. 46 bzw. p. 49 ff.
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Zwei Systeme von Kanten sind geradlinig, ebenso siimtliche Haupt-
diagonalen. In Figur 15 sind wiederum die geraden Linien aus-
gezogen, die aus Raumkurven 4. Ordnung 1. Spezies bestehenden
krummlinigen Wiirfelkanten sind gestrichelt. Das Gebilde hat
zwei Symmetrieebenen durch je zwer Gegenecken des windschiefen
Vierseits, in Bezug auf welches die Anordnung symmetrisch ist.
Die von den in den Symmetrieebenen liegenden Wiirfelecken
ausgehenden krummen Kanten sind aus Symmetriegriinden nicht
Raumkurven 4. Ordnung, sondern arten in Kegelschnitte aus,
welche in den Symmetrieebenen verlaufen.

Das gesamte Gestiinge, von dem in Figur 15 nur die acht
um den Mittelpunkt herum liegenden Wiirfel dargestellt sind, kann
durch eine endliche Anzahl von geraden Linien zum Abschluf
gebracht werden. Es wird in seiner Gesamtheit in denkbar weitest-
maschiger Form durch Figur 16 veranschaulicht?).

Die in diesem Paragraphen
untersuchten Geradengestiinge
haben wir urspriinglich aufge-
fafit als die vier Systeme von
Diagonalen und als zwei Sy-
steme von geradlinigen Kanten
zerschriinkter Wiirfelgefiige.

Im Verlaufe der Unter-
suchungen ergab sich dann eine
naturgemifBere Deutung, indem
wir die Raumeinteilung ins Auge
faBiten, welche durch die vier
Systeme von Ebenen, die in
dem Gestinge enthalten sind,
bewerkstelligt wird. Die Ele-
mente dieser Raumeinteilung
Figur 16. sind Oktaeder mit im allge-

meinen windschiefen Gegen-

1) Figur 16 ist entnommen aus der fritheren Arbeit ,Die Rawmmein-
teilungen, welche durch Ebenen erzeugt werden usw.“ Sitzungsbericht vom
13. Juni 1925, S 51; Figur 13 und 14 sind entnommen ans der wiederholt
zitierten Arbeit ,Uber dreifache Geradenanordnungen in der Ebene nsw.*
Sitzungsbericht vomn 12. Juli 1924, S. 146 und 149.
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kanten und Tetraeder. Die Anordnung der Polyeder ist die ndm-
liche wie im reguliiren Falle, wenn nidmlich alle Oktaeder und
Tetraeder regulir und kongruent sind. HKs liegen also um jeden
Knotenpunkt sechs Oktaeder und acht Tetraeder herum, an jeder
Kante treffen zwei Oktaeder und zwel Tetraeder zusammen, jedes
Seitendreieck trennt ein Oktaeder von einem Tetraeder.

Schlielilich weisen wir noch auf eine letzte mit dem Gestiinge
anschaulich verkniipfte Raumeinteilung hin:

In dem Gestiinge sind drei Systeme von Regelflichen 2. Grades
enthalten, welche in dem zugehorigen Tetraeder-Oktaeder-Gefiige
als Diagonalfliichen durch die Oktaedergegenkanten erscheinen.
Alle diese Regelfiichen 2. Grades, welche bekanntlich einer Schar
von Flichen 2. Klasse entnommen sind, schneiden sich zu je dreien
in den Knotenpunkten des Gestiinges. Dadurch entsteht eine Ein-
teilung des Raumes in achteckige Sechsflichner (vgl. Figur 17).

Die Seitenflichen der Sechsflichner werden
von Regelflichen 2. Grades gebildet und die
Diagonalen in den Seitenflichen sind gerade
Linien. Die Kanten der Sechsflichner sind Raum-
kurven 4. Ordnung 1. Spezies. Die geraden
Linien sind wiederum ausgezogen, die krummen Figur 17,
Linien gestrichelt.

In diesem Zusammenhange kann das Gestinge aufgefafst wer-
den als Zerschriinkung eines reguliiren Wiirfelgefiiges derart, daB
die sechs Systeme der Diagonalen in den Seitenquadraten der
Wiirfel geradlinig bleiben, wiihrend die Hauptdiagonalen und
Kanten in krumme Linien deformiert werden.

Besonders bemerkenswert ist die zuletzt beschriebene Raum-
erfiillung deswegen, weil die Flichen jeder beliebigen Schar von
Flichen 2. Klasse so angeordnet werden kinnen, daBl sie ein zer-
schriinktes Wiirfelgefiige der beschriebenen Art bilden.

§ 6.
Die Geradenanordnungen mit je sieben sich schneidenden Geraden.
Nachdem wir die zerschriinkten Wiirfelgefiige untersucht
haben, bei denen auljer den vier Systemen von Hauptdiagonalen
noch zwei Systeme von Kanten geradlinig sind, wenden wir uns
jetzt zu den Wiirfelgefiigen, bei denen mneben den Hauptdiago-
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nalen séimtliche drei Systeme von Wiirfelkanten aus geraden Linien
bestehen. Wir kommen damit zu dem dritten in der Einleitung
besprochenen Problem (Frage ¢) zuriick (vgl. S.137 und Figur 1¢).

Bereits auf S.138 haben wir einige unmittelbar anschauliche
Eigenschaften dieser Gestinge mit je sieben sich schneidenden
Geraden angegeben. Insbesondere haben wir erkannt, daf die
sechs Systeme der Wiirfeldiagonalfiiichen zu Ebenen ausgeartet
sind. Mit dem Gestiinge ist also in gegenseitig eindeutiger Be-
ziehung eine Ebenenanordnung verkniipft, bei der in jedem Knoten-
punkt sechs Ebenen zusammentreffen. Das vollstindige Schnitt-
liniensystem der Ebenenanordnung ergibt das Gestinge der zu
je sieben sich schneidenden Geraden.

Bei den in § 5 behandelten Gestingen mit je sechs sich
schneidenden Geraden sind siimtliche Knotenpunkte und Geraden
miteinander gleichberechtigt. Bei den hier zur Rede stehenden
Gestiingen sind die Knotenpunkte ebenfalls alle gleichwertig, da-
gegen miissen wir zwei grundsitzlich verschiedene Arten von Ge-
raden auseinander halten, die Wiirfeldiagonalen und die Wiirfel-
kanten. In jeder Wiirfelkante treffen zwei mit dem Gestiinge ver-
kniipfte Ebenen zusammen, wihrend in jeder Wiirfeldiagonale
sich drel Ebenen schneiden. In jeder der sechs sich schneidenden
Ebenen liegen je drei der von dem betreffenden Knotenpunkt
ausgehenden Geraden, ndmlich jeweils zwei Wiirfeldiagonalen und
eine Wiirfelkante. Die gesamte Geradenanordnung geht von einem
halbreguliren Grundtypus aus, wie schon in der Einleitung aus-
einander gesetzt wurde.

Statt nun die Untersuchung des Gestinges direkt zu be-
treiben, erdrtern wir zunidchst die mit dem Gestiinge verkniipften
Ebenenanordnungen. Dadurch, daB wir die allgemeinsten Ebenen-
anordnungen der verlangten Art auffinden, gewinnen wir in dem
vollstindigen System der Schnittlinien dieser Ebenen die allge-
meinsten gesuchten Gestiinge.

In § 5 sind die Ebenenanordnungen behandelt, von denen je
vier Ebenen sich in einem Punkte schneiden und welche dadurch
ein Tetraeder-Oktaeder-Gefiige erzeugen. Unter diesen Gebilden
miissen die gesuchten spezielleren Fbenengefiige, vorausgesetzt,
daf sie iiberhaupt existieren, enthalten sein. In der Tat sieht
man, wenn man die verschiedenen Ausartungsmdglichkeiten der
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Tetraeder-Oktaeder-Gefiige der Reihe nach betrachtet, daf der
folgende besondere Fall der Tetraeder-Oktaeder-Gefiige als ein-
ziger zu den gesuchten Anordnungen mit je sechs sich schnei-
denden Ebenen fiihrt:

Die umbhiillende Developpable 4. Klasse 1. Spezies ist in ein
windschiefes Vierseit A BC D) ausgeartet!). Das Tetraeder-Okta-
eder-Gefiige hat dann sehr spezielle Eigenschaften: Die Kanten
eines jedes Oktaeders des Gefiiges lassen sich jeweils zu einem
windschiefen und zwel ebenen Vierseiten zusammenfassen. Unter
den drei Systemen der Diagonalflichen durch die Oktaedergegen-
kanten ist zuniichst das ausgeartete Bischel von Flichen 2. Ord-
nung enthalten, welches das windschiefe Vierseit ABCD als
Grundkurve besitzt. Die iibrigen Diagonaltliichen arten in die
Ebenen zweier Biischel aus, deren Achsen mit dem windschiefen
Vierseit die Kanten cines Tetraeders bilden.

Die vier Biischel der Seitenebenen und die beiden Biischel
der Diagonalebenen des Tetracder-Oktaeder-Gefiiges ergeben eine
Ebenenanordnung mit je sechs sich schneidenden Ebenen, welche
alle verlangten Eigenschaften besitzt und die allgemeinste Ebenen-
anordnung der gewiinschten Art ist. Die Gesamtheit der Schnitt-
linien stellt das gesuchte Gestinge dar.

(Zusatz: Die Tatsache, dafi die sechs Ebenenbiischel durch
die Kanten eines Tetraeders den allgemeinsten Typus einer
Ebenenanordnung mit je sechs sich in einem Punkt
schneidenden Ebenen ergeben, wurde hei der fritheren
Untersuchung der Tetraeder-Oktaeder-Getiige iibersehen.)

Bei der im vorangehenden beschriebenen Erzeugungsweise
sind die Kanten AL, BC, ('D, DA des Tetraeders ABCD und
die Ebenenbiischel durch diese Kanten bevorzugt. Tatsiichlich
sind alle sechs Kbenenbiischel fiir das schliefilich entstandene Ge-
bilde gleichberechtigt: Die von einem Knotenpuukt ausgehenden
sechs Ebenen sind die sechs Ebenen durch die Kanten des Tetra-
eders A ("D, die sieben in dem Knotenpunkt sich schneidenden
Geraden sind die vier Verbindungslinien mit den Tetraedereck-

5 R, Sauer, Die Raumeinteilungen, welche durch [Ebenen erzeugt
werden, von denen je vier sich in einem Punkt sclineiden. Sitzungsbh. d.
bayer. Akad. d. Wiss, math.naturw. Abt., 1925, p. 55, 1L

Sitzungsb. d. math.-naturw, Abt, Jabrg, 1426, 13
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punkten 4, B, C, D und die drei Geraden, welche den betref-
fenden Knotenpunkt mit je zwei Gegenkanten des Tetraeders
ABCD verbinden.

Das gesamte Gebilde kann aufgefaBit werden als der Inbegriff
von drei Tetraeder-Oktaeder-Gefiigen. Jedes dieser drei Polyeder-
gefiige hat als umbhiillende Developpable eines der drei von den
Kanten des Tetraeders A BC D gebildeten windschiefen Vierseite.

Das vorliegende Gestiinge der zu je sieben sich schneidenden
Greraden und die drei damit verkniipften Polyedergefiige haben
die Ebenen des Tetraeders A BCD zu Hiofungsebenen. Das Ge-
stiinge kann also nicht durch eine endliche Anzahl gerader Linien
zum Abschlufi gebracht werden. Die Hiiufungsebenen teilen den
Raum in acht Gebiete ein, welche alle bis auf eine beliebig
schmale Umgebung der Hiufungsebenen von dem Gestinge aus-
gefiillt werden konnen. Alle in dem Gestiinge enthaltenen Ebenen
tragen von den Geraden des Gestiinges gebildete Dreiecksnetze,
deren Umbhiillende in drei nicht in gerader Linie liegende Punkte
zerfallt (vgl. S. 153 und Figur 5). Das hier untersuchte Ge-
stiinge geht aus dem in Figur 16, S. 190 dargesteliten Gefiige
durch einen Grenzprozely hervor, bei dem die Riickkehrkante der
umbhiillenden Developpablen in ein windschiefes Vierseit ausartet.

Legt man als Tetraeder der Hiufungsebenen ein reguliires
Tetraeder zugrunde und geht von dem Tetraederschwerpunkt als
Anfangsknotenpunkt aus, so hat das entstehende Gestiinge natiir-
lich die Symmetrieeigenschaften des reguliiren Tetraeders.

Die Strablenkongruenzen, aus denen die Geraden des Ge-
stiinges herausgegriffen sind, bestehen zuniichst aus vier Strahlen-
biindeln durch die Eckpunkte des Tetraeders der Hiufungsebenen.
Die diesen Biindeln entnommenen Geraden des Gestiinges sind die
Hauptdiagonalen in den mit dem Gestiinge verkniipften Witrfel-
gefiigen. Die Kanten des Wiirfelgefiiges gehoren zu dreilinearen
Kongruenzen, welche je zwel Gegenkanten des Tetraeders der
Hiiufungsebenen zu Brennlinien haben.

Die hier behandelten Gestiinge repriisentieren nur eine teil-
weise Zerschriinkung, weil die Wiirfeldiagonalen nach wie vor
Strahlenbiindel bilden. Allerdings liegen die Scheitel dieser Biindel
nicht melr in einer Ebene wie Im reguliiren Ialle.
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Die Diagonalfliichen durch die windschiefen Oktaedergegen-
kanten in den drei zu dem Gestiinge gehdrigen Tetraeder-Okta-
eder-Gefiigen ergeben die in dem Gestinge enthaltenen Regel-
flichen 2. Grades. Alle diese Flichen bilden drei spezielle Biischel,
welche die drel windschiefen Vierseite, die von den Kanten des
Tetraeders der Hiufungsebenen gebildet werden, zu Grundkurven
haben. In den mit dem Gestinge verkniipften Wiirfelgefligen er-
scheinen die hier besprochenen Regelflichen 2. Grades als die
drei Systeme der Seitenflichen. Hs ist unmittelbar ersichtlich,
daB fiir diese Wiirfelgeftige die Aussagen des Satzes 9, S. 172
nicht mehr giiltig sind.

Alle in diesem Paragraphen besprochenen Gestiinge kinnen
bet passender Wahl der Maschenweite projektiv aufeinander be-
zogen werden. Dabei entsprechen sich stets die Tetraeder der
Hiiufungsebenen. Lilit man die Projektivitit dadurch ausarten,
dali das Tetraeder der Hiufungsebenen allmiiblich in eine Ebene
zusammenklappt, so ergeben sich die zu dem nicht zerschriinkten
Gestiinge der Kanten und Hauptdiagonalen eines reguliiren Wiirfel-
gefiiges kollinearen Gebilde.  Dabei werden die in dem Gestiinge
enthaltenen ebenen Drelecksnetze kollinear zu dem reguliiren Drei-
ecksnetz der gleichseitizen kongruenten Drelecke.

Die zerschriinkten Gestiinge der zu je sieben sich schueiden-
den Geraden bilden ein Zwischenglied zwischen den in § 5 be-
sprochenen Gestiingen, welche als Verallgemeinerungen der all-
gemeinen ebenen Drelecksnetze aufgefallt werden konunen, und den
zu den reguliiren Wiirfelgefiigen gehorenden nicht zerschriinkten
Gestiingen mit je sieben sich schneidenden Geraden, welche den
ebenen Mibiusschen Netzen analog sind. s ist bemerkenswert,
dati im Raume ein derartiger Ubergangsfall existiert, zu dem ein
Analogon in der Ebene nicht angegeben werden kann; unter-
sucht man nimlich in der Ebene Geradenanordnungen mit mehr
als drei sich schneidenden Geraden, so kommt man unmittelbar
zum Mobiusschen Netz, withrend im Raume die Gestinge mit mehr
als sechs sich schneidenden Geraden im allgemeinen noch nicht
den zum reguliren kollinearen Fall ergeben.

In Figur 18 sind siebenundzwanzig zerschriinkte ,Wiirfel
dargestellt, welche zusammen einen grilieren zerschriinkten » Wiirfel“

aufbauen und zu cinem Gestiinge mit je sieben sieh schneidenden
13*
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Geraden gehoren. Die siimtlichen Kanten sind ausgezogen. Vou
den Raumdiagonalen der Wiirfel, welche hier auch geradlinig
sind, haben wir nur die vier im Mittelpunkt M des innersten
Wiirfels zusammentreffenden Geraden strichpunktiert eingezeichnet,
ferner noch eine beliebige weitere Diagonalgerade X Y. Die vierte,
fiinfte und sechste von M auslaufende Gerade des Gestiinges ist
jeweils bis zu den benachbarten Knotenpunkten angegeben. Die
Tatsache, daf in jedem Knotenpunkt sieben Gerade zusammen-
treffen, ist also in der Figur nur fiir den Punkt M anschaulich
gemacht, kann aber an der Zeichnung fiir alle tibrigen Knoten-
punkte leicht nachgepriift werden. Das Tetraeder der Hiufungs-
ebenen ist regulir und hat M als Mittelpunkt.

Figur 18.

(Bemerkung : Die Diagonalkurven der Dreiecksnetze, welche
von den in diesem Paragraphen besprochenen Gestiingen gebildet
werden, stellen eine merkwiirdige Konfiguration von Kegelschnitten
dar derart, dal in jedem Knotenpunkt 18 Kegelschnitte zusammen-
trefien.)

Zu den Gestiingen der zu je sieben sich schneidenden Geraden
gehoren, wie wir gesehen haben, drei spezielle Tetracder-Okta-
eder-Gefiige, welche von jeweils vier aus den sechs mit dem Ge-
stiinge verkniipften Ebenenbiischeln erzeugt werden. Wir be-
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trachten jetzt noch die Raumeinteilung, welche durch simtliche
sechs Ebenenbiischel zusammengenommen hervorgerufen wird:

Die Zusammenhangsverhiltnisse sind die nidmlichen wie bei
der auf S. 163 beschriebenen Raumeinteilung, welche die sechs
Systeme von Regelflichen 2. Grades bewerkstelligen, die zu einem
(restiinge mit je vier sich schneidenden Geraden gehdren. Anstelle
der Regelfliichen 2. Grades treten jetzt lauter Ebenen und die
Eiemente der Raumeinteilung sind eigentliche Tetraeder mit lauter
geradlinigen Kanten und ebenen Seitenflichen. Durch Uber-
tragung der auf S. 164 festgestellten Bezichungen gewinnen wir
unmittelbar folgendes rgebnis:

Die mit dem Gestiinge der zu je sieben sich schnei-
denden Geraden gehdrigen sechs Kbenenbiischel be-
werkstelligen eine Raumeinteilung in lauter Tetra-
eder. Um jeden Knotenpunkt liegen 24 Tetraeder
herum. Jeweils vier Kanten der Tetraeder sind je
sechs, die beiden iibrigen Kanten je vier Tetraedern
gemeinsan.

Das hier erwiihnte Tetraedergefiige stellt das anschaulichste
und unmittelbarste Analogon zn den ebenen Drelecksnetzen dar,
indem anstelle der Dreiecke Tetraeder gesetzt werden. Ausdriick-
lich sei darauf hingewiesen, dal bei dieser niichstliegenden Uber-
tragung auf den Raum der allgemeine Charakter der Anordnung,
wie er ber den allgzemeinen ebenen Drelecksnetzen vorhanden ist,
in hchem Male eingeschriinkt werden muf.

Geht man von den hier hehandelten Gestiingen mit je sieben
sich schneidenden Geraden noch weiter, indem man fordert, daf
in jedem Knotenpunkt mehr als sichen Gerade zusammentreffen,
so mul; das Tetraeder der Hiiufungsebenen ausarten, d. h. in eine
Ebene zusammenklappen und es ergibt sich das riiumliche Ana-
logon des Mibiusschen Netzes.

Schlusshemerkung.

In der vorliegenden Arbeit sind alle diejenigen Gestinge
untersucht worden, welche aus einem reguliiren oder halbregu-
liren Grundtypus durch Zerschriinkung hervorgehen. Natiirlich
kann man in sehr mannigfaltiger Weise Geradenanordnungen
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definieren, welche keinen reguliren oder halbreguliren Grund-
typus besitzen. Von dieser Art sind die zu Beginn des § 5 er-
wiihnten Gestinge mit je fiinf sich schneidenden Geraden. Bei-
spielsweise kann man auch Geradenanordnungen mit je vier sich
schneidenden Geraden angeben, welche nicht auf einen reguliren
oder halbreguliiren Typus zuriickgefiihrt werden konnen. Um
ein solches Gestiinge zu gewinnen, braucht man nur zu den
drei Systemen der geradlinigen Kanten eines Wiirfelgefiiges als
viertes System solche Gerade dazu zu nehmen, welche die ,Mittel-
punkte® und Ecken nicht benachbarter ,Wilrfel® in gesets-
mifiiger Weise verbinden. Man kann zeigen, dall auch diese
Gestiinge ebenso wie die in § 2 untersuchten Geradenanordnungen
wesentlich mit der Theorie der Strablensysteme (4,2) verkniipft sind.



