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Uber Isogonalitiit von Flichen,
Von Josephine Kapfer,

Vorgelegt von F. Lindemann in der Sitzung am 16. Januar 1926.

Im Folgenden wird das Problem der isogonalen Flichen be-
handelt. Soweit der Verfasserin bekannt ist, wurden bis jetst

in einer grolien Reithe von Abhandlungen — nur die ortho-
gonalen Fliichen erdrtert und zwar vorwiegend in dreifacher Art:
in Verbindung mit der Aufgabe der Bestimmung dreifach ortho-
vonaler Fliichensysteme, bei Behandlung der Untersuchung der
Zentrafliichen und bei Losung des Problems der unendlich kleinen
Deformation von Flichen.

Die Arbeit ist im wesentlichen die Ubertragung der in meiner
Dissertation?) ausgefiihrten Theorie isogonaler Raumkurven auf
die Geometrie der Flichen.

Zuniichst wird die Definition isogonaler Flichen aufgestellt
und  der Zusammenhang der TIsogonalitit von Flichennormalen
mit dem Problem der Flicheniquivalenz nachgewiesen. Der Haupt-
feil der Arbeit ist gegeben durch die Behandlung des Problems
von Transon fiir die Darstellung der Fliche in Parameterform,
d. 1. die Ermittlung der Flichen, von welchen das Linien-
element ihrer sphiirischen Abbildung bekannt ist, und
zwar durch Aufstellung der linearen partiellen Differentialgleichung
zweiter Ordnung, von der die Bestimmung dieser Flichen ab-
hiingt. Als Beispiel fiir die Anwendung der dargelegten Theorie
werden isogonal-isometrische Flichen und isogonale Flichen, deren
Normalen sich in Punkten der einen dieser KFlichen schneiden,
hehandelt. Die letzteren Ausfiihrungen kionnen als eine Uber-
tragung der Evolutoidentheorie auf die Geometrie der Flichen,
bzw. als Verallgemeinerung der Theorie der Zentra-
fliichen gedentet werden.

1) Mémoires de la faculté des seiences de 'université de Lithuanie 1923,
{iher I'aare von isogonalen isometrischen Kurven.
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§ 1
S .
Aufstellung des Problems — Losung.

Definition: Zwei Flichen S und 5, die sich punkt-
weise so zugeordnet sind, daB die Normalen (bzw. die
Tangentialebenen) in den korrespondierenden Punkten,
d. 1. Punkten mit denselben Parameterwerten, den kon-
stanten Winkel w einschliefien, bilden ein Paar von iso-
gonalen Flichen.

Es seien .z, v, = die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte I
einer Fliche S, # und », die beiden unabhingigen Variablen,
ihre Parameter.

S kann analytisch bestimmt sein:
a) durch eine Gleichung zwischen den drei rechtwinkligen
Punktkoordinaten des Raumes:
in impliziter Form: I'(z, y, 2} =0,

‘ in expliziter Form: z = f(z, y):
b) mittels der Parameter i und »:
e=f ", y="_f0ur0r), =f7).
Dabei wird vorausgesetzt, dali die Funktionen I, bzw. f,
fis [+ 13 — wenigstens in einem gewissen Bereich — stetig und

differentiierbar sein sollen.
Mit ds; X, Y, Z; I, F, G e f,g; L, M. N;

., LN— I
K= pa i1

seien der Reihe nach das Bogenelement der Fliche; die Rich-
tungskosinus der Flichennormalen; die Fundamentalgrofien erster
Ordnung fiir die Fliche; fiir das sphirische Bild derselben; die
Fundamentalgrifien 2. Ordnung fiir die Fliche (in der Bezeich-
nung von Scheffers); das GaulBische Kriimmungsmal und die
mittlere Krtimmung von S bezeichnet. Fiir die Fliche S, haben
dieselben Bezeichnungen mit dem Index 1 analoge Bedeutung.
Es bestehen dann die Gleichungen:

? X oN XN . ?X X X s
3 u* A 3 +B v 6, dudn C du +D v [
LN aX 2 X

FIC I E + F g X

du v
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nebst analogen, welche man erhiilt, indem man X durch Y bzw.
7 ersetzt. Die mit 2 4 multiplizierten Koeffizienten dieser Glei-
chungen haben die folgenden Werte:

de  _ .8f de de of ae
9 A — _orl g DAR — _ " o %f
24A ‘(jau f3u+f37;' it f3u+2e3u 68?"
e 24 ,ae 2y
IAC — . / IAD == - o :
246 Y av f«?u’ = /871+eau‘
of  ay 2y 3f | 2y, oy
9JE =29 L — g2 ¢ o yF = ¢ SRR
2dJE g D yan far’ 4 Zfa'/.: t—fau—* T
A=rcg—[21

Der obigen Definition isogonaler Flichen entspricht als Be-
dingungsgleichunyg fiir ein Paar derselben die Beziehung:

(1) XX, + YY, + 727 = cosm = ]{p}lsta_r_lt == k.

In liniengeometrischer Deutung lautet das Problem folgender-
maben:

Gegeben sind die «* Normalen einer Fliche S. Die Ge-
samtheit der mit 1thnen den Winkel o einschlieBenden Geraden
bildet eine Menge von =»! Geradenkomplexen [d. i. durch jeden
Punkt des Raumes = Gerade], die sich in o?® Drehkegeln an-
ordnen, deren Offnungswinkel konstant der Winkel o ist, deren
Spitzen die Punkte der «® Normalen von S und deren Achsen
diese Normalen sind. Die Gesamtheit der Mantellinien dieser
»* Kegel ist darzustellen als Normalenkongruenzen von Flichen .

Fiir die Liosung des Problems, die Flichen zu bestimmen,
deren Normalen mit jenen der Fliche S konstant den Winkel o
einschlieien und durch die Punkte dieser Fliche, in diesem
I'alle also zugleich Schnittpunkte entsprechender Nor-
malen, gehen, vereinfacht sich die Aufgabe zu folgender: der
Komplex der Mantellinien von w® Drehkegeln, deren Spitzen
die Punkte der Fliche S und deren Achsen die Normalen dieser

1) Diese Formeln muBten hier angefithrt werden, weil auf dieselben
in 8.72—73 Bezug genommen wird.

Vgl. C. Guichard, Surfaces, rapportées i leurs lignes asymptotiques.
Annales scientifiques de I'Ecole normale supérieure. Paris 1889, 6. Bd..
S. 336, GIL. (4) uund (3). L. Bianchi-Lukat, Vorlesungen iber Differential-
geometrie. Leipzig und Berlin 1910. 3. 123,

Sitzgsh. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1920, )
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Fliiche sind, ist in Normalenkongruenzen von I'lichen S, anzu-
ordnent).

Die Liosung der Gleichung (1), d. h. die analytische Dar-
stellung der gesuchten Fliche S in Funktionen von unabhiingigen
Veriinderlichen erfordert ein Zweifaches:

1. die Berechnung der Richtungskosinus der Fliichen-
normalen von S;, d. . die Ermittlung des Linienelementes
des sphiirischen Bildes der IFliche S5;:

2. die Bestimmung dev Fliche S, aus der Richtung
ithrer Normalen, d. h. die Angabe aller Flichen mit gleichem
Linienelement in der sphirischen Abbildung.

ad 1. Die Gleichung (1) kann ersetzt werden durch das
System der drei Gleichungen:

X =hEX+V1 - I2X, W, = LYV — 42y,
(1a) A =kZ+V1— k3

Dabei sind X, V), ;) die Richtungskosinus einer zur Flichen-
normalen von S senkrechten Geraden, also emer der o! Tan-
genten an die Fliche im Punkte 2. Die Auswahl einer der-
selben, demnach die Fortschreitungsrichtung auf S, ist bestimmend
fiir die Richtung der Flacheunormalen von S,.

Die Gleichungen (la) sind der analytische Ausdruck fiir
die Darstellung des sphiirischen Bildes 2, der Iliche S, mit
den Punkten X,, Y,, Z,. Diese Feststellung leitet zu folgen-
der geometrischen Deutung der vorstehenden drei Glei-
chungen:

Man zieht durch den Koordinatenanfangspunkt O als Mittel-
punkt der Kugel vom Radius I den zur Flichennormalen von S
in P parallelen Radius, dessen Schnittpunkt mit der Kugelfliche
die Koordinaten X, 1}, Z hat, fernev den zur Geraden mit den
Richtungskosinus X, ). 3 parallelen Radius, welcher die Sphiire

1) Vgl. hiezu S. 78 —80.

¥) Uber die Herleitung dieser Gleichungen vgl, meine Dissertation a. d.
Techn. Hochsehule Miinchen, 1923: ,Uber gewisse Paare von isogonalen
isometrischen Kurven®, S.5-—9. Der Bedingung der Tsomﬂetrie f}ul'(&é}lhﬁi
entspricht hier die Beriicksichtizung der Beziehung, dafi: N| 4 Y, 4 /|

Xt Y2472 = B4 974+ 32 = 1,
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in dem Punkt mit den Koordinaten X. J). ;) trifft, trigt auf dem
ersten Radius das £ cos o fache seiner Liinge (der Einheit),
auf dem zweiten das |1 - 4% — sin o fache derselben Strecke
ab und zieht in der libene des durch die beiden Radien be-
stimmten Grofithreises der Kugel durch O den Radius parallel
zar Verbindungsstrecke der auf die angegebene Weise erhaltenen
Punkte aul den heiden ersten Radien. Sein Sehnittpunkt mit der
Kugel ist das sphiirische Bild des dem Punkte P von S auf der
Fliiche S, entsprechenden Punktes PI’,. Die Richtung der Nor-
malen von S, st sonach parallel der Hypotenuse des rechtwink-
ligen Dreiecks, das in der Ebene liegt, welches die Flichennor-
male von S und die hiezu senkrechte Gerade mit den Richtungs-
kosinus X. 9). ) bestininen, dessen eine Kathete in Richtung
dieser ersten Gerden die Linge £, dessen zweite Kathete in Rich-
tung jener zweiten Geraden die Liinge 171 4% besitzt und fiir
welehes die von der Hypotenuse und den Katheten eingeschlos-
senen Winkel o, bzw. Y0° — o betragen.

Die Richtungskosinus einer bestimmten, zur Flichen-
normalen von S senkrechten Geraden werden folgender-
malien bestimmg:

a) Mit Hilfe emner Differentialgleichung:

Wir stellen die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung auf:
o .02, ; ey ey :
A Y — 2 =0, bzw. X <) — A== 0.
Qux 3y 2u 3
Dabel wird die Richtung der Flichennormalen von 5 als
Richtung der Tangenten eimer Flitchie o - /) (o g) buw. g @0, )
hetrachtet, deren Normalenrichtung dann bestimmt ist durch

2 9[.‘
Z, 2,
Q. dy
/ 2.2\ 3 2" 3 a2
o e i I | \7/°'| S|
|7 (1) (3//) k \?') ‘\a_//)
— 1

hzw. durch
n¥*
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3¢
Ju

Vi@ G VieG)+

—1

Vit

dp
8'1;

3(/) 3¢ B
du

Durch Annahme einer willkiirlichen Funktion erhilt man in
einem allgemeinen Integral dieser Gleichung eine Fliche, deren
Normalenrichtung eine der gesuchten Losungen darstellt.

Ist die Fliche S in Parameterdarstellung gegeben, so sind
4 zur Flichennormalen senkrechte Richtungen bekannt, nimlich

die Richtung der

Tangenten der Parameterkurven u = koust.,

v = konst. und der zu diesen jeweils senkrechten Flichentan-

- genten, d. 1L

D45 gy 4 B gy LB ”"‘“"
VE V6 VE VEVEG I
I/u ?/v + 7xtl— \ S ]4 I/l - ] _/u
VE Va VE VEVEG- I*
+ v:‘rvli + f’v _+_ ;1\_3/_1( ?‘ sz_t _ ) 1"«:1 - 1' =
VE e Vi VEVEG - I
O+ Yzo— 2y, Iz, - Gz,
Va VGVEG-—- Tt
Lz, — Xz, Iy, — Gy,
:—::+ * —
VG VGV EG--I¢
Xy, - Yu, . Fzy— (12, o
V& VGVEG — It

b) Algebraisch:
Man wihlt eine der drei

X :=7) und berechnet dann
zwei Gleichungen:

By 3=,

GroBen X,

IX4+9Y

9), 3 willkiirlich (etwa
die beiden andern (Y),

) aus den

4+ 34 ==0

1) Die der Funktionshezeichnung beigefiigten Indices # und v bedeuten

die partielle Differentiation nach wu bzw. .
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7,

ad 2. BEs gilt nun, aus den Funktionen X,, Y, Z,, welche
eine Geradenrichtung bestimmen, die Fliche S, abzuleiten, fiir
welche jene Geraden Normalen sind. Dies ist eine Weiterfithrung
des Problems von Transon:') Gerade im Raume, welche jeweils
durch ihre Richtung und einen ihrer Punkte bestimmt sind, in
Normalen von Flichen anzuordnen.

Transon loste diese Aufgabe fiir die Flichendarstellung
F(z,y, #) = 0 mit dem Nachweis, daB, welches auch die Funk-
tionen X,, Y,, Z, seien, es immer eine Unendlichkeit von
Arten gibt, die durch X, Y|, Z, in threr Richtung definierten
Geraden, d. h. die dadurch gegebene Gesamtheit der Geraden
eines Komplexes, in Gruppen, normal verschiedenen Flichen, zu
verteilen, dermaBen, daf selbst in dem Falle, wo die Gleichung:

Nde + Y dy + Z,dz =0

integrabel ist, die Flichen, welche unter ihrem allgemeinen Inte-
aral verstanden sind, fiir eine solche Anordnung nur eine sehr
spezielle Art in einer Unendlichkeit von anderen, welche gleicher-
weise mdglich sind, bedeuten.

Es sei I’ der Punkt, dessen rechtwinklige Koordinaten z, y, 2
sind. (Unsere Ausgangsfliiche S, deren Punkte I’ (x, y, 2) der
Gleichung geniigen: I'(z, %, 2) = 0, ist, wofiir eben Transon
den Nachweis erbringt, nur ein spezieller Fall in einer Unend-
lichkeit der mdglichen Lisungen: I (x, y, 2) = 0.) Die Winkel
der durch ihn gehenden Geraden mit den Koordinatenachsen haben
als Kosinus die durch die Gleichungen (la) gegebenen Funktionen
X,, Y,, Z,: auf diese Geraden trage ich, ausgehend vom Punkte P,
eine variable Linge v = PP, ab und nenne z,, y,, 7z, die kar-

tesischen Koordinaten des Punktes P,, so daB sich ergibt:

(2) 2y=x+rX, y=y+rY, z==z4+rZ.

Transon zeigt, wie man auf eine Unendlichkeit von Arten
eine Fliche S, Ort der Punkte P, und eine Funktion » von , Y,
derart bestimmen kann, daBf die Geraden PP, Normalen der
Fliche 5,, des Ortes der Punkte I, seien.

) Transon, Abel: Mémoire sur les propriétés d’'un ensemble de droites
mendes de tous les points de I'espace suivant une loi continue. J. de I'Ecole
Polyt. Paris 1861. Bd. 22, H. 38, S. 195 ff.
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Dieser letztere Umstand ist ausgedriickt in der Beziehung:
X, de,+ Y, dy, - Z de;, =0

in weleher man dx,, dy,, dz durch die Werte, welche sich aus
den Gleichnngen (2) ableiten, ersetzen kann.
Mit Hilfe dieser Substitution und unter Beriicksichtigung
. Inguno: -y - o
der Bedingung: NP Vb =

ergibt sich die Gleichung:

S O3l , A N
<‘\1—f—a‘[> du »;—<) gt )(1//—{ (\/,lw, 3:) =1

eine totale Differentialgleichung, deren Integrabilititsbedingung

gegeben ist durch die Beziehung:

3) 3y, 3Z1‘)3)j_ 3z, X 3r AN, aY\Nar B _ i
( 2z 3y )or \ou 3:>3_l/ dy s )3z o

dubei st O dargestellt durch die folgende Funktion:

\ <a) 37, (ez, 3N e (a‘\'I Y,
Q2 2y "lar 8:) “\ 3y 3. )’

Die Gleichung (3) ist eine partielle Differentialgleichung zur
Bestimmung der unbekannten Funktion », ergibt also, und zwar
ohne eine einschriinkende Bedingung, ein allgemeines Integral,
dargestellt durch eine Gleichung zwischen », y, z und » mit
einer willkiirlichen Iunktion. Gibt man dieser eine bestimmte
Form, so fithrt die Gleichang notwendig zu einem allgemeinen
Integral mit willkiivlicher Konstanten, d. h. einem Integral, das
eine Serie von Fliichen S, Ort der Punkte I, in <cich schliefit.
Jeder dieser Fliichen S entspricht cine andere, S, , Ort der Punkte P,
und es ist demnach wit jeder Form. welche der willkiirlichen
Funktion, eingeschlossen in dem Integral der SchlubBigleichung (3),
zugeschrieben wird, ein besonderer Modus der Verteilung aller
gegebenen Geraden in Gruppen, rechtwinklig einer Serie von
Flachen S, bestimmt?).

1 .\Imst behandeln die Lelnbielier ither Differentivloeometrie das I'ro
blem etner Anordnung von Geruden in Flichennormalen als in seiner Locung
bedingt durch die Integrabilitiit der Gleichung:

Nyduo+4 Yidy+4 72, dz =,
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Fiir die Darstellung der Flichen in Parameterform ist das
Problem, aus Geradenrichtungen analytisch eine Fliche zu he-
stimmen, fiir welche jene Geraden Normalen sind, von Guichard?),
doch nur fiir den speziellen Iall gelost, dali die Parameterkurven
i == konsb., » = konst. der Fliche S, ihre Asymptotenlinien sind.

Ieh leite nun die Gleichung ab. welche erméglicht, aus
der Angabe einzig der Geradenrvichtung in Funktionen
der Vartablen « und ¢ die Fliche zu bestimmen, deren
Normaleu Gerade dieser Richtung sind, d. h. ich bestimme
eine Fliche aus dem durch die Gleichungen (1a) S. 66 ge-
gebenen Lininienelement ihres sphiirischen Bildes — ohne
irgendwelche weitere Voraussetzung?), z. B. tiber die Wahl der
Parameterkurven.  In der Lisung dieser Aufgabe ist dann zu-
aleich die Ermittlung der zur Fliche S isogonalen Flichen S|
in Funktionen zweier Unabhiingigen und zwar durch Verwendung

also gekniipft an die Voraussetzung, daB:
6 =0,

Diese Forderung erweckt den Anschein, als fithrte die Art der Funktionen
Ny, Yy, 7y, demnuch ein geometrischer Umstand, welcher die Gesamtheit
der gegebenen Geraden charakterisiert, die [ntegrabilitit jener Gleichung
herbei. Vel G Schefters, Theorie der Flitchen,  Leipzig, 1902, N, 168, 469
hi< 4755 L. Bianchi-Lukat, Vorlesungen ither Differentinlgeometrie. Leipzig,
1910, 8,274 -275, 8 512; W, Blaschke, Vorlesungen iiber Ditterentialgeo-
metrie [ Berlin 1921, 3. 6971, Die Miglichkeit der unendlichen Vielfill-
tigkeit einer Vertellung der Geraden in Normalenkongruenzen, d. h. die
Fatzaeche der Zulitssigkeit ciner Unendlichkeit von Fliichen Sy als Ort der
tieradenpunkte Py ound die Unabhiinzigheit dieser Geradenanordnung von
der Art der Funktionen Xy, Y, Z; bleiben meist unerwithnt. Vel dagegen
tr. Darboux, Sur les . . . surfuces normales aux droites d'un complexe.
Comptes rendus, Bd. 149, Nr. 20, S. 8183521 und Nr. 21, 8. 885 —890.
. Turriere, Sur les congruences de normales qui appartiennent & un eom-
plexe donneé,  Aunuales de la Faculté des Sciences. Toulouse, 2. Bd., 1910,
N, 143 --223.

1) C. Guichard, Surfaces rapportées & leurs lignes asymptotiques et
‘ongruences rapportées & leurs développables, 8. 837 I

%) Vel dazu die Arbeiten von G. Sannia in Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo 1911 und 1912, Math. Annalen 1909. K. Kommerell,
Strahlensysteme und Minimalflichen, Math, Annalen 1910, 70. Bd., S. 143 ff.
Zindler, Math., Annalen 19017, S, 446. 1. Rossi, Ein Beitrag zur Differential-
ceometrie der Strahlenkongruenzen.  Monatshefte f. Math. u. Phys. 1911,
22. Bd., S. 683 fI.
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des Transonschen Problems in der allgemeinsten Form, fiir diese
besondere Flichendarstellung, gegeben.

Es sei (5 eine Gerade mit den Richtungskosinus X, Y, Z,,
3 ein Punkt derselben mit den rechtwinkligen Koordinaten &, , £,
o die variable Linge 1 P, auf der Geraden (¥. Dann ergeben
sich die kartesischen Koordinaten der Punkte P, (z,, v,, 2,) der
Flache S, zu:

(4) z,=E&40X,, yy,=ut+oY, z=0+404.

Alle diese Grifien seien vorausgesetzt als ausgedriickt in
Funktionen zweier Variablen » und ». Demnach ist:

- ' k)
xlu=;u+0Xlu+Qul\]v -vlv;:gv—*"Qle'*‘QVA\’la

welchen Gleichungen die analogen Formeln fiir y, und 2, hin-
zuzufiigen sind, die man erhilt, indem man £ durch 5 bzw. {,
X, durch Y, bzw. Z, ersetzt. Da die Beziehungen gelten:

!
2 X, Fpma Y, + 202y =0, . X, +y. Y, +2,4 =0,
so folgt, unter Beriicksichtigung der Relationen:

Xi+4-Yi+4+ 21 =1,
XXiw+ Y Y+ 24, 40=0, X\, X0, + Y, Vi, +24,74,=0,

dass: on=—25X, o=—2§5X,.

Ov
Diese Bedingung ist erfiillt, wenn wir substituieren:
Sy = — 04 X] + U Xy, 5= — 0, A\rx + VX,
woraus folgt:
(5) xl,,ng“,—}— U)(]l-, :1:1,,==VX_',‘ —}‘94\71,,

und die analogen Formeln fiir y und 2.

Dabei bezeichnen U und } noch unbekannte Funktionen
von u# und .

Differentiieren wir die erste der Gleichungen (5) nach ¢, die
zweite nach « und ersetzen in den erhaltenen Resultaten die
zweiten Ableitungen von X, durch die Werte, welche die Gui-
chardschen Gleichungen!) hiefiir liefern, so linden wir:

1) Vgl. Guichard, a. a. O., S. 336, Formeln (4) und (5), ferner v.
S. 64 und 65.
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R e _— ) B
87081)_‘\1"[ E+X“’( 0”+["+[' F)_* ‘\1( Owv L g)v
e o ,

Qv ‘ ‘\l”(.— O + V" + VA) =i X, v V-8 + 1\1(_" Ovu — V(’).

Diese beiden Ausdriicke miissen identisch sein. Durch zy-
klische Vertauschung von & mit #, I, bzw. X, mit Y, Z, erhiilt
man Gleichungen, fiir welche die Koeffizienten von X,, X ., Xi,,
bzw. Y., Yiw. V1ot 4, Ziu, Ziv gleich sind, so dak sich der
Schluf ergibt, daf diese Koeffizienten von je zwei der so erhal-
tenen 6 Gleichungen einander gleich zu setzen sind. Man er-
hilt demnach folgende drei Formeln:

6) ov=VitVA—I-E, ow=1U,+UF—V-B, eV=gl.
Die letzte dieser Gleichungen gestattet zu setzen:
(7) "=l -e, V=1lyg.
Substituieren wir diese Werte in den beiden ersten Glei-
chungen (6) und entwickeln diese unter Beriicksichtigung der Gui-
chardschen Formeln, so erhalten wir nach einiger Umformung:

eh

- a9 — Ofay
o=z 9+ 5. t+, (au+f 2f, -l),

ah 2e h | 3.
W= - e— +f., —2fu-d).
¢ 3 +3,, l+‘3;l< av—?—fan / )
Differentiiert man die erste dieser Gleichungen nach u, die
zweite nach », so erhiilt man:
o c.)ll ah 3y ., 3%y

- *) ] -
dudr 81(2 g+ = du 3(61 du? a

31
azf(,(/du'l'/ lt' B 2fr~l)+/I(.(/|1J11+,(/Jztzl+f;l4’v +/T]ll r_'zfu v’ Al 'zf;}.Ll!l)

|
A (gd. +fl -—Zf,,/l)
l‘)

7o &h 3h de dte

- = 2]
/ susv — 50t 0T %3, +/a +
¥/
3[1’(”~lv’+flu 2/'11"l)+]l(()r"1‘+(f'lun+fv-iju+/‘h]uo_L‘fuv'-l 2]‘,,41‘,)

24 -

hdg(ed, 4= fdy — 2+ 2D
. 202 :
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Diese zwei Ausdriicke miissen identisch sein; sonach ergibt sich:

=y o2 C gAY 8 SRR

2u et du . v
() Guclutg M en by = e Apytefu by Fuly g 48— 12
+/1<y"" pl_".{,./u ot hen v .r) ; v /u v ft " (/ g l-) V”‘)z()‘

Um /i zu ermitteln, mufi man also die partielle lineare Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordunung (8) 18sen. Hierauf bestimmt
man 7 und V (Gl. 7), erhiilt dann aus Gleichung (6) o und aus
den Gleichungen (5) schlieilich @ durch Quadraturen.

Mau sieht also: Sind »® Gerade im Ranme (d. i. 1 Gerade
dureh jeden Punkt des Raumes) durch ihre Richtungskosinus, aus-
gedriickt in Funktionen zweier Variablen « und », gegeben, so
ist es, um aus ithnen die Normalenkongruenzen von Flii-
chen —, von welchen das Linienelement der sphiirischen
Abbildung sonach bekannt ist -, zu ermitteln, notig,
eine partielle lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
zu integrieren. Das Problem wird alsdann vollstindig durch
eine Folge von Quadraturen gelist.  Auf diese Weise werden also
alle Flichen S, mit gleichem Linienelement im sphii-
rischen Bilde erhalten.

Bei Wahl des konstanten Winkels o zu a/2 kann man ins-
besondere alle jene Fliichen bestimmen, deren Normalen mit jenen
der Fliche S in korrespondierenden Punkten zwar rechte Winkel
bilden, doch dieselben uicht notwendig in Punkten der gegebenen
Fliche schneiden miissen. Es stellen also fiir diesen IFall
die vorangegangenen Ausfithrungen zugleich eine Um-
deutung des Problems orthogonaler Flichen (Orthogona-
litit der Tangentialebenen, hzw. Normalen) dar.

Die Grofen o, {7 und }V stehen zueinander i charakteri-
stischer Beziehung, wie sich aus folgender Uberlegung ergibt:

Es ist:

sonach :
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LG, — ll — (o — (V)
ey

oder:

I | Ir e, "/nl.‘
R A LG — I

= Kritmmungsmali der Fliche S|,

d. h. es konnen die Gleichungen:
Ly =0 ,\'] I "1" ["\jlu- Hiw = "‘)'I u ’+' l')'ln o = ’_’Z‘ u 'll A )
L)y = l"\'i w1 2] -\—l ve Hiw = I )r' u 10 b vy £ op == l'ZI n ':T 4 Z?l;

als Verallgemeinerungen der von Olinde Rodrigues fiir
die kartesischen Koordinaten der Zentrafliichen aufge-
stellten Gleichungen betrachtet werden.

N
N -~

Zusammenhang des Problems der lsogonalitit von Flichennormalen
mit dem der Fldchentreue.

Eine zweite Art der Ermittlung der Richtungskosinus X, Y|, 4,
der Normalen der Fliche S, fihrt zum Nachwels eines engen
Zusammenhangs der Frage nach isogonalen PFlichen mit dem

Diminution

Problem der Flicheniiquivalenz bzw. Flichen- . .
Amplifikation

foleender Uberlegung:
dntwickelt man die Definitionseleichung (1) 8. 65, so er-

hiilt man:

| iy Ia ) U 31— 2 ) FYVD D
(1) .
how, pp= gy, 4+ 1 LV Sl\].
D=EG-—-TF p=_": ¢g="", D =14+p"+4¢
oty ¢ oy

Man kann nun folgende zwel Fille unterscheiden:

I. D= D,. baw. T =7,, d. h. die Fliichen 5, sind
fliichentren der Fliche S. Dieser Fall begreift die Kon-
gruenz i sich, ohue sie hier in der Allecemeinheit des Problems
der Fliicheniiquivalenz besonders unterscheidbar zu machen.  Glei-

chung (1) kann alsdann geschrieben werden in der Form:
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—S(;I/u 2',, —— &u !/v) [(!/l sy T Al Y lY) —k (?/u Sy — dy yv)] = 07
bzw. p(p, —kp)+q(q, =)+ (1A —k) =0 oder:

(2) XX, 4, =0, baw. p¥, 4 ¢B, —1C, = 0.
Dabej ist: A, = p, __].1,
XO:X]/D \\)‘1 == q, — g,

A =XVD —kXVD—=X, VD, —kX, G =5k —1,
Mit der Gleichung (2) ist identisch das System der 3 Gleichungen:

A, =c¢Y,—bZ, bzw. W, = —cq—0-1
(2a) B, =aZ,— cX, B=a-1 4 c-p,
C,=0X,—al, C, = —bp+ag.

Dabei sind a, b, ¢; bzw. a, b, ¢ zuniichst vollkommen will-
kiirliche Funktionen von # und v, bzw. von y und :.
Schlieflich errechnet man die Richtungskosinus selbst gem.
Gl. (2) nach den Formeln:
Y - W, 4+ kp

1 -l/l\ bl
.4, +/u\1/1) EXy+ceY, — b2, B, + kg
X, =21 — bzw. Y, = .
VD VD |40
u. s. f. ]
’ Zame Lo
l/“

Die Bedingung, dab:
XitYit =1
sein muB, schrinkt die Willkiir in der Wahl der Funktionen a, 0, ¢,

bzw. a, b, ¢ ein. Bei Darstellung der Richtungskosinus in vor-
stehender Form ergibt sich niimlich:

D, =234+ kD, hzw. D=2+ D,
d. h. 24} = D(1 — &), d. h. 2 =7 (1 — 2.

Andererseits ist, wie sich aus den Formeln (2a) errechnet,
QA =D[a®*+ P42 —(a X+ LY+ cZ)3];
bzw, 2 =T (a®* + 4+ ) — (ap + bg-— )~
Durch Gleichsetzung beider Werte folgt:
1l =sin?w =at 402+t —(@X 4 bY I c2)
(ap +bg— o)

D

bzw., | — % = a® 4 0° 4 ¢ —
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Diese Gleichung wird befriedigt, wenn:

a b ¢
a, =— —— = . C, == S
2 sinw’ 0 sinw’ ° sinw’
a b ¢
bzw. a, = + - e , Gy =+ —
sin w sin o sin o

die Richtungskosinus einer zur Richtung der Normalen von S
senkrechten Geraden sind: Die Hauptaufgabe ist auch hier
die Bestimmung einer Richtung, normal zu der Flichen-
normalen von S.

2. D, =f-D,bzw. T, =T (f konstanter Proportionalitits-
faktor), d. h. die Differentiale der Oberfliichen der beiden Flichen S
und S, stehen in einem bestimmten, fiir jeden Punkt konstanten
Verhiiltnis zueinander. Die in diesem Paragraphen angegebenen
Gleichungen gelten fiir diesen Fall unter der Voraussetzung, daB

I ersetzt wird durch ' = /L V/f.

§ 3.
Isogonal-isometrische Flachen.

Will man die zur Fliche S isometrischen und zugleich, im
Sinne der Gleichung (1) S. 65, 1sogonalen Fliichen bestimmen,
so hat man die Aufgabe, eine Fliche aus den Richtungs-
kosinusihrer Normalen und dem Linienelement der Fliche
zu ermitteln. Dies ist identisch mit der Bestimmung der
Fliche aus ihren sechs Fundamentalgrofien, wie folgende
Uberlegung ergibt:

Da die Fundamentalgrifen 1. Ordnung der Fliche S, gleich
den entsprechenden der Fliche S, bekannt sind:

(1) Boe=F Fo—F G —1,
ferner: do=a gt
gegeben ist durch die Richtungskosinus der Flichennormalen, so
ist das Kriimmungsmaf von S, bekannt:
1 _VE G, — F;
1\"'1 I/ ()l !/1 e /i
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Da weiter gilt: O et
so folgt
L N, — M; = V(g — ) (I G, - F}).
Fiir die sphiirische Darstellung von S, gelten die Bezichungen:
g oo Kol == H oL e o= d M

g, + K, G, = H,N,,"

I

2
woraus sich ergibt:
(L N =My = AL J0 D - K Ae G~ 8 elisle

Substituiert man in dieser Gleichung fiir L, N, W7 den
oben angegebenen Wert, so erhillt man schliclilich fir die Be-
rechnung von H, die Gleichung 2. Grades:

-31 ,1 /)1 S5 ("1 (;1 =% 9 I"vl ':/.1 l"‘.)

H = /)

1

Die Grotien 1, M, N, bestimmen sich rein algebraisch
aus (2). Es kann danu in bekannter Weise die Ixistenz der
isometrischen Fliche S, gepriift und diese selbst aus den 6 Fuu-

damentalgriofien hierauf ermittelt werden.

§ 4.
isogonale Flachen, deren Normalen sich in Punkten der einen
dieser Fldchen schneiden.

Die Lisung des Problems der [sogonalitiit von Fliichen fithrt
auch zur Behandlung der Frage nach Flichen S|, deren Nor-
malen jene der isogonalen Iliiche S in Punkten der einen von
beiden Flichen schueiden.

1. Die Berechnung der Gleichungen fiir die Darstellung von
Flichen S;, deren Normalen die der isogonalen Fliche N
in den Punkten P derselben schueiden, gibt jene Voraus-
setzungen fiir die Fliche S, an deren Erfiilitsein das Vorkommen
solcher Flichen S gebunden ist. Die Berechnung von o (vgl.
S. 72, Gl (4)) erfordert dann nur mehr eine Integration.

1) Vgl. G. Scheffers, Linfilhrung in die Theorie der Flichen, IT. Teil.
Leipzig 1902. 8. 497.
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In diesem Falle des Schueidens der Normalen von S und 5,
in den Punkten I’ von N gilt:-

x, =z -+ 0 X,, Yy, ==y o, & =2 pd,,
woraus folgt:
~ 0y = Juy N, — o, = N, X
Setzt man die in Seite 66 fiir N, Y|, 7 aufgestellten Werte

ein und beriicksichtigt, dali-
S — 2ge N0 = 0]
so erhitlt man:
oo =T V1 - Xz, + Dy B32a),

oy — : ] ! (X, =t :)) e 1 ";:1,)~

Differentiiert man die erste dieser Gleichungen nach v, die
zwelte nach w, setzt die dann gefundenen zwei Beziehungen fiir
0., einander gleich, so ergibt sich:

\:l Ay '*' \))u,’/n i ‘))v S S -)(.u ol _l' _\\)),, .’/, }‘ ‘; N

d. ho es gibt Flichen N, deren Normalen in P, die zu
thnen isogonalen Normalen der Fliche S in den ent-
sprechenden Punkten 2 derselben schneiden, wenn fir

die F'liiche S die Beziehuny besteht:
(1 L XX, =0,

Die Art der Fortschreitungsrichtung aufl der Fliche ~) d. h.
die Auswahl der Tangenten dieser Fliiche zu Geraden mit den
Richtungskosinus X, ?). 3. bestimmt demnach die Voraussetzung
fir das Vorhandensein sowie die Art der isogonalen Flichen S|.

In den auf Seite 68 angefiithrten vier Spezialfiillen erhiilt man
aus Gl (1) durch Kinsetzen der entsprechenden Werte fiir die
Richtungskosinus X, J). 3}

im Falle 1) (7, L2 — 2P F, + I, 1" =0,
im Falle 2) 7,172 2GFF, + I,G? =0,
im Falle 3) LKL —28F1, + L, 1" =uv,

m Falle 4) /G, 2 F, + G, F = 0.

o berechnet man nach der Gleichung:

. . o z
0 = = J _\ by ,\‘ (IN ) .:..l', ‘\ (1 A

in folgenden Werten:
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im Falle 1) o0 =+ V1 —* J - dv,

'y

2) o=+ ]/1—:_759‘[1/];;_ du,

~

im Falle

im Falle 3) o =+ V1 :]xigfl/li(lll -+ V_‘ dv,

]" 7
~du -+ VGde.
G

im Falle 4) o = + V1 —/* ‘J‘]/
/

Nimmt man, unter Voraussetzung der Orthogonalitiit der
Fliichen S und S,, auf S als Gerade mit den Richtungskosinus
X0, 3 die T n(renten einer Schar von o' geodiitischen Kurven,
welche in diesem Falle Parameterlinien der Fliiche S sein miissen,
so sind diese o? Tangenten die Normalen von ! Parallel-
flichen S,, fiir welche die Fliche S der eine Mantel der
Zentrafliche ist1).

2) Um die isogonalen Flichen S, zu bestimmen, deren
Punkte P, die Schnittpunkte 1hrer Normalen mit jenen
der Fliche S in deren entsprechenden Punkten I’ sind,
verfihrt man folgendermaBen:

Die Koordinaten von S, sind in diesem Falle dargestellt durch:

=IC+91X, .1/1::[/_*_01)’; < ':2‘+L'1Z~
woraus folgt:
Zyw = Ty + 010 X + 0, Xy, Lo = &y + 010 X + 0, Xy,
Yiw = Yu + 01 Y + o, Yo, Yo=Y + 0. ¥+ o Y,
Zu ko Z A 0, 2y, il =2, 010/ + 0, 7%.

~lu

I

Durch Berechnung von 2, X,, bzw. 2w, X| ergeben
sich, unter Beriicksichtigung der Beziehungen:
2. X, =2x%,X, =0, 2y X =2, X =0,
Sz, X, =+ V1—1IZXx.,, z‘xw\' =+V1—XXzx,
2XX, =2XX, =0

die beiden Gleichungen :

5 gl. G Scheffers, a. a. 0., S. 408 und 8. 475. L. Bianchi-Lukat,
a. a. 0., S.
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+ V1 IEXXa, ko V1I—I2 0, XN, =0,
+ V1 — XX+ ko, T V=0, XXX, =0
oder:
01« = T tgo (X2, + o, ‘.\-‘-)(' X,
o1y = t+ tgo (XX, 4 0, XX X,).

Differentiiert man die erste dieser Gleichungen nach o, die
zweite nach u, setzt die beiden hierdurch gefundenen Beziehungen
fiir 01,y einander gleich, so folgt fiir die Berechnung von o,
die lineare partielle Differentialgleichung 1. Ordnung:

oy (E e, ) e 2k 26, 5= 0 A,
+ XXz, — 22X, 2, = 0.

Wiiblt man bei Konstanz des Winkels o = 7 als (erade

mit den Richtungskosinus X, V). 3 die Tangenten der beiden
Scharen von Kriimmungskurven auf S, die dann zugleich Para-
meterlinien  der Fliiche S sein miissen, so ergeben sich als
Flhichen S; die berden Miéntel der Zentrafliiche von S
Die in diesem Paragraphen gegebene Spezialisierung  des
Problems  der Isogonalitiit kann als eine Uberfragung der
Fvolutoidentheorie auf die Geometrie der Flichen und,
i sie zwar das Schneiden sich entsprechender Normalen voraus-
clzt, den Winkel o0 aber vollstiindig beliebig Filit, als eine Ver-
Ilf_;mnemmun(r der Theorie der Zentrafliichen aufeefalit
verden.  Hs gestatten die vorstehend ausgefiibrten Betrachtungen
tie Darstellung aller «! Flichen, deren Normalenkongruenzen in
hrer Gesamtheit den Komplex der zn den Normalen von S
den Pankten P bzw, P

, 1sogonalen Geraden bildent).

Y Veh 865 und 66,

Sitzangsh. d. math.-naturw, Abt, Jahrg, 192¢, 6



