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Bemerkungen zur Algebra.

Von Oskar Perron.

Vorgelegt in der Sitzung am 21. Juni 1924,

Daf k& + 1 Funktionen von nur % Variabeln nicht vonein-
ander unabhiingig sind, wird jedem einleuchten. In der Algebra
kann man den Satz dahin verschiirfen, dafi zwischen & 4- 1 Poly-
nomen von nur k Variabeln stets eine algebraische Abhiingig-
keit besteht. Auch das wird niemand bezweifeln; aber merk-
wiirdigerweise scheint dieser so einfache Satz nirgends bewiesen
zu sein. In Nettos Algebra findet sich zwar ein Beweis?), der
sich auf die Theorie der Resultante und ihre Darstellung durch
die endlich vielen simultanen Nullstellen stiitzt. Aber abgesehen
davon, daB die Resultante von mehr als zwei nicht linearen Poly-
nomen schon ein recht komplizierter Begriff ist, der zu der Ein-
fachheit des zu beweisenden Satzes in gar keinem Verhiiltnis steht,
ist der Beweis auch keineswegs ausreichend. Denn die Darstel-
lung der Resultante mit Hilfe der simultanen Nullstellen, deren
Verwendung iibrigens bei einem Satz der rationalen Algebra auch
ein Schonheitsfebler ist, setzt immer den allgemeinen Fall vor-
aus. Bel Spezialisierung aber wird der ganze Beweis hinfillig,
wie man schon an dem Beispiel der drei Polynome

f=2+y,

P = 2z + 21 s

w=3x -4 3y
siecht. Die Resultante ist hier

1} E. Netto, Vorlesungen iiber Algebra, 2. Bd., S. 136.
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und wenn man sie gleich Null setzt, erhiilt man die Identitit
0 = 0, aber keine Abhiingigkeit zwischen den Polynomen f, ¢, y.

~ Wenn zwischen & Polynomen von £ Variabeln eine alge-
braische Abhiingigkeit besteht, so verschwindet die Funktional-
determinante. Dieser bekannte Satz wird meistens nur unvoll-
stindig bewiesen; ein einfacher und ausreichender Beweis findet
sich bel Kénig!)., Was nun die Umkehrung anbelangt, dafi das
identische Verschwinden der Funktionaldeterminante stets eine Ab-
hingigkeit der Funktionen nach sich zieht, so wird sie meistens
mit den Hilfsmitteln der Analysis bewiesen, und dann ergibt sich
zwar eine Abhingigkeit, aber man weil nicht, ob sie algebraisch ist.
Abgesehen von diesem Mangel haftet aber dieser Beweismethode
auch der oben erwihnte Schionheitsfehler an, da es sich ja wieder
um einen Satz der rationalen Algebra handelt. Diesen Schon-
heitsfehler hat die Darstellung bei Kénig (a. a. 0., 8. 247—259)
bewuft vermieden, aber wie mir scheint, doch nicht ganz. Denn
Kénig setzt zwar nicht die Wurzelexistenz im Sinne der Ana-
lysis voraus (Fundamentalsatz der Algebra), wohl aber benutzt
er einen algebraischen Erweiterungskorper, in dem Wurzeln exi-
stieren; er geht also unnédtigerweise doch aus dem gegebenen
Korper heraus. AuBerdem wird bel diesem Beweis auch die ganze
komplizierte Eliminationstheorie vorausgesetzt.

In Wahrheit lassen sich aber all diese Dinge auf duberst
einfache Art beweisen, und dabel wird es miglich sein, auch iiber
den Grad der zwischen den abhingigen Polynomen bestehenden
algebraischen Gleichung bestimmte Aussagen zu machen.

1) Julius Konig, Einleitung in die allgemeine Theorie der algebra-
ischen Grofien. Leipzig 1903, S. 246.
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§ I. Abhingigkeit von Polynomen, deren Anzahl die der Variabeln
iibertrifft.

Satz 1. &k +1 Polynomé von %k Variabeln?)

f,(xl, ey xk),
f/c+l (xla ey xk)y
deren Grade n,, n,, . . ., %41 sein mdgen, sind vonein-

ander abhingig, und zwar besteht zwischen ihnen eine
algebraische Tdentitit

- 4 ply Tl
‘2'("}-1:;'2|'-'v;'lc+1f’ [ fkilj—] =0,

die in bezug auf fi4, hochstens vom Grad n,n, - - - n ist,
und deren Koeffizienten (')-1-"-2’-~~J-k+1 dem durch die Koef-

fizienten der Polynome /, bestimmten Korper angehoren.

Um eine solche Identitiit zu finden, wihlen wir eine spiiter
noch geeignet zu hestimmende positive ganze Zahl m und be-
trachten die Summe

_— _ iy
(1) "-(/-:./-2'~-~,/-1;+1f1 fz Ic-‘}-1 !
erstreckt iiber alle ganzen nicht negativen 4, 4,...., 4, 11, fiir welche

@) [y 2y Ry g A R S <o,
\ Aigr < hg o v My
ist. Dann steigt die Summe (1) als Polynom von z,. ...,

hetrachtet hochstens bis zum mten Grad auf. Da ein allgemeines

Polynom mten Grades von % Variabeln ("7") Glieder hat, so er-

geben sich also, wenn das Polynom (1) als Funktion von z,. ..., @

. . . k . .
1dentisch verschwinden soll, ('"ir) lineare homogene Bedingungs-

gleichungen fiir die Koeffizienten 07-1.12,---,f'-k+;-

Wenn nun die Anzahl dieser Koeffizienten grofer ist als
("F¥), so lassen sich die Bedingungsgleichungen innerhalb des in
Satz 1 genannten Kérpers gewif erfiillen, und eine Identitit der
gesuchten Art ist dann gefunden. Die Anzahl der Koeffizienten

Cigiia. oo iy it aber gleich der Anzahl der Zahlensysteme /,,

1) Der Full, daB es noch weniger als & Variable sind, ist dabei mit-
eingeschlossen, da ja nicht alle Variable wirklich vorzukommen brauchen.
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Agy <« .y Aigr, welche den Bedingungen (2) geniigen. Somit ist

nur zu zeigen, daBl die Ungleichungen (2) bei geeigneter Wahl

4+ . . . 2
von m mehr als ("7 ") ganzzahlige nicht negative Lisungssysteme

lyy A9y + v oy A1 haben. Wir wiihlen zu dem Zweck
M=y Ry - Mggr o PRy R - Ry — 1
und werden sehen, dafi dann bei geniigend groBem p das Ge-
wilnschte sicher eintritt.
Dann hat niimlich die erste Ungleichung (2) bei festem
Jigry, weil Zupy <mymy - - -y sein soll, noch mindestens soviel
Lsungen wie die Ungleichung

ndy F yhy s A <m—nyny - Mg
(3) =pn Ay — 1.
Nun sei ¢,+ 1, ¢+ 1, ..., g+ 1 ein System von £k
positiven ganzen Zahlen, deren Summe hochstens gleich p ist; es

gibt (f) verschiedene solche Systeme. Wihlt man dann 4,. Z,,
.y Zx so, daB

Qg iy - e <y A <(q, 4 1) ng g - - g,

ety 1y e < < (g + 1) my oy e,
was auf genau (%, -+ - 7)*~1 Arten mdoglich ist, so ist (3)
erfilllt. Somit hat die Ungleichung (3) mindestens

(%?) (nyny - - !

Losungen. Mindestens ebensoviele hat also die erste Ungleichung (2)
bei festem Z,4;. Da aber flir 4,4, nach der zweiten Unglei-
chung (2) die n, n, - - - . + 1 Werte

0,1,2,...,n,m -

zugelassen sind, so ergeben sich fiir (2) mindestens

(4) (nyny - e+ 1) (172) (nyny - - - My !
Loésungen, und wir miissen nur zeigen, daf das mehr als

) (7)@2—75) _ (nln2 C Mg —]}C—pnan s —1 —i—k)

sind. Nun sind die Ausdriicke (4) und (5) in bezug auf p Poly-
nome vom Fkten Grad. In (4) hat p* den Koeffizienten
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1
i) (mgmy - e+ 1) (0, my - - m)*
. o .
in (5) aber hat p* den Koeffizienten i (n,m, - )% der offen-

bar kleiner ist. Wenn also p geniigend grof, so ist in der Tat
der Ausdruck (4) grofer als der Ausdruck (5). W. z. b. w,

In der Formulierung von Satz 1 nimmt das Polynom fi .
eine Sonderstellung ein. Die gleiche Sonderstellung hiitte man
aber einem beliebigen andern Polynom f,, einrdumen kinnen, wo-
durch man eine Identitit gefunden hiitte, die in Bezug auf f,
oy Mgy

Ny,
werden wir mehrfach Gebrauch zu machen haben.

hochstens vom Grad ist. Von dieser Bemerkung

§ 2. Abhingigkeit bei Verschwinden der Funktionaldeterminante.

atz 2. Seien r 4+ 1 Polynome von & Variabeln ge-
geben: [z, .z,

f,-+1(xl, ey .’I?k),
wohel » -1 <k ist, und zwar sel f, vom Grad n,. Wenn
dann die (r 4 1)-reihigen Determinanten der Matrix

13f, 2fi]
o, 3T
Ofrr vy
{ E‘).’l’)l o Xy
identisch verschwinden, wihrend die r-reihige Deter-
minante : A
2R
| 2@, 9 &y

. _
K L
o, dzx,
nicht identisch verschwindet, so besteht zwischen den
Funktionen f,, ..., f,4, eine algebraische Identitit

=i IR A =0,
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die in bezug auf eine beliebig wihlbare der Funktionen f,
n 722 LR (|
T
fizienten C;.,,;_?‘.._.;,,,_H dem durch die Koeffizienten der
Polynome f, bestimmten Korper angehoren.
Betrachtet man nimlich die & + 1 Funktionen

héchstens vom Grad - ist, und deren Koef-

f‘, f2, ey f;-+1, Tygety T2y o« oy Liy

so mufi zwischen diesen nach Satz 1 und der SchluBbemerkung
des vorigen Paragraphen eine Identitiit

(6) (])(}‘], fz, Ce ey /’;-_{.,, Ly 41y Trg2y 0+ oy x,‘) =0

bestehen, die in bezug auf f, hdchstens von dem angegebenen
Grad ist') und deren Koeffizienten dem besagten Korper ange-
horen, Dabei kanu die Identitiit (6) nicht von allen Funktionen f,
frei sein, weil ja zwischen #,41, Zy42, ..., Zx natiirlich keine
Abhiingigkeit besteht. Wenn in (6) die Variabeln @, 4., ..., i
nicht explizit vorkommen, so hat man in (6) bereits eine Iden-
titit der gesuchten Art. Wenn aber etwa x, explizit in (6) vor-

kommt, so bilde man die Derivierten nach =z,, z,, ..., 2, &,
wodurch sich ergibt:
ad 23 ad 3
f] + f+1 - 07
of, aﬁ +1 2%,
abof, | b afiyr_
afl axf afr—{—l dx, '
ad 3f, ad 3 1 ad
. _a_l- S I Cia 0.
af, s ofy 41 2 Ty

Hieraus folgt aber:
B %

9z, o, af, afy
DR iz, 3z,

Bf, frar, oD - ?q)
ox, 3x, 3fr-{-l afl aﬁ axs'
3y 3l sz, aw,

A 2%

1) Vorlaufig natiirlich nicht in bezug auf jedes f,, sondern nur in
bezug auf ein beliebig auswihlbares /, .
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Da nun die Determinante links identisch verschwindet, die

o ... .
rechts dagegen nicht, so folgt, daB oz identisch Null ist.

AuBier der Identitiit (6) besteht also auch die Identitit
0
I
und diese ist in bezug auf z; von geringerem Grad als (6). Natiir-
lich kann auch sie wieder nicht von allen f,. frei semn. Hierauf
kann man den gleichen ProzeB anwenden und so oft wiederholen,
bis man eine Identitdt erhilt, in der x, nicht mehr explizit vor-
kommt. Auf diese Art kann man also durch fortgesetzte Deri-
vation aus der Identitiit (6) die #,41, Zr42, . . ., 2 herausschaffen
und erhilt schlielich eine Identitit

lll(fl’ fg’ BRI f"-i-l) = 0.

Diese st in bezug auf das bestimmt gewiihlte £, gewi nicht
n, N,

"y,

von hoherem Grad als (6), also hiéchstens vom Grad kg

und damit ist Satz 2 bewiesen.

§ 3. Verschirfung der vorausgehenden Sitze.

Unter den Voraussetzungen von Satz 2 hesteht, wenn s eine
beliebige der Zahlen 1, 2, .. ., » 4- 1 bedeutet, nach eben diesem
Satz zwischen den Funktionen fi, f,, ..., f; 1 eine Identitit

(7) yj/l(flaf;s--'aﬂ%—l)'—:oa

Ny Ny My
.

und deren Koeffizienten dem erwihnten Korper angehoren. Wir

fihren jetzt » -1 neue Variable y,, %,, ..., 4,41 ein und bhe-

trachten die Polynome

{Yll (?/1’ Ygo o v oy ?/r+l)»
lI/?(yn .7/2» sy f’/r—{—l),

die in bezug auf f, hochstens vom Grad ist,

(8)

!I/f+l (yn Yor o o o .7/7'+1)'
In jedem kommt y, 4. wirklich vor. Denn wenn etwa ¥,
von ¥,y frei wiire, so wiire die Identitiit ¥V, (f,, f,, . . -, fr11) =0
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von f,41 frei, und man hiitte eine Abhingigkeit zwischen f,, /,,
. [+. Eine solche gibt es aber nicht, da die Determinante

Oho 3
ox, ox,
e el
o, 3, |

nach Voraussetzung nicht identisch verschwindet.

Nun zerlege man das Polynom ¥, (y,, #,. . . .. ¥r41) in seine
irreduzibeln Teiler (innerhalb des mehrtach genannten Kiorpers).
Einer dieser Teiler mufi dann, wenn man darin y, =/,
Yr41 = frp einsetzt, verschwinden, weil ja ihr Produkt ¥ ver-

schwindet. Sei QWyy Yyr + oo Urid)

dieser irreduzible Teiler. Kbenso wie oben erkennt man, daf
Yy in 1thm wirklich vorkommt.

Ist nun P(y,, #,. - - ., Yrq-1) irgend ein Polynom mit Koef-
fizienten aus dem gleichen Kdorper und so beschaffen, dafy P(f,.

fos -« -« fr1) als Panktion von @, . . ., z identisch verschwindet,
so kann auch P (y,, .. .. yy41) nicht von y, 1, frei sein. Bezeichnet
man dann it

(9) 2 Yoo o )

die Resultante (Sylvestersche Determinante) von

(10) Py, oo gy und Q(y,, .o Yrar)

in bezug auf y.41, so mub

(11) 2 fos oo [)=10

sein, weil ja die Gleichungen
P(flﬁ ey Iy ?/"'f-l):()v
"(')(f]‘ ey fr; .’/n-{—l):O

eine gemeinsame Wurzel y, 4, = [, 1 haben. Daraus folgt, dal

die Resultante (9) identisch in y,, ¥, . . ., y- verschwindet,
weil sonst durch (11) eine Abhiingigkeit zwischen f,, f,, ..., f,

gegeben wiire, die es doch in Wahrheit nicht gibt. Weil nun
also die Resultante (9) identisch verschwindet, haben die Poly-
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nome (10) einen groBten gemeinsamen Teiler, der y, ., enthilt.
Da aber 2 Irreduzibel, so ist £ selbst dieser Teiler. Somit er-
kennt man, daB P (y,, ¥y, .. ., Yrg1) durch 2y, y,. .. .. Yrg1)
teilbar ist.

Die Polynome ¥, (y,, ¥y - - .. Yr+1) erfitllen die an P (y,,
Ygy - - - Yr41) gestellten Forderungen; nach dem soeben Bewie-
senen sind sie also durch 2 (y,, #,, . ... yr41) teilbar. Da aber
Ny Ny - My
=
so ist auch £ in bezug auf jedes y, hochstens vom Grad

¥, in bezug auf y, hochstens vom Grad ist,

Pythy Mg
n,
Irreduzibilitit, so kann es sich, da es durch £ teilbar ist, von Q
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden; es ist also von
einem konstanten Faktor abgesehen eindeutig. Zusammenfassend

gewinnt man somit den

Verlangt man von dem Polynom P auBerdem

Satz 3. Unter den Voraussetzungen von Satz 2 gibt
es ein Polynom Q(y,, y,, . ... ¥r41), welches in dem durch
die Koeffizienten der f, bestimmten Kdrper irreduzibel
ist und so beschaffen, dati Q(f,, f,, .. -, fr+1) als Funktion
von z,, ..., 2 identisch verschwindet. 2 ist durch diese
Forderung bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
bestimmt und in bezug auf jedes y, hichstens vom Grad
By My + o Npygy

» ’

In dhnlicher Weise liit sich auch Satz 1 verschiirfen. Wenn
niimlich unter den Voraussetzungen von Satz 1 eine k-reihige
Determinante der Matrix

Sh .. °h
|ow, Qx|
(12) oL L. ’i,
(Shr o
] axl al‘,‘ I

etwa die aus den % ersten Zeilen gebildete, identisch verschwindet,
so gibt es (bel passender Numerierung der Polynome f,, ..., fi)
auch eine Zahl » (<% — 1) derart, daB die Voraussetzungen von
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Satz 2 erfillt sind'). Daher hat man nach Satz 3 eine Identitiit

Qs fos - ) =0,
die in bezug auf jede darin vorkommende Funktion f,, hochstens

vom Grad Tafa i ist, also erst recht héchstens vom Grad
momy oy

Ry

Wenn aber von den A-rethigen Determinanten der Matrix (12)
keine identisch verschwindet, so gibt es nach Satz 1 und der am

Schluf des § 1 gemachten Bemerkung identische Gleichungen
P (fys fas - feg) =0,
([)2(7.1’ fa’ SRR /IH—I) =0,
Dy fyy for oo oy frer) =0,

. . i 0 Ny Ny v v r Hpegq-1
wobei @, in bezug auf f, hochstens vom Grad ~'=*— *!

n,,
ist. In keiner dieser Gleichungen kann eine der Iunktionen /|,
fos - feg1 fehlen; sonst miifite ja die Funktionaldeterminante

der k iihrigen, also eine k-reihige Determinante der Matrix (12)
verschwinden. Genau wie vorhin erschlieft man daraus auch die
Existenz einer einzigen irreduzibeln Identitit

O(fys foe « ooy frg1) = 0,

.o . . . RyNy e Mgy
die in bezug auf jede Funktion f, héchstens vom Grad ——*—
1st, und man erhilt den “

Satz 4. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 gibt
es auch (mindestens) eine Identitit zwischen den Poly-
nomen fy, f3. -« -\ fx4+1, die in bezug auf jedes f, htochstens

H, Ny 0 N
vom Grad —t-z et

n.u
durch die Koeffizienten der f, bestimmten Kérper an-
gehoren.

ist, und deren Koeffizienten dem

Wenn aufierdem von den k-reihigen Determinanten
der Matrix (12) keine identisch verschwindet, gibt es ein
Polynom £2(y,, ¥y, ..., ¥s+1), welches in dem erwihnten

1) Es kann auch r = 0 sein; day bedeutet dann, daf alle Ilemente
in den I ersten Zeilen der Matrix (12) verschwinden, so daf die Polynome
f1, ..., [, einfach Konstanten sind — ein trivialer Fall.
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Korper irreduzibel ist und so beschaffen, dak 2(f;, fo

.oy feg1) als Funktion von z,, .. ., & identisch ver-
schwindet. £ ist durch diese Forderung bis auf einen
konstanten Faktor eindeutig hestimmt und in bezug auf
Ay ey

jedes y, hiochstens vom Grad e
1

§ 4. Abhéngigkeit gebrochener rationaler Funktionen.
Seien
Ry, oo ) =12, ..., k+1

I+ 1 rationale Funktionen von £k Variabeln z,, .. .. 2. Wir
schreiben sie als Quotienten von Polynomen mit gemeinsamem
Nenner und setzen also

SRR

R, (CCPEIET Ti) == Yo (L1, oy :cu)

(=12 ....k+1).

Jedes der Polynome g,, ¢,, ..., gr41 ist von einem ge-
wissen Grad und die grisfite dieser Gradzahlen ser n. Wir fiihren
dann noch eine Variable z, ein und setzen

x Tk .
xjj.r/,,<‘,.... >:/,.(J:0.xl,....x,¢) (r=0,1,.... k4 1)
Lo %o
Die f. sind dann & 4 2 homogene Polynome nten Grades
von den L+ 1 Variabeln «,, @, ..., 2. Nach Satz 4 besteht
also eine Abhingigkeit der Form
. e iy g e
(13) G T TR o f ,;':*_'*'1‘ =0,

wobel jedes 4, <n*+! ist, und wo die Koeffizienten (’; TN P

dem durch die Koeffizienten der f, bestimmten Korper angehioren.
Nimmt man nun aus (13) diejenige Teilsumme heraus, fiir welche
Ao+ A+ + k4 den Minimalwert annimmt, der mit N be-
zeichnet sein mige, so mufs diese Teilsumme fiir sich verschwinden;
denn sie umfalit, da die /, homogen vom nten Grad sind, alle
diejenigen Glieder aus (13), welche in bezug auf die @, homogen
vom Grad » N sind, wiithrend alle andern Glieder von hiherem
Grad sind.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1924.

-1
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Wir diirfen und wollen daher annehmen, (13) selbst sei
bereits die so gewonnene Relation, so daf in allen Gliedern
Ao+ A 4+ -+ Ay = N ist. Dividiert man dann (13) durch
f¥ und setzt alsdann z, = 1, wodurch £, in g, iibergeht, so er-

gibt sich:
% A% G\ 1
‘1(10.21,--4-)-k_+_|( 1) (,7> =)~
Yo Yo

Zur Bezeichnung der Koeffizienten (' ist nun der Index 4,
offenbar {iberfliissig, und wir kénnen unser Ergebnis aussprechen in

Satz 5. Sind

Y» (.’El, ey SUI,) 2
R.(x,,..., o) =21 """ = r=1,2,...,k4+1)
(=, . o @y .oy @) (
k+ 1 rationale Funktionen von & Variabeln z,, ..., zx und
ist » der Maximalgrad der Polynome ¢,, ¢,, . .., git1, S0
besteht zwischen den R, (mindestens) eine algebraische
Identitit der Form

Z 0y,

R ... R*+! =0,

RS k-1

wobel alle 72, <n**! sind, und wo die Koeffizienten
('/'-u--~-."-k+1 dem durch die Koeffizienten der I, bestimmten
KNorper angehdren.

Um auch Satz 3 auf gebrochene Funktionen auszudehnen,
setzen wir
Y (z, r .._,x,‘)

R,.(':Cl, ceey xk) _.(/O(xl’ 5o a xk)

(=12 ...,r41),

wobel # 4+ 1 <7 sein soll, und nehmen an, daf3 die (+ 4- 1)-reihigen
Determinanten der Matrix

3R, aR, |
| ax, x|

(14) !' o
(EZCESINCR oS l
| 9z, 3y

identisch verschwinden, wihrend die »-reihige Determinante
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3 R, 3R,
laxll"‘éxr
(15) A=1 .
EV Y
| oz, 7ax,~‘

nicht identisch verschwinden soll. Nun ist offenbar

Y 3y
j] 0 - 0y j"ad‘olcgl >z,
{ 1 r
|
1 oR oR, 3y oy
) 1, v L9 1
‘(/vr'}—{—l/l =y, ]1/1 Yo axl -(/{) axri:‘ 1 axl 2x,
3R, 3R, 29, 2g,
R, do g, v ) g_'...._:/_'
\ dz, V% oz, ! oz 3z

wie man sofort erkennt, wenn man in der Determinante links die
. ., 0 c e
Klemente der ersten Spalte, nachdem sie mit aiﬂ multipliziert
sind, zur (v -+ 1)ten Spalte addiert. "
Ist nun wieder » der Maximalgrad der Polynome g,, g,,
.y r41 und fiithrt man die homogenen Polynome nten Grades

xX L .
x::m(‘,....*’)zf,}(xo,x,,...,xk) (r=0,1,....r41
x() xO

ein, so ist die letzte Determinante auch gleich

A
|'" 2z, 3y |
|

(16) . .
ook
1f" dx, dz,

fir @, = 1. Das Nichtverschwinden der Determinante 4 besagt
also soviel wie das Nichtverschwinden der Determinante (16).
Da aber nach der Eulerschen Formel fiir homogene Funk-

tionen nten Grades

.1 af. ofs af.

= n (x" 2z, + dz, LI 3y
ist, so folgt, indem man das in die erste Spalte der Derterminante (16)
einsetzt, daB die (» -} 1)-rethigen Determinanten der Matrix
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oy 3y 3!

EEXEREEA

CNERC N

3z, dx, AT |
nicht alle identisch verschwinden. Ist also y,, y,, ..., . eine
geeignete Anordnung der x,, x,, ..., 2%, so wird die (» 4 1)-
reihige Determinante

(26, 2% 3]

3y 2y A
(17) | . . oo
ofr 2fv  3frl
2y, 2y, 3y
nicht identisch verschwinden.

Genau ebenso erkennt man, daB das identische Verschwinden
aller (i + 1)-reihigen Determinanten der Matrix (14) gleich-
bedeutend ist mit dem identischen Verschwinden derjenigen (» 4 2)-
reihigen Determinanten der Matrix

e o M |

l " A, dak
(18) [T

| p dfra1 3frgr |

! rt 3.171 3y,

welche die erste Spalte enthalten. Aber dann verschwinden die
anderen (r + 2)-reihigen Determinanten dieser Matrix ebenfalls,
da sie sich nach Multiplikation mit f, linear aus den eben ge-
nannten zusammen setzen, wie sich ja sofort aus der Identitit

T
1] ) o
31.,.1 3.1,,,1_+2 .
/' a/;)>... a/;)
jro dz,, 3%y, f= 0
L e
PR S 9/»:+,' |
+ sz, CE
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ergibt, indem man nach den Elementen der ersten Zeile ent-
wickelt. Es verschwinden also alle (» + 2)-reithigen Determinanten
der Matrix (18), und indem man auf die erste Spalte wieder die
Tulersche Formel anwendet, findet man, daB auch die (» + 2)-
rethigen Determinanten der Matrix

2lo 2 . 2l

dx, 23z, 3 xy,

(19) He o o o
‘laf;i_l ofr41  ¥fran

Cdx, Az, dxy

identisch verschwinden. Nach Satz 3, wobel nur » 4~ 1 an Stelle
von 7 zu setzen ist und die Variabeln 2, in der oben angegebenen

Reihenfolge y,, v, ..., yx zu nehmen sind, besteht also eine
Abhingigkeit der Form
(20) 2 g tgseeiig iy O 1 - R =0,

wobei jedes 4, <w't+!' ist, und wo die Koeffizienten Cios by iy
dem durch die Koeffizienten der f, bestimmten Korper angehoren.
‘Wie vorhin beim Beweis von Satz 5 darf man wieder annehmen,
daf in allen Gliedern von (20) die Exponentensumme 1,4 7,
4+ -+ A4 den gleichen Wert, etwa NV, hat. Dividiert man
dann (20) durch /¥ und setzt darauf wieder , =1, so erhiilt man

Satz 6. Seilen
By, o) =L@ ® e

AT

r+ 1 rationale Funktionen von %k Variabeln z, ..., z
and sei r4+ 1<k Der Maximalgrad der Polynome g,,
Gy - - Grg1 sei n. Wenn dann alle (r 4-1)-reihigen

Determinanten der Matrix (14) identisch verschwinden,
wihrend die r-reithige Determinante (15) nicht identisch
verschwindet, so besteht zwischen den Funktionen IR,
(mindestens) eine algebraische Identitit der Form

>0 R"-t Ri? S R =0,

CAT P S 1
wobel alle 4, <»'*! sind, und wobei die Koeffizienten

Chy.ooypyy dem durch die Koeffizienten der R, bestimmten
Korper angehiren.



