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Ueber Differentialgleichungen,

die mit ihren adjungirten za derselben Art gehoren.

Von Alfred Loewijr.
(Eingelaufen 4. Januar 1902.)
Herr Gino Fanol) hat sich mehrfach mit dem Satze be-
schaftigt:

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass

die Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung
wter Ordnung:

(D) pt(x) B )-f pt(x)y@3+ ... + pHxX)y = 0
durch eine Transformation:

=Xy (X)y +oai(x)y"+ o+ i
wobei die a0(x), ax(x), .. . aHA(x) dem Rationalitatsbereiche,

fur den die Rationalitatsgruppe betrachtet wird, angehdren,
in diejenigen der adjungirten Differentialgleichung:

(D) zZ— (=29).") (P33 — ... (—YmpH = 0

Ubergefthrt werden kénnen, dass also (D) und (Dj) zu derselben
Art*) gehoren, besteht darin, dass die Rationalitatsgruppe

) G. Fano, Sulle equazioni differenziali lineari che appartengono
alla stessa specie delle loro aggiunte. (Atti della R. Acc. di Torino,
vol. 34, (1899).) Osservazioni sopra alcune equazioni differenziali lineari.
(Rend. della R. Acc. dei Lincei (1899).) Ueber lineare homogene Diffe-
rentialgleichungen mit algebraischen Relationen zwischen den Funda-
mentallésungen. Math. Ann. Bd. 53, p. 568.

2 Vgl. Ludwig Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen
Differentialgleichungen. Bd. Il 1, p. 120 und 121.
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von (D) aus lauter Transformationen gebildet ist, welche eine
bilineare Form: =*

e=1*=]
von nicht verschwindender Determinante mit cogredienten
Variablenpaaren vy, #4 in sich UberfUhren. Es moge mir
gestattet sein, dieses Resultat einerseits fur die Theorie der
associirten Differentialgleichungen, andererseits fiir die Differen-
tialgleichungen, denen die Producte der Integrale der vor-
gelegten Differentialgleichung zu je zweien geniigen, zu ver-
wertheil.
§ i.
Stellen yx, ya, ... yn ein Fundamentalsystem von (D) dar,
und bildet man:
Yooy Y im
y‘i y'h - = omy<m

y i y!. mmmyim

V(m—) Ym—=) Yim—2)

Nel ' *m
wobei ix< i%...< imund ixXli2, .. .im eine jede Combination
der Zahlen 1, 2, ... n zu je m bedeuten, so genligen diese

v= (J) Determinanten einer linearen homogenen Differential-
gleichung, die zuerst von Herrn L. Fuchsl untersucht wurde
und nach Herrn Ludwig Schlesingerl) die n-wte associirte
Differentialgleichung von D = o heisst; diese Differential-
gleichung soll fur das Folgende, wie es im allgemeinen der Fall
ist, von der Ordnung (£) angenommen werden. Ist A irgend

k—H
eine lineare Substitution, welche y, in i=12,...w
Uberfuhrt, so erleiden die die w~wite associirte Sub-
stitution namlich die y , g e h e n dber in

*1

) L. Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie (1888), p. 1115.
-) Ludw. Schlesinger, U&ndbuch 111, p. 125.
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dabei ist:
lahki ati2 * - *ankm
aniz...*mkikz..km= 13N8 a2 - azkm
- agpP’m
ud A < . .. < Jdm bedeutet eine jede Combination der
Zahlen 1, 2, ... n zu je m. Die Theorie der associirten

Differentialgleichungen beruht in ihren Grundlagen auf dem
Angegebenen und dem Satze, dass die w-mte associirte Sub-
stitution einer aus zwei Substitutionen componirten Substitution
as den w-mten associirten Substitutionen der beiden Oom-
porerten in derselben Reihenfolge zusammengesetzt ist. Ist
4.B = C, so ist:

Jiiw-m) = QIn—k»M)

Nehmen wir nun an, dass eine Differentialgleichung (D)
mit der ihr adjungirten Differentialgleichung zu derselben Art
gehdrt, so fuhren alle Transformationen der Rationalitétsgruppe
von (D) eine und dieselbe bilineare Form @ mit cogredienten
Variablenpaaren von nicht verschwindender Determinante in
sich Uber. Die Rationalitatsgruppe der w-mten associirten
Differentialgleichung besteht aus den w-mten associirten Sub-
stitutionen der Rationalitatsgruppe von (D). Bedenkt man,
dess die transponirte Substitution von einer w-mten associirten

* Die obige Formel war, wie ich bemerken mdchte, schon Weier-
strass im Jahre 1868 bekannt. Vgl. die in Baltzers Theorie und An-
wendung der Determinanten (4. Aufl. (1875)) Ubergegangene briefliche
Mittheilung von Weierstrass, die W. an Baltzer anlésslich der Abhand-
lung Uber bilineare und quadratische Formen (Monatsberichte der Ber-
liner Akademie, (1868)) machte. Baltzer, a a 0., p. 55. Es sei noch
erwahnt, dass diese Untersuchungen Uber die associirten Differential-
gleichungen mit der Theorie der sogenannten Begleitformen, Concomi-
tanten (Smith) einer bilinearen Form in engstem Zusammenhang stehen.
Ich habe im Text statt Begleitform (Bachmann) associirte Form gesetzt.
Ueber die Theorie der Begleitformen vgl. man Bachmann's Arithmetik
der quadratischen Formen (Leipzig, 1898, p. 389).
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Substitution die n-nite associirte Substitution der transponirten
Substitution ist, so folgt, dass, wenn:
P'cpP = @
ist, so ist auch:
y{n-m) pw-m) _ n-m)

Man erhélt also den Satz:

I. FOhrt eine Substitution P eine bilineare Form ¢ mit
cogredienten Variablenpaaren in sich dber, so transformirt die
w-mte associirte Substitution von P die n-m te associirte Form
von @ cogredient in sich.

Wendet man dieses Ergebniss auf die w-mte associirte
Differentialgleichung einer Differentialgleichung, die mit ihrer
adjungirten zu derselben Art gehdrt, an, so ergiebt sich, dass
sammtliche Transformationen der Rationalitatsgruppe der n-mten
associirten Differentialgleichung die bilineare Form (p(n~n) in
sich Uberfuhren. Der Werth der Determinante der w-mten
associirten Form <(n~n) ist die (“i;})te Potenz der Determinante
von q@ Falls @ eine nicht verschwindende Determinante hat, so
trifft dies auch fur zu.

Hieraus folgt:

I1. Gehort eine Differentialgleichung mit ihrer adjungirten
zu derselben Art, so gehdéren auch alle associirten mit ihren
adjungirten zu derselben Art.J)

Wir betrachten nun den besonderen Fall n=2m und
schreiben die Determinante:

ym 1 --*vzm
$27%0) -+ fn &mi1 ... &m
z[ ... 2Zm Zmfl ... Z2m

ey BT pmy

* Vgl. auch Ludw. Schlesinger, Handbuch Il 1, p. 151.
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hin, transformirt man in dieser Determinante die 2 m Variablen
erer jeden Zeile cogredient durch Substitutionen mit derselben
Metrix P, so multiplicirt sich diese Determinante nur mit der
Substitutionsdeterminante von P. Entwickelt man die obige
Determinante nach adjungirten Subdeterminanten, so findet man
de bilineare Form:

(Q ZSith mmrim=*1 ™ -+ *M %
wobei £,/ ... imk 2 ... *'m die positive oder negative Einheit,
<i2...< imund hx< h2... < Jdn sdammtliche Zahlen
dxr Reihe 1, 2, ... 2m bis auf die Reihenfolge darstellen.
~Fwoowird aus  *Fi* in analoger Weise wie
ftie. .imaus - - - tmgebildet. Wendet man die w-mte
associirte Substitution auf die cogredienten Variablen-

paare der bilinearen Form Q an, so multiplicirt sich Q mit
der Determinante von P.

Wir denken uns die Rationalitatsgruppe von (D) auf ihre
grosste unimodulare Untergruppe reducirt; diese Reduction er-
reicht man offenbar durch Adjunction der Hauptdeternrinante:

Vi Vi y #n

/\(ylvi...L]irr): y\ yi yam

zum Rationalitétsbereiche; denn damit A(y, y2. . .y21) rational
bekannt ist, ist offenbar nothwendig und hinreichend, dass die
Determinanten sammtlicher Transformationen der Rationalitéts-
gruppe den Werth + 1 haben. Nach Adjunction der Haupt-
determinante bleibt aber bei den Transformationen der Ratio-
nalitatsgruppe fir den neuen Bereich die bilineare Form Q
ungedndert. Mit Hulfe des im Anfénge citirten Satzes von
Herrn Fano ergiebt sich der von Herrn L. Fuchsl) gefundene
und von ihm mehrfach behandelte Satz:

* L. Fuchs, Sitzungsber. der Berliner Akademie (1888), p. 1115 ff.,

sowie ebenda (1899), p. 182.
Die Bemerkung von Herrn Fano in den Atti dell. Acc. di Torino
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I1. Die mte associirte Differentialgleichung irgend einer
Differentialgleichung 2 mter Ordnung gehdrt mit ihrer adjun-
girten nach Adjunction der Hauptdeterminante der urspring-
lichen Differentialgleichung zu derselben Art.

Nehmen wir nun an, dass schon die urspriingliche Differen-
tialgleichung mit ihrer adjungirten zu derselben Art gehdérte;
dann hat wegen:

P'<pP = (p

die Determinante von P den Werth +1. In diesem Fall ist
schon das Quadrat von A(yxy2 ... y”m rational bekannt.
Um also die Rationalitatsgruppe einer Differentialgleichung,
die mit ihrer adjungirten zu derselben Art gehort, unimodular
zu machen, genugt schon die Adjunction einer Quadratwurzel
zum Rationalitatsbereiche. Nach Adjunction einer Quadrat-
wurzel lasst die Rationalitatsgruppe der mten associiften
Differentialgleichung einer Differentialgleichung 2 mter Ordnung
die zwei bilinearen Formen und Q invariant.

Es ist noch zu zeigen, dass sich und Q nicht etwa
nur um eine multiplicative Constante unterscheiden. Hat man
eine bilineare Form

I7Nk=n

_ i=l k=1
SO Ist:

vim= £ S stV Mhagne v oitnzkxks o Fe»’
7R 1 1 I Ratd
wobei ij < r ...< im und < A& ... < Jdm und sowohl
1, ... im wie I\, k2, ... km eine jede Combination der
Zahlen 1,2, ... 2m zu m bedeuten. Ware nun von Q
nur um eine multiplicative Constante verschieden, so miusste
unter anderem sein:
SI2...mkl*2... km= 0,

(1899), p. 396 Anmerkung, durch die er den Satz von Herrn Fuchs be-
weisen will, halte ich nicht fur zutreffend; denn die Gleichungen (21)
auf p. 142 des zweiten Bandes des Schlesinger'schen Werkes werden fir
n = 6 linker Hand Null ergeben; es wird also die quadratische Form,
die Herr Fano bendtzt, nicht stets existiren.
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falls Aj, £2, ... dnirgend m geordnete von m-f- 1, m+ 2,... 2m
verschiedene Zahlen der Reihe 1, 2, ... 2m darstellen; hin-

gegen ware si2... mm+i... 2m von Null verschieden. Betrachtet
man die m Determinanten:

12 CT— m =
$2... mim+ 1mF3............ 2m=
2. .wim + | n*f2w+ 4..2m —0

SI2...mlwi + Im + 2 ... 2m- 1= 0

und entwickelt sie nach den Elementen der ersten Colonne, so
folgt, da ...mmf-i...2m und mithin auch die aus den Unter-
determinanten von si2...mmti...2m gebildete Determinante von
Null verschieden ist, dass:
sn ;S§j— -+ smi o0

wird. Analog braucht man nur fur die m letzten Zeilen das
Verschwinden von smtn, Smt2i»---52mi zu zeigen. Dann
wird gegen die Voraussetzung die Determinante von ¢ Null;

mithin sind und Q wesentlich verschieden.
Wir haben also den Satz:
V. Die Rationalitatsgruppe der mten associirten Differen-

tialgleichung einer Differentialgleichung der 2 mten Ordnung,
die mit ihrer adjungirten zu derselben Art gehort, fuhrt nach
Adjunction einer Quadratwurzel eine Schaar bilinearer Formen
cogredient in sich Gber.

Eine jede Schaar bilinearer Formen enthédlt auch eine
bilineare Form von verschwindender Determinante; wird aber
eine bilineare Form verschwindender Determinante cogredient
in sich transformirt, so ist die Gruppe der Uberfiihrenden
Substitutionen stets auf Substitutionen mit einer geringeren
Variablenzahl reducibel. Wendet man daher das Criterium
von Herrn Bekel) fur die Irreducibilitéat einer linearen homo-
genen Differentialgleichung an, so ergiebt sich:

* Beke, Die Irreducibilitat der linearen homogenen Differential-
gleichungen. Math. Annalen, Bd. 45, p. 289; vgl. auch L. Schlesinger,
Handbuch, 111, p. 106.
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V. Die wte associirte Differentialgleichung einer Differential-
gleichung 2mter Ordnung, die mit ihrer adjungirten zu der-
selben Art gehort, wird nach Adjunction einer Quadratwurzel
zum Rationalitatsbereiche reducibel.

Dieser Satz ist auch von Herrn Richard Fuchs]) gefunden
worden; jedoch fehlt bei ihm die Bemerkung, dass die Ad-
junction einer Quadratwurzel zum Rationalitétsbereiche unter
Umstanden notig werden kann, damit die Differentialgleichung
reducibel wird.

Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich auch auf
Differentialgleichungen zweiter Ordnung anwenden. In diesem
Falle n= 2, m= 1 fallt die Differentialgleichung mit ihrer
associirten zusammen. Wir finden also: Jede lineare homogene
Differentialgleichung zweiter Ordnung, die mit ihrer adjungirten
zu derselben Art gehort, ist nach Adjunction einer Quadrat-
wurzel zum Rationalitétsbereich reducibel, so dass sie durch
die Integrale einer linearen homogenen Differentialgleichung
erster Ordnung befriedigt wird.2

1) Richard Fuchs, Ueber lineare Differentialgleichungen, welche mit
ihrer Adjungirten zu derselben Art gehéren. Journ. f. d. r. u. ang.
Math. Bd. 121, p. 205. Die Gleichung (5) des § 2 der Arbeit von Herrn
R. Fuchs zeigt Ubrigens, dass eine Adjunction nothwendig werden kann.

Die Bemerkung ,Der aufder linken Seite auftretende Factor beeinflusst,

wie leicht zu sehen, diesen Schluss nicht* (p. 207, Anmerkung) trifft
also nicht zu. Vgl. auch L. Fuchs, Sitzungsber. der Berliner Akademie
(1899), p. 190.

2 Dass die Adjunction einer Quadratwurzel nothwendig werden
kann, um die Differentialgleichung zweiter Ordnung, die mit ihrer ad-
jungirten zu derselben Art gehort, reducibel zu machen, ergiebt sich
auch aus Herrn Lindemann's Untersuchungen ,Ueber die Differential-
gleichungen der Functionen des elliptischen Cylinders* (Math. Annalen,
Bd. 22). Herr Lindemann untersucht dort unter 5) Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, die, wie man nach den Resultaten des folgenden
Paragraphen sagen kann, falls eine gewisse transcendente Function
.Ha*) als rational bekannt angesehen wird, mit ihren adjungirten
zu derselben Art gehéren. Ist F(x) bekannt, — ich wende dieselben
Bezeichnungen wie Herr Lindemann an - , so bleibt die quadratische
Form yxyhb bei den Transformationen der Rationalitatsgruppe in dem
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§ 2.
Fir das Folgende setze ich voraus, dass die vorgelegte
Differentialgleichung (D) ein derartiges Fundamentalstem

yi*y* ...y von Integralen besitzt, dass zwischen den ge-
wahlten Elementen y1?y2, . . . yn keine homogene quadratische
Relation mit constanten Coefficienten stattfindet. Wir be-

trachten die n Producte @i, E= 1,2,...w), die

wir mit Y,k bezeichnen; erfahren die y, eine lineare homogene
Substitution P, so transforiniren sich auch die Ytk linear; diese
Substitution der Y,*, soll anlehnend an Herrn Ad. Hurwitz])
die zweite Potenz- oder Quadrattransformation von P genannt
und mit ty2P bezeichnet werden.

Unter der gemachten Annahme geniigen die n
Producte einer linearen homogenen Differentialgleichung

genau von der n 7en Ordnung; die Differentialgleichung

hat Coefficienten aus dem Rationalitéatsbereiche, und die Grossen
Yik bilden ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.
Die Differentialgleichung wird erhalten, indem man die aus
Y, Yn, YI2...Y,Hund deren Abgeleiteten bis zur Ordnung

W~~2~~) S~i~ete Determinante durch die Wronskische Deter-

minante der Grossen Fn, Y22... Ynn dividirt und

Null setzt. Aus dem bekannten AppelPschen Satze (Annales de
Tecole normale, 11, Bd. 10, p. 400) ergiebt sich namlich, dass

Bereiche, der F(x) und daher auch die Ableitungen von F(x) ent-

héalt, ungeandert. Adjungirt man yty%— YA das abgesehen von einer

Constanten bei Herrn L. den Werth hat, dem Rationalitats-
M (I—2)

bereiche, so hat die Differentialgleichung des elliptischen Cylinders mit

einer linearen homogenen Differentialgleichung erster Ordnung mit Coef-

ficienten aus dem durch n erweiterten Bereiche Integrale gemein.

1) A. Hurwitz, Zur Invariantentheorie. Math. Annalen, Bd. 45, p. 390,
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die Coefficienten dieser Differentialgleichung rational durch die
Coefficienten von D = o und deren Abgeleitete darstellbar sind.
Diese Differentialgleichung, die wir mit D = 0 bezeichnen
wollen, findet man Ubrigens einfach, indem man y und dessen
Abgeleitete aus Y — y%und den hieraus durch Differentiation
hergeleiteten Gleichungen vermége D = o eliminirt, bis man
eine von y und dessen Abgeleiteten freie Gleichung erhalt.])

Man sieht unschwer ein, dass die Rationalitatsgruppe von

D = o aus den Quadrattransformationen der Transforma-
tionen der Rationalitétsgruppe von D = 0 besteht. Der Be-
weis kann etwa analog, wie ihn Herr L. Schlesinger im Hand-
buch Il 1, p. 136 fur die associirten Differentialgleichungen
fuhrt, erbracht werden.

Ich brauche jetzt einen Hulfssatz: Besitzt eine lineare
homogene Differentialgleichung ein dem Rationalitatsbereiche
angehoriges Integral, so bleibt dieses bei allen Transformationen
der Rationalitatsgruppe nicht nur numerisch, sondern auch
formal ungeéandert.

Angenommen, irgend eine lineare homogene Differential-
gleichung D = o besitze ein dem Rationalitétsbereiche ange-
horiges Integral, so lasst sich dieses wie jedes Integral in der
Form:

(1) cy,+ e+ .. .c,yH
darstellen, wo j2, , . .yn ein Fundamentalsystem von (D),
Cj, c2, .. . cnConstante bedeuten. Ersetzt eine Transformation
k=n

der Rationalitatsgruppe von (D) y,- durch  Pikyit, so geht das
obige Integral (1) in *=1

k=n k—n k=n
2) Cl Ttihkvk + c2ULIPtk Hk + *- %+ YiPnkVk

k=1 k=1 k=1

Uber; da (1) rational bekannt sein soll, so muss (1) bei den
Transformationen der Rationalitatsgruppe numerisch ungeandert
bleiben; es muss also (1) und (2) denselben Werth haben.
Waéren die zwei Ausdricke nicht identisch dieselben, so hatte

® Vgl. L. Schlesinger, Handbuch Il 1, p. 202.
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man eine homogene Relation mit constanten Coefficienten
zwischen einem Fundamentalsystem von Integralen von (D);
dies ist aber unmdglich. Hiermit ist der Hulfssatz erwiesen.

Angenommen die Gleichung ~ D — o besitze ein dem
Rationalitatsbereiche angehdriges Integral, so ist dieses eine
lineare Function der F-* und bleibt bei allen Transformationen
der Rationalitatsgruppe von D = o formal ungeandert.
Die lineare Function der Yn ist aber eine quadratische Func-
tion der j/ij/k die bei allen Transformationen der Rationalitats-
gruppe von D = o ungeandert bleibt, die quadratische Form
der yyh kann hierbei eine verschwindende oder nicht ver-
schwindende Determinante haben. Ist D = 0 irreducibel, so
muss die Determinante von Null verschieden sein. Verschwindet
aber die Determinante der quadratischen Form, so kann man
nach den Resultaten von Herrn Fanol) wenigstens sagen, dass eine
Differentialgleichung niedrigerer Ordnung, deren Coefficienten
dem Rationalitatsbereiche angehéren und deren Integrale D = o
gentigen, mit der zu D = o adjungirten Differentialgleichung
von derselben Art ist. Mithin erhalten wir den Satz:

I Besitzt die Differentialgleichung D= o ein
Rationalitatsbereiche angehdriges Integral, so bleibt bei sammt-
lichen Transformationen der Rationalitatsgruppe von D — o
eine quadratische Form invariant, und es gehdrt entweder
D = o oder eine Differentialgleichung, deren sammitliche In-
tegrale D — 0 befriedigen und die Coefficienten aus dem Ra-
tionalitatsbereiche hat, mit der adjungirten Differentialgleichung
von D = o zu derselben Art.

Existirt umgekehrt eine quadratische Form, die bei allen
Transformationen der Rationalitatsgruppe von D = o formal
ungedndert bleibt, so ist diese rational bekannt und ferner
auch Integral von D = o. Mithin folgt:

dem

H. Lassen alle Transformationen der Rationalitétsgruppe

von D = 0 eine quadratische Form invariant, so hat ~21) —o
ein dem Rationalitatsbereiche angehoriges Integral.

) G. Fano, Math. Annalen, Bd. 53, p. 572.
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Beachtet man schliesslich, dass, falls eine bilineare Form
cogredient in sich Ubergefihrt wird und diese nicht sym-
metrisch oder alternirend ist, auch stets eine bilineare Form
verschwindender Determinante in sich Ubergeht, ferner dass
eine alternirende Form nur geraden Rang haben kann, so
siecht man, dass die Rationalitatsgruppe einer Differential-
gleichung ungerader Ordnung, die irreducibel ist und mit
ihrer adjungirten zu derselben Art gehort, nur aus Trans-
formationen, die eine symmetrische und mithin eine quadra-
tische Form in sich transformiren, bestehen kann. Hieraus folgt:

Il Erfullen die Elemente eines Fundamentalsystemes einer
irreduciblen Differentialgleichung D = 0 von ungerader Ord-
nung keine quadratische homogene Relation mit constanten
Coefficienten, so ist nothwendig und hinreichend, damit die
Differentialgleichung D = o mit ihrer adjungirten zu derselben

Art gehort, dass die Differentialgleichung n 7er Ord-

nung, welcher die Integralproducte y,yt gentgen, ein dem
liationalitatsbereiche angehdriges Integral besitzt.

Ist T>=0 irreducibel, so kann ~}22) = o niemals zwei
dem Rationalitatsbereiche angehdrige Integrale, die sich nicht
um einen constanten Factor unterscheiden, besitzen; denn gabe
es zwei solche Integrale, so bliebe bei den Transformationen
der Rationalitatsgruppe von D = o eine Schaar quadratischer
Formen und daher auch eine Form verschwindender Deter-
minante invariant; es musste mithin D = o gegen die Vor-
aussetzung reducibel werden.



