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Das Zodiakallicht und die empirischen Glieder in der
Bewegung der innern Planeten.

Von H. Seeliger»

(Bingtlauf*n 1. Detember.)

Nur in ganz wenigen Fallen ist es bisher der Astronomie
nicht gelungen, die beobachteten Bewegungen, der erlangten
Genauigkeit entsprechend, als reine Folge der Newtonschen
Gravitation darzustellen. Beschrankt man sich auf die Be-
wegungen der groRen Planeten, so ist insbesondere in einem
Fall eine allerdings erhebliche Differenz zwischen Theorie und
Beobachtung hervorgetreten. Auf ihn bezieht sich die viel-
besprochene Entdeckung Leverriers, der vor mehr als40 Jahren
fand, dal’ die Perihellange der Merkurbahn sich im Jahrhundert
um rund 40" schneller vorwarts bewegt, als die allein auf die
gegenseitige Anziehung der Planeten gegriindete Theorie ergibt.
Diese Leverriersche Entdeckung ist von vielen Seiten nachge-
pruft worden. Stets ergab sich eine Bestatigung auch in
guantitativer Beziehung, so da? man das tatsachliche Vorhanden-
sein dieser Anomalie als absolut feststehend bezeichnen muf.
Die eingehendsten Nachforschungen in dieser Richtung ver-
dankt man S. Newcomb, der Gber Leverrier hinausgehend,
bei allen vier inneren Planeten und zwar in allen Bahnelementen
nach etwaigen anderen empirischen Gliedern suchte, indem er
die Sékularveranderungen der Bahnelemente einerseits empirisch
bestimmte, andererseits nach der Newtonschen Theorie berech-
nete. Die so gefundenen Differenzen in den hundertjdhrigen

1906. Sitxungsb. d. math.-phys. KI. 39
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Veranderungen im Sinne Beobachtung—Theorie, nebst ihren
wahrscheinlichen. Fehlern sind folgende:J)

Merkur Venus Erde Mars

Af:ltl = —0;88+0:s0 + 0:21+0:31 + 0:02+0:10 + 0:29=0:-;

e-~ =+ 848+0.43 —0.05+0.25 + 0.10+0.13 +0.75+0.:4

= + 038+ 080 +0.38 +0.33 - —0.01 r 02

sini = -J061+ 052 +0.60 £0.17 — + 0.03 £ o:2t

Die angefuhrten wahrscheinlichen Fehler mdgen viel-
leicht nicht die ganze Unsicherheit der Resultate angeben.
Immerhin wird man doch zugeben missen, dal einige dieser
Glieder nicht ohne weiteres als nicht reell angesehen werden
durfen. In jedem Falle werden solche Annahmen, welche etwa
zur Erklarung der Bewegung des Merkurperihels gemacht
werden, denVorzug verdienen, welche auch die anderen Newcomb-
schen Glieder ihren Fehlern entsprechend miterklaren. Nur
das Glied in der Exzentrizitat der Merkurbahn und ebenso der
anderen Planetenbahnen mul zundchst unbericksichtigt bleiben,
da zu seiner Erklarung andere Annahmen, als bis jetzt gebraucht
worden sind, nétig waren. Newcomb selbst ist der Meinung,
dall bei Merkur der wahrscheinliche Fehler zu klein heraus-
gekommen ist und dieses Glied, zunéchst wenigstens, als nicht
reell angesehen werden darf.

2.

Die Zahl der Hypothesen, welche zur Erklarung der Be-
wegung des Merkurperihels aufgestellt worden sind, ist nicht
klein. Sie sind zum Teil von Newcomb a. a 0. erwdhnt und
in einer Weise kritisiert worden, der man in den meisten Punkten
beistimmen wird kénnen. Lange Zeit wurde, namentlich im

1) S. Newcomb, the Elements of the four inner Planets etc.
Washington 1896, S. 108.



H. Seeliger: Das Zodiakallicht. 597

Anschlu3 an Leverrier selbst, die Annahme intramerkurieller
Planeten in kleiner oder groRerer Zahl oder selbst in volle
Planetenringe aufgelst, bevorzugt. Die formale Seite der Frage
wurde ofters, so von Newcomb und Bauschinger,l) unter-
sucht. In dieser Beziehung gentigt die erwahnte Annahme den
zu stellenden Anforderungen ziemlich befriedigend, wenn man
sie in Verbindung mit einer sdkularen Drehung des empirischen,
in der Astronomie gebrauchten Koordinatensystems zur An-
wendung bringt. Sie rechnet aber, abgesehen vielleicht noch
von anderen Bedenken, mit Verhaltnissen, wenigstens wenn
man den allerdings negativen Aussagen der Beobachtung ent-
sprechend die Anzahl der einzelnen Massen des Ringes grol3
annimmt, welche sich zun&chst weder erweisen noch wider-
legen lassen, und die also zu derjenigen Klasse von Hypothesen
gerechnet werden muB, die man als unnétige bezeichnen
kann. Vorausgesetzt naturlich, da man eine mehr ansprechende
Annahme machen kann.

Nicht so gut entspricht in formaler Beziehung die An-
nahme ungleicher Haupttragheitsmomente des Sonnenkdrpers,
die ebenfalls vielfach, besonders eingehend von P. Harzer2 unter-
sucht worden ist, da der Sonnenaquator seiner Lage nach ziem-
lich sicher bekannt ist und man doch wohl annehmen muB.
daR die Hauptachsen im Aquator und in der Rotationsachse
liegen. Aber dieser Annahme wird durch die Beobachtungen
an der Sonne entschieden widersprochen, denen zufolge die in
verschiedenen Richtungen gemessenen Durchmesser sich kaum um
mehr als etwa OU voneinander unterscheiden kénnen. Dagegen
erfordert die obige Annahme, daR der aquatoriale Sonnendurch-
messer um etwas mehr als 1" grofRer als der polare sein muf3.
Dieses Resultat lalt sich streng aus gewissen Voraussetzungen
mit wenigen Worten ableiten, weshalb ich kurz darauf eingehe,
obwohl ja die Frage durch die Rechnungen des Herrn Harzer

X J. Bauschinger, Untersuchungen Uber die Bewegung des Pla-
neten Merkur. Muinchen 1884.

2 Paul Harzer, Uber die Bewegung des Merkurperihels. Astron.
Nachr. Nr. 3030 (1891).

39*
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als erledigt betrachtet werden darf. Sind C und A die beiden
Haupttragheitsmomente der Sonne in Bezug auf die Drehachse
und in Bezug eine im Aquator gelegene Achse, wobei das dritte
Tragheitsmoment dem A gleich angenommen wird, M die Sonnen-
masse, », a, 7i die mittlere Bewegung, mittlere Entfernung von
der Sonne und L&nge des Perihels eines Planeten, so ist fur
hinreichend kleine Exzentrizitdéten und Neigungen bekanntlich
die sakulare Veranderung von n gegeben durch:

Die Abplattung e der Sonnencberflache ist andererseits
nach einem vielgebrauchten Satze der Himmelsmechanik ge-
geben durch:-

R%M,

wo R der Sonnenradius und 0 das Verhaltnis der Zentrifugal-
kraft zur Anziehung im Aquator ist. Diese Formel setzt nichts
Uber die Dichtigkeitszunahme in der Richtung zum Zentrum
des Sonnenkdrpers voraus, nur wird angenommen, daf sich das
Innere der rotierenden flUssigen Masse im Gleichgewicht befindet.
Daraus folgt aber fur die Abplattung des Sonnenkdrpers:

7 + W n dt

Soll demnach die Bewegung des Merkurperihels durch eine
Verschiedenheit der Tragheitsmomente der Sonne erklart werden,

so muB ~ = 40" im Jahrhundert gesetzt werden und da

0 = 0.000020 ist, folgt e = 0.000525. Danach muR der
aquatoriale Sonnendurchmesser (a) 1101 grofRer sein als der
polare (B), was mit den Angaben des Herrn Harzer gut stimmt.
Die Messungen an der Sonne geben sicherlich kaum a —R = 071-

Wird die Sonne als homogen betrachtet, so gibt bekannt-
lich die Gleichgewichtstheorie a— R = 0705. Nimmt man
andererseits das andere Extrem an, namlich, daf die Masse
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unendlich zusammendrickbar ist, dal also die ganze Ubrige
Sonnenmasse gegeniber der in der Nahe des Zentrums befind-
lichen zu vernachlassigen ist, so ergibt sich leichta— R = 0r02.
Nach diesen Daten dirfte es jedenfalls aussichtslos sein, die
Merkurperihelbewegung durch ungleiche Verteilung der Masse
der Sonne in ihrem Innern zu erkléaren, selbst wenn man von
den Bedingungen des Gleichgewichts absieht.

Von physikalischer Seite beeinfluf3t, hat man bald nach
der Leverrierschen Entdeckung und seit jener Zeit in den ver-
schiedensten Formen durch mehr oder weniger ansprechende
Uberlegungen eine Modifikation des Newtonschen Fernwirkungs-
gesetzes zu finden gesucht, welche die Anomalie in der Be-
wegung des Merkurperihels zu erkldren imstande ware. Der
Erfolg ist in formaler Beziehung im ganzen ausgeblieben, d. h.
es gelang in den meisten Fallen nicht, den festgestellten Betrag
dieser Bewegung herzuleiten. Uberdies hat man hierbei von
vornherein darauf verzichtet oder verzichten mussen, die an-
deren Newcombschen empirischen Glieder zu erklaren. Das
letztere dirfte allerdings, in erster Annaherung, vielleicht als
zuléssig angesehen werden kénnen. Wie dem auch sein mdge, als
besonders geeignet wurde in letzter Zeit eine Modifikation des
Newtonschen Gesetzes betrachtet, derzufolge der Exponent 2
der reziproken Entfernung durch einen um eine sehr kleine
GroRe vermehrten 2 -f- X zu ersetzen ware. Schon in Newtons
Prinzipien ist der Satz abgeleitet, daR hierdurch eine sakulare
Bewegung des Perihels in positivem Sinne entsteht und die
Mathematiker Green und Carl Neumannl) haben sich dieses
Gesetzes angenommen und es im Gebiete der Elektrizitat ver-
wertet. Der Verwendung eines solchen Gesetzes in der Astronomie
stehen indessen ernstliche Bedenken entgegen. Bleibt man auf
dem Boden der Fernwirkungstheorie, so wird ein solches aller-
dings akzeptabel sein, da es in der Tat bei passender Wahl von
X die Bewegung des Merkurperihels in gewiinschtem Betrage

) Carl Neumapn, Allgemeine Untersuchungen Uber das Newtonsehe
Prinzip der FernWirkungen. Leipzig 1896.
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ergibt ohne bei den anderen Planeten Betrage fur &hnliche
Glieder zu erfordern, die den Beobachtungen widersprechen.
Dagegen stellen sich Bedenken allgemeinerer Art ein. Ich
habe zu wiederholten Malen]) darauf aufmerksam gemacht, daf
das Newtonsche Gesetz kein strenger und unbedingt geltender
Ausdruck fir die im Weltall herrschenden Anziehungen sein
kann, indem man auf lastige, wenn nicht uniberwindliche
Schwierigkeiten stoRt, wenn man dieses Gesetz auf beliebig
groRBe, mit Masse erfullte RdGume anwendet. Letzteres muf} aber
erlaubt sein, da das Newtonsche Gesetz ein Universalgesetz,
d. h. unter allen Umstdnden genau gultig sein soll. Diese
Bedenken sind, wie ich glaube, durch die dagegen erhobenen
Einwande, nur gewichtiger geworden. Nach meiner Meinung
muRte demnach, wenn man an eine solche rein formale Modi-
fikation des Ausdrucks fir die Newtonsche Fernwirkung
denken will, diesen Bedenken Rechnung getragen werden. Das
Greensche Gesetz ist aber, wie ich nachgewiesen habe, nicht
geeignet, dies zu leisten.

Verlal3t man aber den Boden der Fernwirkungstheorie, so
wird man kaum erwarten durfen, durch irgendwelche physi-
kalische Uberlegungen oder Annahmen zu einem &hnlich ein-
fachen Gesetze zu gelangen, wie das Greensche. Ich kann mich
deshalb nicht der Meinung anschlieBen, wonach durch die An-
nahme dieses Gesetzes eine brauchbare oder befriedigende Er-
klarung der Bewegung des Mcrkurperihels angebahnt sein soll.

3.

Die theoretische Astronomie hat die Bewegungen im Planeten-
system mit Berucksichtigung aller vorhandenen Massen zu er-
klaren und in dieser Beziehung alles zu Versuchen, ehe sie zu
einer Modifikation ihrer Grundlagen oder zur Annahme unsicht-
barer Massen oder dergleichen greift. Zu diesen jedenfalls vor-
handenen, weil sichtbaren Massen gehoéren aber die Massen,

1) Uber das Newtonsche (Iravitationsgesetz. Astron. Nachrichten
Nr. 3373 und Sitzungsberichte der Minchener Akademie, 1896.
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welche das Zodikallicht erzeugen oder kurz gesagt das Zo-
diakallicht.

Ich hatte bei verschiedenen Gelegenheitenl) Veranlassung,
mich der Ansicht anzuschlielen, nach der die Erscheinung des
Zodiakallichts auf fein zerstreute Materie zurtckzufiihren ist,
die um die Sonne herumgelagert ist und nachweisbar tUber die
Erdbahn hinausreicht. Uber die Dichtigkeitsverteilung in dieser
Masse laBt sich zur Zeit Genaueres nicht aussagen; aber nichts
spricht dagegen, dal} die Flachen gleicher Dichtigkeit scheiben-
férmige Rotationsflachen sind und die Dichtigkeit mit der Ent-
fernung von der Sonne abnimmt. Frither nahm man den Aquator
dieser Flachen als nahezu in der Ekliptik liegend an, neuere
Beobachter dagegen sind geneigt, ihn mit gréRerer Annaherung
mit dem Sonnenaquator zusammenfallen zu lassen. Damit soll
nicht gesagt sein, daR alle Flachen gleicher Dichtigkeit genau
dieselbe Rotationsachse haben, denn wie sich die der Sonne
nachsten Teile des Zodiakallichts in dieser Richtung verhalten,
wird sich wohl schwerlich feststellen lassen, ist jedenfalls bisher
vollig unaufgeklart geblieben, da man die Erscheinung des Zodia-
kallichtes sicher nicht bis zu kleineren Winkelabstanden von der
Sonne, als 20 oder 30 Grad, verfolgen kann. Zudem kann die
Massendichtigkeit aus der beobachteten Lichtverteilung keines-
wegs hypothesenfrei abgeleitet werden, denn die letztere ist
nicht nur von der Dichtigkeit der Massenverteilung sondern
auch von dem Volumen der einzelnen Teilchen, welche das
Zodiakallicht bilden, abh&ngig. Je groBer die Anzahl der
Teilchen ist, in welche dieselbe Masse zerteilt ist, desto groRer
ist unter sonst gleichen Umstanden die Flachenhelligkeit des
zuruckgeworfenen Sonnenlichts.

Man hat demnach eigentlich kein anderes Mittel zur Be-
stimmung der Massendichtigkeit im Zodiakallicht, als das Studium
der von ihm ausgehenden Anziehungskréafte. Dal solche vor-

1) U. A. @) Uber allgemeine Probleme der Mechanik des Himmels.
Verlag der Munchener Akademie, 1892.

b) Uber kosmische Staubmassen und das Zodiakallicht. Sitzungs-
berichte der Munchener Akademie, 1901.
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handen sein und die Bewegungen der Planeten beeinfinssen
mussen, ist selbstverstéandlich zweifellos und nur Uber die GroRe
dieser Einwirkung konnen die Meinungen auseinandergehen.

Mit einiger Sicherheit darf behauptet werden, dal sich
die Masse des Zodiakallichts symmetrisch um eine Ebene
gruppiert, von der wir allerdings nicht wissen, ob sie der Eklip-
tik oderdem Sonnendquator naher liegt. Es ist ferner ziem-
lich sicher, daf in der Erscheinung des Zodiakallichts die
Jahreszeit so gut wie keine Rolle spielt. Man wird danach
die Dichtigkeit q als Funktion nur von der Entfernung von der
Sonne (g) und des Winkelabstandes # von dem Pole der Sym-
metrieebene ansehen dirfen. Es kann also q als eine Kugel-
funktionsreihe:

[on)
g = h2 AnP* (cos ft)
0

angenommen werden, in der die Koeffizienten An Funktionen
von g sind. Wegen der erwdhnten Symmetrie wird ferner n
eine gerade ganze Zahl sein. Nimmt man nun an, daR die
genannte Reihenentwicklung fur q so aufgestellt werden kann,
dal? sie fur alle innerhalb einer Kugel vom Radius rt liegen-
den Punkte gilt, wo also r, die Maximalausdehnung des Zodiakal-
lichts ist, dann lalt sich die Storungsfunktion [, welche bei
der Bewegung des inneren Planeten in Betracht zu ziehen ist,
sehr einfach darstellen. Denn es ist zunachst:

r 2%

Q = i2Jssin ftdft£ g*qdg
0 0 0

wo A die Entfernung des Planeten (r ftx9?,) und eines Massen-
teilchens (gft 9 ist und k die OauBsche Konstante bedeutet.
Ist noch y der Winkel zwischen g und r, so hat man:

7 =<f~ T p,(cosT) ---£><»-

j = 'S”™r+iP*cosy)... g>r.
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Setzt man dies und die Reihe fir q in den Ausdruck fur Q
ein, so ergibt die Anwendung sehr bekannter Satze aus der
Theorie der Kugelfunktionen:

r rj

Q = 4T7lk'mnt 2--L ip»(COS™){ A»dQ+ J ~ f A" <2
0 r

Die weitere Entwicklung hangt von der Form ab, welche
die Anals Funktionen von g haben. Man kdnnte gegebenenfalls
sich die Austets als Potenzreihen, welche nach ganzen positiven
und negativen Potenzen von q fortschreiten (da die Umgebung des
Punktes g = 0 ausgeschlossen erscheint), denken, und da man nur
den sédkularen Teil von Q brauchen wird, waren die sakularen
Teile von:

r* Pn(cos #), logr -P* (cosd),

wo m positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, zu ent-
wickeln. Das ist leicht in der gewdhnlichen Weise durch
Rechenentwicklungen und in mathematisch annehmbarerer Form
durch Einfuhrung von Funktionen, die den Kugelfunktionen
verwandt sind, auszuftihren. Doch héatte die Mitteilung der
betreffenden Formeln fir die vorliegenden Fragen keine Be-
deutung, denn es ist gegenwartig unmoglich die Entwicklung
von g etwa anderswoher zu nehmen und andererseits ist die
Einwirkung des Zodiakallichts auf die Bewegung der Planeten
so klein und dergestalt, dal} eine Bestimmung der wirksamen
Koeffizienten durch diese Stérungen nicht wohl auszufiihren wére.
Man wird vielmehr nur zu einem befriedigenden Ziele gelangen,
wenn man von vornherein Uber die Gestalt der Flachen gewisse
Annahmen macht, die man natirlich, dem Gesagten zufolge,
als mehr oder weniger plausibel ansehen mag. Halt man daran
fest, dal3 die genannten Flachen ahnlich plattgedriickten Scheiben
aussehen missen, dann kann man die naheren Bestimmungs-
stucke innerhalb gewisser Grenzen variieren, ohne einen schlech-
teren AnschluR an die Beobachtungsdaten befiirchten zu missen.
Man wird deshalb die spezielleren Daten so wahlen kénnen,
dal? die auszufuhrende Rechnung verhéltnismaRig einfach wird.
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Da bietet sich nun zunéchst die Annahme dar, dafl man das
Zodiakallicht aus lauter Schichten, welche zwischen zwei Um-
drehungsellipsoiden mit grofen Abplattungen liegen, bestehen
lakt. Man kann jedenfalls eine, vielleicht auch mehrere
stetige Dichtigkeitsanderungen von Schicht zu Schicht so wahlen,
daB das Potential der ganzen Masse auf innere Punkte durch
weitere Entwicklung auch fur die numerische Rechnung brauch-
bar zum Ausdrucke gebracht wird. Indessen wird man in ge-
wissem Sinne allgemeiner und zweckmagiger so verfahren, dafl
man eine endliche Zahl beliebiger homogener Ellipsoide
mit gleichem Mittelpunkt in der Sonne uUbereinanderlegt und
die Dichtigkeit dieser Ellipsoide ebenso wie ihre Lage und
GroRenverhaltnisse so wéahlt, wie den darzustellenden Anomalien
in den Bewegungen der inneren Planeten angemessen ist. Die
einzelnen Ellipsoide missen so gelegt werden, daR ihre Ober-
flachen von keiner Planetenbahn geschnitten werden. Diesen
Weg habe ich vor 13 Jahren beschritten, mufite damals aber
den Abschlu3 meiner Rechnungen aufgeben, da die Newcomb-
schen Zahlen noch nicht Vorlagen, somit irgendwelche Hand-
habe zu einer Prifung nicht vorhanden war.

4.

Man muRB also die sékularen Stérungen, denn diese kommen
allein in Betracht, in angemessener Form berechnen, welche
ein homogenes Rotationsellipsoid auf innere und aufere plane-
tarisch bewegte Punkte ausibt. Zu diesem Zwecke ist der
sakulare Teil des Potentiales eines homogenen aber beliebig
stark abgeplatteten Ellipsoides abzuleiten. Bei dieser Rech-
nung kann man von den Potentialen Va und Fi eines abge-
platteten Rotationsellipsoids mit dein Axen a, a und b und der
homogenen Dichtigkeit q auf &uRere und innere Punkte in der
integrierten Form ausgehen. Viel einfacher ist es aber, wenn
man zuerst die Ausdriicke unter dem Integral entwickelt und
dann erst die Integration ausfuhrt, wobei nur bekannte Formeln
anzuwenden sind. Beide Methoden geben selbstverstandlich
Ubereinstimmende Resultate.
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Ist noch k die GauRRsche Konstante und setzt man:

vaga"b~ Q *

so ist bekanntlich fir auRere Punkte:

wo A bestimmt ist durch die Gleichung:

a“+ X+ V+Ix
FUr innere Punkte ergibt sich Qi, wenn in B, =0
gesetzt wird. Setzt man hierin noch:

so wird also:

r~_ z%m(a* — b*)
£ (ar+ 1) (&*+1,)- 1. &)

Fur innere Punkte ist dagegen das zugehorige Potential:

0

Die Berechnung der sakularen Stérungen, welche die
inneren Planeten durch diese Potentiale erleiden, kann nun
dadurch ausgefuhrt werden, dal man die in den bekannten
Ausdriicken fur diese Storungen vorkommenden Differential-
quotienten von Q nach den Elementen bildet und dann die
Integrale in Bezug auf den ganzen Umkreis der mittleren
Anomalie auf mechanischem Wege ermittelt. In einem gege-
benen speziellen Falle ware dieses Verfahren rechnerisch viel-
leicht das einfachere. Will man aber wiederholt &hnliche
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Rechnungen mit abgednderten Daten ausfihren, dann ist es
angemessen, die Unbequemlichkeit einer allgemeinen analyti-
schen Entwicklung nicht zu scheuen.

Im vorliegenden Falle, wo es sich um die inneren Planeten
handelt, durfen nun die Bahnexzentrizititen und die Bahn-
neigungen gegen die EKkKliptik oder andere gegen sie nicht
betrachtlich geneigte Ebenen als kleine GrolRen betrachtet
werden, nach deren Potenzen brauchbare Entwicklungen von
Q fortschreiten werden. Fiur die Planeten Venus, Erde und
Mars wird man dann, da es sich doch nur um mafig genaue
Entwicklungen handelt, bei den Gliedern zweiter Ordnung
stehen bleiben konnen. Es ist leicht einzusehen, dal die End-
resultate kaum wesentlich sich andern werden, wenn man
auch in Bezug auf die Merkurbahn dieselbe Einschrankung
der Entwicklung gelten laRt und ich habe vorlaufige Rech-
nungen tatsachlich so ausgefuihrt. Jetzt soll die Entwicklung
auf breiterer Grundlage ausgeftihrt werden und zwar so, dal
auch fur Merkur die groften Glieder bis auf 3 bis 4 Stellen
genau herauskommen.

Im folgenden wird die sogenannte Elliptizitat X

eingefuhrt. Damit bestimmt sich der hier in Frage kommende
Wert von X nach (2):
_ *
i+ &= T Y sy reists =S,

Bezeichnet man mit a, die mittlere Entfernung des in

Betracht zu ziehenden Planeten und setzt man:
= Q= «?+ u,

so wird u eine kleine GroRe sein und es soll also das Potential Q
nach Potenzen und Produkten von u und = C entwickelt
werden.

Bezeichnet man die Werte der Differentialquotienten fur
u= 0 und z = 0 durch Hinzufiigung des Index O, so wird:
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+

Bei der Differentiation des Integrals fttr Qa kann man die
Grenze X konstant halten, weil fir o= Xt der Ausdruck unter
dem Integral nach (2) verschwindet, wodurch die weitere Aus-
rechnung wesentlich vereinfacht wird. Das Glied:

ROo=1-a?ll,
wo:
da T T da
(a2+ o)Vb* + o* J (a2+ 0)2}/63+ a’
Al 1

kann man ganz fortlassen, da es nur vom Bahnelement ax ab-
hangt und Differentialquotienten nach ax im folgenden nicht
Vorkommen. Es tritt noch das Integral:

w

11 do
- §0ta*+ a*(6* + a)i
auf. Hier ist X der Wert von X fir u= £ — 0, also:
XIf+ v = a\- a2+ 6= a?- Xb\

Am einfachsten flr die numerische Rechnung scheinen
sich die Formeln zu gestalten, wenn man:
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einfuhrt, woraus u. a. folgt:
a\=

Die oben erwadhnten Integrale I, Il und Ill sind bekannt-
lieh leicht ausfihrbar und man findet:

1= U arct* N = Wp [arct« 1- i+ f*]
(3-&7) HI~ - 3 ardtghe a1 3f+21

Ich habe im folgenden noch die Bezeichnung benutzt:

. 3f+ 2f»
UP 3arctg£-
® g 1+ f*

©

A = 3(arctgA-T™ ).

Die Berechnung des Differentialquotienten in (4) bietet
nun hdchstens einige Umstandlichkeiten, aber keine Schwierig-
keiten dar. Es wird gentgen, ihre Werte in der definitiven
Form anzufthren.

(?0a\ =
VaeV. ibai

©).~£S*M

(?Q & f [315 189 81 15 1
VvV Jo Iba?L 8 or 8+ 8 J

. f [3465 693 801 165 105 1
VoY )r w +m f+"T- 4~ + 16 fJ

Far die Differentialquotienten nach £ findet man:
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ftf).- «-'<»
- _ . J_t.

N Uai *
n = £L[7 ,3 1
3i3R2 UaJd [2"r2"'J
B - f9-. 5 1
d?dQ kbali [2 2
*poo--J. i res. 27,2, i5
3Cae,"* 't A2ai Li'r 2 C 4 CJ
3\Q.__ , _JI_[99 ,55 35 1]
d? dg* Xb«t L4 22T 4+

. 891 ,, , 495 105 1

dCdg* A&i°L 4 8 8 8 J

In Ricksicht auf die im Folgenden auftretenden Verhaltnisse,
denen zufolge bei Merkur zwar u betréchtlich, dagegen aber £
sehr klein und bei den Ubrigen inneren Planeten, wo £ merkbarer
als mist, reichen die angegebenen Werte zu einer fur die vor-
liegenden Zwecke geniigend sicheren Berechnung der sékularen
Stérungen sicherlich aus. Es sind nunmehr die sakularen
Teile der Potenzen und Produkte von u und f zu berechnen.
Ich bezeichne diese durch ein vorgesetztes S. Am einfachsten
gewinnt man in den vorliegenden Féllen den sékularen Teil
einer Funktion f von u und C durch Ausfiihrung des Integrals:

Sf(u, Q= _4;*6\/('\/' ,E)-(I —ecosE) dE,

worin selbstverstandlich:
u= r2—m und f

durch die exzentrische Anomalie E auszudriicken sind.
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Auf diesem Wege findet man:

5(«¢) = la¥

G I

iN-.3s5(«") = <*(B< '+ 8§«')

|-2 34 55*") = +128% 7" ")

*<k > = »'(re'...). !

Bei der Entwicklung der sakularen Teile von Groi3en,
welche mit Potenzen von z2 behaftet sind, soll bis zu Gliedern
6. Ordnung gegangen werden, wobei indessen Glieder von der
Ordnung und z¢ und Kleinere als unmerklich fortzulassen
sind. Man kann nun weiter z in die Form bringen:

z — Bxrsinv-f- Cxr cos v,

wo v die wahre Anomalie bedeutet. Man kann dann sofort z
als Funktion der exzentrischen Anomalie darstellen und die
obigen Integrale fur f {uf) = um entwickeln. Bis zum an-
gegebenen Genauigkeitsgrad findet sich dann:

s u) = «t[BI]+ Q\~ - elBl] + ¢c“C?-

1 8( »)= &e[BIl + CIN- e# | cnd
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Bei der Zusammenfassung des Resultats fur Qa nach
Formel (4) empfiehlt sich folgende Schreibweise. Es sei q0
die mittlere Dichtigkeit der Sonnenkugel, g ihr Radius, w, die
mittlere Bewegung des Planeten und fx = k%die Anziehungs-
konstante, ¢ eine passend zu wahlende ganze Zahl derart, dal
nicht zu groRe und nicht zu kleine Werte fir die Koeffizienten
hervorgehen. Ich setze dann:

)

Dann ergibt sich fur die in den Stérungsformeln fir die
Elemente vorkommende GroflRe a' n' Vafolgender Ausdruck, wo-

bei, wie schon erwéhnt, die Glieder, welche nur das Element
% enthalten, der Einfachheit wegen fortgelassen worden sind:

(8)

(24 + 108e + 115f*+ 35f)

- A 24+ 180+ 335f + 175 £%)-

1006. Sitznngsb. <L matli.-phyB. KL 40
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Far innere Punkte stellt sich die Endformel vollig streng
in sehr viel einfacherer Gestalt dar. Man findet sofort:

S(V,)= Atnl{-}e"F 1(i) + i(Bl + CV>F(i)J
+ S(2CI-1EO V (i)} i

Um alles beisammen zu haben sind nun noch die GrifRen
Bx und Cx und ihre Differentialquotienten nach den Elementen:
Lange des Perihels n, Lange des aufsteigenden Knoten 42
Neigung der Bahnebene i zu berechnen, welche Elemente sich
in Ublicher Weise auf die Ekliptik und den Widderpunkt be-
ziehen. Da sich z auf die Aquatorebene des Ellipsoids be-
zieht, ist:

z= rsinixsin(v. n— Q—d)= Bxrsinv+ Cxrcos t

Hierbei bedeutet ix die Neigung der Ebene der Planeten-
bahn gegen den Aquator des Ellipsoids, d ist die Winkel-
distanz des aufsteigenden Knotens der Planetenbahn auf der
Aquatorebene von dem aufsteigenden Knoten derselben Bahn-
ebene auf der Ekliptik in demselben Sinne wie n und Q ge-
zahlt. Nennt man noch J die Neigung des Aquators und O
die Lange seines aufsteigenden Knotens in Bezug auf die Ekliptik,
so sind die drei Winkel in dem von den drei in Frage kom-
menden Kreisen gebildeten sphérischen Dreieck: i]f 3 und
180° — i und die den zwei ersten Winkeln gegenuberliegenden

Seiten und 42— 0 und d. Man hat demnach:
sin ixsin d= sin J sin (Q — 0)
sini, cos S= cos Jsini —sin J cos i cos (fi — 0)

} o

und damit ergibt sich sofort:
Bx= sini, cos(n— Q — d); Cx= sinixsin (h — i —d). (11)

Die zweite Formel (10) wird fur kleine Werte von J —i
und Q — 0, wie solche in der Tat bei Merkur Vorkommen,
praktisch unbrauchbar. Sie ist dann durch:

o I i ., U—0
sinixcosd= sin(i —J) + 2sinJcosisin*— ~—

Zu ersetzen.
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Aus (11) ergibt sich nun sehr einfach:

W — i Y= B
dda\: cos ixcos (ji — &; *_oci:iz cos ixshf (n — )

und, was auch zur Kontrolle benutzt werden kann:

d(BIl + CI) ..
_— = %sm l. cos Ixcos o.
dl 1 1

Ferner ergibt eine einfache Rechnung:

3S = -\-Cx+ sin/sin (n — 0) — 2sin2™tsinij sin (cos (ji — Q)

3? _ . . . Lo .

af = —Bx—sinJcos(jt— <P — 2sin* | i sin ixsin &in (n — Q).
«

Als Kontrollformel wird man die sehr einfache Relation
zu verwenden haben:

Nunmehr sind alle im Folgenden benutzten Formeln ab-
geleitet.

Es sei gleich bemerkt, daR fir die innem Planeten folgende
Daten benutzt worden sind, wobei das Jahrhundert als Zeit-
einheit angesetzt ist:

i n Q log e log ™ j nx
Merkur 7?7003 757896 477147 9.3131  14.4912
Venus 3.394  130.164 75.780 7.8320  14.8984

Erde — 101.219 — 8.2241 15.1095
Mars  1.850 334.218 48.786 8.9699  15.3841.

Die in Frage kommenden Sékulardnderungen der Planeten-
bahnelemente ergeben sich aus den bekannten Gleichungen:

40*
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de  VI—e 3 /g, F\
dt e dn \ ft )
= =72 . "e
edp = VT2 &S0
sin'td Q. H— ! & o} V}
at - Ty i—e b0 g
____tgji ds(ainiv\__1 L.~ _sf?2i?iryY
dt YiHesd7i \ fi ) Yi—e*sini 3fi \ /i /
5.

Will man nun die angegebenen Formeln zur Darstellung
der empirischen Glieder in den sakularen Bewegungen der
Bahnelemente der inneren Planeten benutzen, so hat man, den
friheren Bemerkungen gemaf, eine Anzahl konzentrischer
Ellipsoide, die mit 1, 2, 3 etc. bezeichnet werden mdgen, pas-
send zu wahlen. Unbekannt sind zunachst die Dichtigkeiten
innerhalb der einzelnen Ellipsoide j,, gs etc., ebenso die
Elliptizitaten kx As etc.,, die Neigungen J%., die Knoten-
langen &x09etc. ihrer Aquatorebenen. Selbstverstandlich wird
man die Zahl der Unbekannten moglichst klein wéahlen, denn
eine durch eine genutigend grof’e Anzahl von Unbekannten er-
zwungene Darstellung der empirisch gegebenen Daten hatte
keine Bedeutung. Sind die einzelnen g bekannt, so muR die
Gesamtdichtigkeit innerhalb des ersten Ellipsoids gx-\ is+-*
angenommen werden. Zwischen dem ersten und zweiten Ellip-
soid herrscht die Dichtigkeit g%+ q¥H— , zwischen dem zweiten
und dritten q*+ gA+ -- u. s. f. Zu bemerken ist noch, da
die Massen innerhalb der Sonnenkugel eigentlich nicht in Be-
tracht gezogen werden sollten. Indessen tritt, wenn hierauf
nicht Rucksicht genommen wird, nur eine VergrdfRerung der
Sonnenmasse ein, was natirlich umsomehr gleichgultig ist, als
sich die einzelnen g gegeniber der Sonnendichtigkeit qQ ver-
schwindend klein ergeben.
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Ursprunglich hatte ich funf Ellipsoide mit den groRen
Halbachsen:
a,= 0.10, 0.17, 0.24, 0.60, 1.20

angenommen. Die Rechnung ergibt aber, dal’ die Koeffizienten,
welche die den drei ersten Ellipsoiden entsprechenden Beitrége
zu den sakularen Veranderungen bestimmen, so nahe propor-
tional verlaufen, dall gar nicht daran gedacht werden
kann, die einzelnen £, g2gs zu bestimmen. Es ist demnach
so gut wie ganz gleichgtltig, wie die Dichtigkeit der
Massenverteilung in der Nahe der Sonne bis zu etwa
a3 der Merkurentfernung verlauft. Man wird deshalb
in jedem Falle mit der Annahme nur eines Ellipsoides, das
zwischen Sonne und Merkurbahn liegt, auskommen mussen und
es ist dabei ziemlich gleichgultig, wie grol man das zuge-
horige a wahlt. Ich habe im Folgenden nur das Ellipsoid 3
beibehalten. Ebenso zeigt der Verlauf der Koeffizienten, dal3
das Ellipsoid 4 keinen nennenswerten Beitrag zur Darstellung
der empirischen Glieder liefern kann und es fast ganz gleich-
gultig ist, ob man dieses beibehalt oder nicht. Ich habe es
schlieBlich fortgelassen, so dal? nur die beiden Ellipsoide 3 und 5
ubrig bleiben. Jedenfalls ergibt sich aus dem Gesagten, daf
die MassenVerteilung im Zodiakallicht nur in ganz allge-
meinen Umrissen bestimmbar ist, was in jedem Falle nicht
zu Ungunsten der ganzen Hypothese zu sprechen scheint. —

Was die Elliptizitaten X betrifft, so zeigt sich ebenfalls,
daf} dieselben innerhalb weiter Grenzen willkurlich angenommen
werden dirfen, ohne eine wesentliche Anderung in der Dar-
stellung der empirischen Glieder zu veranlassen; nicht einmal
die Werte der Unbekannten &ndern sich sehr merklich. Da
zunéchst Uber die Dichtigkeitsflachen im Zodiakallicht nichts
naheres angegeben werden kann und nur die Annahme, dafl
die Abplattungen sehr betrachtlich sind, einige Sicherheit hat,
ist man tatsdchlich zu diesen willkirlichen Annahmen ge-
zwungen. Wichtig ist es, daR eine solche Willklr keine groR3e
Bedeutung hat. Ich habe nun fir das Ellipsoid 3 k= 10, fur
das Ellipsoid 5 dagegen X= 5 gewahlt. Auf diese Weise ist
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erreicht, da die Erdbahn ganz innerhalb des Ellipsoids 5
liegt, was bei der Aufstellung der Formeln angenommen wor-
den ist.

Die Lage der Aquatorebenen der Ellipsoide ist, wie von
vornherein zu erwarten, nicht so unbestimmt, wie die anderen
Daten. Es zeigt sich, daB die Lage des Ellipsoids 3 in ziemlich
bestimmter Weise angenommen werden muB, dagegen die von
5, wegen des geringen Einflusses der hieraus hervorgehenden
Storungen, ziemlich gleichgultig ist. Wichtig und nétig ist
zu einer befriedigenden Darstellung der empirisch gefundenen
Newcombschen Glieder die Einfuhrung einer Drehung des in
der Astronomie dblichen Koordinatensystems gegen ein im
Sinne der Mechanik sogenanntes absolutes oder besser gesagt
gegen ein Inertialsystem im Sinne der Untersuchungen Herrn
E. Andings) und meiner eigenen.)

Ich hatte mich bei einer provisorischen Rechnung, deren
Resultate ich in der Versammlung der Astronomischen Gesell-
schaft in Jena3d vortrug, damit begnugt, die Stérungsfunktion
Va bis auf Glieder zweiter Ordnung inklusive in Bezug auf
Neigung und Exzentrizitaten zu benutzen, ein Verfahren, dessen
Zulassigkeit wohl von Anfang an Uberblickt werden kann, das
durch die folgenden Mitteilungen aber unzweifelhaft bestatigt
wird. Einen detaillierten Nachweis Uber diese Rechnungen zu
geben, héatte kein Interesse mehr, da sie jetzt nur noch als
orientierende Grundlage fir das Folgende benutzt worden sind.
Ich begniige mich deshalb hier nur die damals erhaltenen Re-
sultate anzugeben.

Es gelang eine durchaus befriedigende Darstellung durch die
Einfihrung von funfUnbekannten, néamlich: Neigung«/und Knoten
0 des Aquators des Ellipsoids 3 in Bezug auf die Ekliptik,
die zwei Dichtigkeiten g9 und und schlieBlich der Rotations-

J E. Anding, Enzyklopéadie der mathematischen Wissenschaften,
Band Via, 1905.

2 Uber die sogenannte absolute Bewegung. Sitzungsberichte der
Miunchener Akademie, 1906.
8 Vierteljahrsschrift der Astron. Gesellschaft, Jahrgang 41.
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komponente r, welche sich auf die Orientierung des empiri-
schen Koordinatensystems der Astronomie bezieht und die
hundertjahrige Drehung dieses Systems um eine auf der Ekli-
ptik senkrechten Achse bedeutet. Es ist von vornherein nach
der Art, wie sich die Orientierung des astronomischen Koordi-
natensystems mit der Zeit entwickelt hat, recht wenig wahr-
scheinlich, daR die beiden anderen Rotationskomponenten p
und g auBer r einen nennenswerten Betrag haben koénnten.
Deshalb wurden die p und g gar nicht eingefuhrt, weil sonst
die Zahl der Unbekannten groRRer als winschenswert geworden
ware. So handelte es sich um die Bestimmung von finf Un-
bekannten aus zehn Bedingungsgleichungen und das Uber-
wiegen der letzteren ist.durchaus genugend. Bei der Beur-
teilung dieses Uberschusses ist es bekanntlich ganz gleich-
gultig, ob die darzustellenden empirischen Glieder grol? oder
klein sind. Eine sékulare Veradnderung der Exzentrizitaten
wird erst durch die hoéheren Potenzen von Exzentrizitdt und
Neigung, als in Betracht gezogen worden sind, erzeugt und
man muf sich auf die obige Bemerkung beziehen, dal} diese
ebenfalls von Newcomb abgeleiteten Veranderungen zunéchst
wenigstens unberucksichtigt bleiben kénnen.

Far die funf genannten Unbekannten nebst ihren mittleren
Fehlern ergab sich nun:

J= 6795+ 0797 0 = 40703 + 7?73

& — (252 + 0.15)10-" & = (2.60 + 2.19) 10-15
20

?0

r= 5:693 +i:68.

Hierbei wurde angenommen, daR der Aquator des Ellip-
soids 5 mit dem Sonnenaquator zusammenfallt.

Fur die Rechnung mit den im Vorigen gegebenen ge-
naueren Formeln habe ich nun fir J und #, sowie flr die
Lage des Ellipsoids 5 dieselben Annahmen gemacht, die eben
erwahnt worden sind, da schon so ein guter Anschluf} an die
empirischen Daten in Aussicht stand. Als zu bestimmende
Unbekannte wurde statt gs und g5 eingefuhrt:
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x= 10

5*
Fur das Ellipsoid 3, d.h. a= 0.24, ergibt sich nun:

£ log r(fl
Merkur 0.7839 8.7692* — 10
Venus 0.3498 7.2360,,— 10
Erde 0.2459 6.5196» — 10
Mars 0.1587 5.5894» — 10.

Ferner ist:
log ~(10) — 1.1955*, log Vt(10) = 0.6145.

Fur das Ellipsoid 5 habe ich aus &ufleren Grunden, weil
die friheren Rechnungen beim Mars mit einem Naherungswert
far f ausgefihrt worden waren und ich wegen der Kontrolle
denselben Wert fur f benutzen wollte, angenommen a = 1.2235
(friher 1.20). Hiermit ergibt sich fur Mars:

£= 1.2773; log 'F(E) = 9.5057*
und:
log ~(5) = 0.7833*; log (k)= 0.5494.

Mit diesen Daten kann nun an die Ausrechnung der im
Artikel 4 gegebenen Formeln geschritten werden. Diese Aus-
rechnung ist nicht ganz einfach. Ich hoffe indessen mich durch
wiederholte Kontrollen und wo solche nur auf diesem Wege
zu erhalten waren, durch doppelte Rechnung vor Rechenfehlern
geschutzt zu haben, so dal ich die Sicherheit des Endergeb-
nisses einigermafen verbirgen kann. Die Mitteilung der Einzel-
heiten der Rechnung ware danach wohl Uberflissig und ich
fihre nur das Endresultat an. Zunéchst ist zu bemerken, daR
auch jetzt die Sakularstérungen in den Exzentrizitaten voll-
standig unmerklich sind. Das Weitere kann in die zehn Be-
dingungsgleichungen fur die drei Unbekannten /78, Bs, r zu-
sammengefallt werden, wobei die in Klammern gesetzten Zahlen
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Logarithmen bedeuten und der Strich Uber der Kennziffer eine
Verminderung um 10 andeutet:

Merkur [0.6505 ] Rt + [0.3538,] Rs+ [9.3131] r = + 8:48
dn Venus [7.9629 ] [9.2878,] [7.8338] = — 0.05
dt Erde  [7.8418 ] [9.8834,,] [8.2240] = + 0.10

Mars  [7.9369 ] [9.8403 ] [8.9699] = + 0.75

. Merkur [8.4728%*] [9.5147«] [9.0861] = + 0.61
AT venus  [8.7263 ] [0.4791 ] [8.7723] = + 0.60
Mars  [7.9285 ] [9.7993 ] [8.5091] = + 0.30

. Merkur [9.5404 ] [0.0809,] = + 0.38
Edlt- Venus [8.9815 ] [9.2588 ] = + 0.38
Mars  [7.2369 ] [9.6137,] = —o001

Die Gewichte g sind den von Newcomb angegebenen
wahrscheinlichen Fehlem entsprechend auf ganze Quadrat-
zahlen abgerundet worden.

Von einer weiteren Verbesserung der Groflen J und O
habe ich abgesehen, denn es ergibt sich, dal man eine fast
genau gleiche Darstellung wie friher erhalt, wenn man B3t
der Perihelbewegung des Merkurs und 36 dem Glied im Venus-
knoten entsprechend annimmt:

log Bt = 0.2207, logR5= 8.7084.

Es ist nun weiter nicht moglich die Quadratsumme der
ubrigbleibenden Fehler merkbar, d. h. die Genauigkeit der vier-
stelligen Rechnung wesentlich Gbersteigend, zu verkleinern und
man konnte also,mit dem erhaltenen Resultat sich begnigen.
Indessen schien es mir wunschenswert die mittleren Fehler der
Unbekannten zu ermitteln. Aus diessm Grunde wurde eine
Ausgleichung der zehn Bedingungsgleichungen mit drei Unbe-
kannten ausgefuhrt. Diese ergab die folgenden Werte nebst
ihren mittleren Fehlern:

ft= 1.654 + 0.077; Bb= 0.0477 £ 0.0263
r = 5:85+ i:22

w~N A S

o N

w
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und nunmehr ergibt sich folgende Darstellung, wobei ich der
Ubersichtlichkeit wegen die einzelnen, von R, B6 und r her-
rihrenden Glieder anfihre und ihrer Summe die Newcombschen

Daten gegentberstelle:

h Rt r Rechnung Newcorrb N --B
Merkur +7:396 -0.108 +1.203 +8:49 +8:48+0:43 -O.'0l -0o:m
dn Venus +0.015 -0.009 +0.040 +0.05 -0.05 0.25 -0.10 -0.10
dt Erde  +0.012 -0.037 +0.098 +0.07 +0.10 0.13 +0.03 +001
Mars  +0.014 +0.033 +0.546 +0.59 +0.75 0.35 +0.16 +0.U
~ Merkur -0.049 -0.016 +0.713 +0.65 +0.61 0.52 -0.04 -0.01
da Venus +0.088 +0.144 +0.346 +0.58 +0.60 0.17 +0.02 O
Mars  +0.014 +0.030 +0.189 +0.23 +0.03 0.22 -0.20 -0.1*
_ Merkur +0.574 -0.057 — +0.52 +0.38 0.80 -0.14 -011
di_ Venus +0.159 +-0.009 — +0.17 +0.38 0.33 +0.21 +0.1»
U Mars  +0.003 -0.020 = -0.02 -0.01 020 +0.01 f
In der letzten Rubrik steht noch die Darstellung, wie sie

die provisorische Rechnung geliefert hat. Ein irgendwelcher
in Betracht zu ziehender Unterschied ist nicht vorhanden und
der Umstand, dafR die frihere Darstellung ein wenig besser ist,
hat keine Bedeutung, weil er sofort verschwinden wirde, wenn
eine Neubestimmung von i und # unternommen wirde, was
naturlich gegenwaértig ein ganz unndtiges Unternehmen ware.

Aus den obigen Zahlen /?s und Rb ergibt sich noch:

—= 2.18x 10— =0.31x10" u.
«5 «0

Die Gesamtmasse der ganzen Massenverteilung ist hiernach
gleich 3.1 x10 -7 Sonnenmassen.

Die Dichtigkeit der MassenVerteilung ist also selbst in den
der Sonne am néachsten liegenden Partien ganz auRerordentlich
klein. Sie entspricht der MassenVerteilung, die man erhdlt,
wenn man einen Wirfel Wasser von weniger als *a Meter
Seitenlange in einem Raum von 1 Kubikkilometer verteilt.

«
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Was die Darstellung der Newcombschen empirischen Glieder
betrifft, so ist dieselbe geradezu Uberraschend gut. S&mtliche
Glieder werden innerhalb ihres wahrscheinlichen Fehlers durch
die Rechnung dargestellt und mit Ausnahme des Gliedes in

sm i%(‘t)—bei Mars weit innerhalb des wahrscheinlichen Fehlers.

Bedenkt man nun weiter, dafl diese Darstellung gleich beim
ersten Versuche gelungen ist, so wird man den erreichten Erfolg
wohl kaum nur einem glucklichen Zufall zuschreiben. Die
Sache liegt eben so, daR die gemachten allgemeinen Annahmen
einen weiten Spielraum fur die speziellen Zahlenangaben, die
zu Grunde gelegt wurden, gestatten. Da eine Einwirkung der
das Zodiakallicht bildenden Massen auf die Bewegung der
inneren Planeten unter allen Umstanden stattfinden muf3 und
man, wie schon oben erwdhnt, nur Uber die GrélRe und Art
dieses Einflusses im Zweifel sein kann, da weiter in der durch-
gefiihrten Rechnung nirgends Zahlen auftreten, die nach irgend
einer Richtung Bedenken erregen kénnen, so ist mit einiger
Sicherheit anzunehmen, dall die empirischen Glieder
in der Bewegung der inneren Planeten tatsachlich auf
die Massen des Zodiakallichts zurickzufihren sind.
Wesentlich fur die gewonnene Darstellung ist die Lage
des innersten Ellipsoides, die durch J und bestimmt ist,
wahrend das Charakteristische in der Dichtigkeitsverteilung die
schnelle Abnahme der Massendichtigkeit ist, die bereits in den
Gegenden, wo sich die Merkurbahn befindet, eingetreten ist.
Als ebenso wesentlich fur die Darstellung der empirischen Glieder,
mit Ausnahme des die Perihelbewegung des Merkur bestimmen-
den, hat sich die Einfihrung der Rotationsgrofle r bewéhrt.
Es war dies Ubrigens von vornherein zu erwarten. Was dieses
r betrifft, wonach also eine sdkulare Drehung des empirischen
Koordinatensystems der Astronomie um das der Mechanik zu
Grunde liegende im Betrag von 518 £+ 112 im Jahrhundert
stattfindet, so ist nicht uninteressant, da sich sein Betrag
gegen die friheren Darstellungen mit Ausschlul der Perihel-
bewegung und ohne Ricksicht auf die Einwirkungen der Massen
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des Zodiakallichts nicht unwesentlich verkleinert hat. Ich habe
a. a. 0. darauf hingewiesen, daf3 eine Verkleinerung des fruher
gefundenen Wertes r=.7T5 angemessen zu sein scheint. Eine
solche Verkleinerung ist jetzt schon eingetreten; es ware aber
vielleicht moglich diese Verkleinerung noch weiter zu treiben
durch abgeéanderte Anfangsdaten, die ja doch mehr oder weniger
willkirlich waren, was eben als ein glnstiges Zeichen fir die
Zulassigkeit der Grundlagen dieser Arbeit angesehen werden darf.

Die empirischen Glieder in den Exzentrizitdten konnten
nicht in gleichem MaRe, wie die Ubrigen, dargestellt werden.
Wollte man dieses erreichen, so mufite wohl eine andere- und
voraussichtlich weniger einfache Anordnung der Massen des
Zodiakallichts, wie hier angenommen worden, in Betracht ge-
zogen werden. DalR namentlich in der Nahe der Planeten so
einfache Verhéltnisse gar nicht bestehen kdnnen, durfte inso-
weit feststehen, als das Zodiakallicht als eine Massenanh&aufung
von stabiler Dichtigkeitsverteilung angesehen wird. Damit
werden indessen Fragen berthrt, zu deren Behandlung bisher
noch kein Versuch gemacht worden ist.



