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495

Uber die Konvergenz periodischer Kettenbriiche.
Von Oskar Perron.

(Eingelaufen 2. Dezember.)

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die
Konvergenz periodischer Kettenbriiche mit beliebigen komplexen
Gliedern sind zuerst von Stolz aufgestellt worden.!) Seine
Darstellung hat jedoch insofern etwas unbefriedigendes, als
dabel gewifie IFormeln ohne eigentlichen Beweis iiberraschend
auftreten und nur durch lingere (nicht durchgefiihrte) Nehen-
rechnung zu verifizieren sind. Hinen andern durchsichtigeren
Weg zur Fruierung der Konvergenzbedingungen hat Herr
Pringsheim?) eingeschlagen. Im folgenden bestiitige ich die
gewonnenen Resultate nach einer neuen Methode, wohei nament-
lich die Stolzschen Grundformeln auf rationelle Weise her-
geleitet werden.  Wie ich an andrer Stelle zeigen werde, hat
mein Verfahren aulierdem den Vorzug, dafi sich durch eine
naturgemiifie Ausdehnung desselben auch iiher die Konvergenz
der allgemeinen Jacobischen Kettenbruchalgorithmen mit be-
liebigen komplexen Gliedern im Fall der Periodizitiit ent-
scheiden lifit.

In dem Kettenbruch
al

.
b,
- 1 1)2 + .
1) Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik, 1T, pag. 299 ff.
2) Diese Berichte 1900.
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sollen die a,, b, beliebige komplexe Zahlen bedeuten, die nur
der selbstverstiindlichen Forderung geniigen: a, £ 0. Bedeuten
A,, B, Zihler und Nenner des »'*® Nitherungsbruches, so be-
stehen bekanntlich die Formeln:

A() = 0, Al =y, ;’1,._*_9_ =, 4.2 A,, + Z),..|,(_) A,,_}_],
BO = 1, Bl = Z)l, ])),,-i_g =y |2 ])),, —\L /),,+-’_} ]‘},,_*,1 :
(2) A, By — D, A, = (—1y"ta,a,--a, F 0.

(1

Vermehrt man in A,, B, die Indices siimtlicher a, b um
eme Zahl x, so sollen die entstehenden Ausdriicke mit A, .

. A, B
bezw. B, .. bezeichnet werden, so daly =" der »' Niiherungs-

—[))1',2
bruch des Kettenbruechs
41
o, 9
bz— 1+ /+h
AR TR

ist. Man findet dann leicht, eftwa durch vollstindige Induktion
in Bezug auf », die Relationen

(3) A)'+z = Az—l.1'+l Az'—%—jfz—l,)'-{—l 4’1»'—<}—13
-Br-—}—z - Az—l, r-1 ]))1 _{" Bi{——]. »t1 -[;1"+<l .

Bei Konvergenzuntersuchung periodischer Kettenbriiche

geniigt es, sich auf rein periodische zu heschriinken. Ist dabei

m die Gliederzahl der Periode, so wird dementsprechend

a,, k= a;, 7):)1 -4 - b).,
4'11'.m — -Aq', —1)))', m = "I)))
Aus (3) folgt daher fiix v =m — 1, == (k— m + 7+ 1:
;1;;,“.*_ L= A(l:-—l) m7 -Am——l + ]J‘(Ic—l) m-4 A’LU;

()

BI: mA- L T fl(k -1 m-7 ]))m—l + B(k—— 1) m—-72 1))111 .

Wenn nun der Kettenbruch konvergiert, so geniigt sein
Wert x jedenfalls der Gleichung

th/n -1 & + 4‘/] m

Bm‘—l Zz + Bm ’
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welche mit dem System der heiden folgenden iiquivalent ist:
(5) szlim—lx"l_Am, 1% =Bm—lx+Bm-
Dureh Elimination von « folgt hieraus

| -A~m -1 —0 Am

§] = e = ()
( )) f(Q) | -I))m —1 -l))m -0 ’

14

withrend fiir 2 sclbst die Beziehung
(7) By _ia*+ (Bm - Am—l) z—An=0

hervorgeht. Die Gleichung fiir o ist stets quadratisch und hat
wegen (2) auch niemals die Wurzel o = 0, dagegen kann die
fiir # sehr wohl auch vom ersten oder nullten Grad sein.
Doch ist leicht zu sehen, dafi in diesem IFall der Kettenbruch
stets divergiert; ist niimlich B3, 1 = 0, so folgt aus der zweiten
der Relationen (4) fir A =m—1; k= 1,2,3,... sukzessive
Doy 1=0, Dy,_1 =0, etc. Hs gibt also unendlich viele
sinnlose Niherungshriiche (d. h. mit dem Nenner Null), und
von Konvergenz kann somit keine Rede sein. Im folgenden
setzen wir daher die zur Konvergenz notwendige Be-
dingung

(S) Bm—l :l': O

als erfiillt voraus, so dali Gleichung (7) wirklich eine
quadratische ist.

§ 2.

Eliminiert man aus der ersten der Gleichungen (4) und
aus denjenigen zwel Gleichungen, die aus (4) hervorgehen,
wenn darin & durch b—1 ersetzt wird, die Grofien By—1ym4-.
Dy -2 mts, so erhiilt man:

(()) -Alr m-fi =
. T > .

(4Jm [ + Bm) 44 (k—1)ym-7 _i_ (4’1 n -])m—] _" —tlm-—l ]))m) Ai.k—‘_‘) m-is
und durch eine analoge Uberlegung, indem man die beiden
Gleichungen (4) thre Rolle vertauschen lifit, ebenso:

-Bkm-i—/'. =

10) ,
( ’ (-A-"l- all -}— -1))1") 1;("‘-1)'"—*—;- + (4] m Blu—l "_’Am-—l -Z))m)l))(k—‘_’) m-{-i »
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Betrachtet man die FL (9) fiir abnehmende Werte von %,
so erhiilt man Ay, 4, zuerst linear ausgedriickt durch Ag—1ym42
und Ag—gym+s, sodann durch Ag—omir und Ag_gymis w8, w.,
endlich durch A, 4; und 4;:

(11) flkm-[-;. - —Z)flm-{-/'. + Q/I).-

Nun kann, wenn wieder f(p) die in (6) eingefiithrte Funk-
tion einer Variabeln o Dbedeutet,

Q,‘ == (-«'lm—l + —Bm) Qk_l + (Jlm ]))m—l'— /l m—1 ]))m) Qk—? + QI‘I‘Qf(Q)

gesetzt werden, und hieraus folgt offenbar ebenso, wie (11)
aus (9):

(12) o= Po+ Q-+ ¢lo)flo),

wo ¢ () ein gewisses Polynom vom (k—2)ten Grad, und P, ¢
dieselben Grofien wie m (11) bedeuten.

Wir betrachten jetzt erstens den Fall, dafi f(0) zwel ver-
schiedene Wurzeln hat: o, und ¢,. Dann ergibt sich durch
Elimination von P, ¢ aus (11) und den beiden fiir o = g,
und p = o, aus (12) hervorgehenden Gleichungen, sogleich:

| 11[; n--2 Am +Z -A i

k

o¢ 00 1 =0,
k

04 2, 1 ‘

oder:
(13) (90 e Ql) Ak m--4 = 0113 ('Am S QI ji/'.) - Ql; (A m--1 o QO 'A/'.) i
ebenso auch

(14) (¢y—0) B =o( B, —o B)—ei(B

)
k42 Y ])/)

m—-7 <0

Durch Auflosung nach of, o folgt hieraus weiter:

(1 .)) | Ii/'. 'jlm—{—i. of o= A km -7 "A“lm-i-/'. el A/'. (fijl' Py . )
L > ST < T <oy Gy
L/’. ‘Brzz+7. | ’Lknz—{—/‘. ]))m-{J. -0 'B/'. |

Dureh die fundamentalen Formeln (13) und (14) werden
Zihler und Nenner der-Nitherungshriiche in independenter
Form dargestellt. Um nun zuniichst eine notwendige Konvergenz-
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bedingung zu finden, nehmen wir an, der Kettenbruch kon-
vergiere (gegen den Wert x). Da alsdaim lim ]1'""“}';

k=w Dkm47
ist, so muf By, 4, fiir hinreichend grofie k' gewifs von 0 ver-
schieden sein; man darf also (15) durch By, 4, dividieren,
und erhiilt dann durch Ubergang zur Grenze & =

=80

1 flm*—/" Qk
lim
k=w j), _1),”_*_/ Jfkm—{-/

(fir o = g, o))

(]),,l I" . 0.[),)

m--. "0 —A;.)7

Die links stehende Determinante kann nicht fiir zwei auf-
einander folgende Werte von 4 verschwinden. Denn in diesem
Fall folgt. da dann die rechte Seite fiir o = ¢, und p = o,,
also identisch in o verschwindet:

Bix = 4;, Bm+;.l“ = 4‘1“.+;_,
und mdem man 4 durch die niichstfolgende Zahl ersetzt, auch:
2 rR— ) 1
Bipix= Ay, Bpyip1d = Auyitg1,

woraus D ;4 — A; B, = 0 hervorginge; aber dies steht
mit (2) im Widersprach. Man kann somit 7 derart wiihlen,
dal die fragliche Determinante nicht verschwindet; daun ist aber
aus der letzten Gleichuny offenbar die Existenz der Grenzwerte

k fe
: 2, 9,
(16) lim = L,, lim = It
h=c ‘I)""“T" k== J)I:mf/
zu schliefien.  Wiirden diese heide verschwinden, so folgte wieder
wie oben: Biux = A;, D420 = A, s, und demmach miilite
die  Determinante verschwinden, was unsrer ausdriicklichen
Annahnie widerspricht.  Sei also 22, 4+ 0; dann darf die zweite
Gleichung (16) durch die erste dividiert werden, und es er-

oibt sich:
( k ]‘)
i (-’1 _
!:j_—nll. ;L)n> ]{0

Dies ist aber nur mdaglich, wenn [0, > o, , B, =0 ist.

S
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Die Bedingung lo,|> o, ist also fiir die Konver-
genz notwendig. Ist sie aber erfiillt, so folgt aus (13), (14):

N P m+ 2
(17 a) lim = E7HE An+i 0,4
k= w0 -Bkm—i—i ])m-{—) 9, B}

sowie nur der Nenner von 0 verschieden ist. Wenn aber im
Gegenteil Bupz— 0, B =0, so ist dies nach (4) gleich-
bedeutend mit:
A, By + By (B — 91) = 0;
da anfierdem nach (6)
4’1::1. -Bm‘ -1 (fim—l - Ql) (Bm - Ql) = Oa

so verschwindet auch die Determinante dieser zwei Gleichungen,
also A—/ (flm—l - 91) + j))) flm = 07 d. h. fim+/‘. - 0, -A/‘. = (.

Iis verschwindet also auch der Ziihler von (17a), und man
hat daher in diesem Fall nach (13), (14):

. P A 0,4
(17 b) lim )lc '”+/'. — m+-7. Uy 5
k=w Dkm--1 Bm—{-/. ¥OJ)/.

1

Nun ist aber identisch

| A711+}, — 0 A/‘. 44:11 -1 0 l 41-7. ]))) I14-7:1 -1 0 Am | 0
|Bm—1—/'. - QB/ Bm—l I—_ ) ‘Bm-—l ];m_’\)i B
fiir 0 = 0, 0y

Da autierdem o, + o, gleich dem negativen Koeffizienten
von o in der Gleichung f(0) = 0 ist, also o, + 0, = An -1
+ B, so lassen sich die beiden letzten Rcsultnte auch 1n
folgender Form schreiben:

(18) Ap_1—o0, 09— Bu ,.
- = fiir Bpas—o,B; £0
lim flkm-l—) Bm—l ]J)m—l n -4 Uy, Dj :#:
mm - B
k== .Z)k m--A Am L1 0, 0 _]))m .
‘>* .B::—l— - _-ll))m--l fur B"'—%';"_ QIB/'. = 0

') Ks ist nimlich ausgeschlossen, dali der Nenner wieder ver-
schwindet; denn mnach der letzten Deduktion miifite auch der Ziihler
wieder verschwinden; da also Am-{—) == pdi, Bm+ti = o Bi fiir o = 9o
und ¢ = py, so wiirde Ai = 0, Bi = 0 folgen, was nicht moglich ist.
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Die beiden Ausdriicke rechts sind von 2 unabhingig, aber
von einander verschieden, und da es offenbar geniigt, die Werte
A=20,1,...m—1 in Betracht zu zichen, so erkennt man,
dafi Konvergenz allemal dann stattfindet, wenn die
Ausdriicke B4, —o, By =10, 1,...m—1) entweder
alle m verschwinden, oder gar keiner von ihnen. Die
erstere Moglichkeit ist iibrigens illusorisch, da fiir Z==m — 1
notwendig

]))271:—1_'01 ij—l == Am—l -Bm-] + -Bm—l m Ql —Bm-—l
= B, 0, ¥ 0
ist. Die zur Konvergenz notwendigen und hinreichen-
den Bedingungen sind also 1m Fall g, & o,:
B0, 0, > 0|, Buyr—o,B%0 fir 1=0,1,...m—2,
und der Wert des Kettenbruchs ist

— % —Bn

X
—Bm —1

§ 3.

Wir behandeln jetzt den Fall p, = o¢,. Eliminiert man

P, @ aus (11), (12) fiir o == p, und der Derivierten von (12)
tir o = p,, so erhiilt man jetzt:

-Ak m4-7 Am -+2 A/ i

2 0 1 =0,
oder ko™ ) 0 .
(19) Axmgr = 0§ A + Eof ™! (Amtis — 0,42,
und analog auch
(20) B = 05 B 4 kol =1 (Bug1 — 2, B2).

Falls But; — o0, B+ 0, was wieder fir o= m—1
sicher der Fall ist, folgt hieraus:
(21) lim Ak m—{—i.‘ _ Am—}-/’. i Qo -A/l
- )
=w -Bk m 4 Bm 44 QO B}.
1905, Sitzungsb. d. math.-phys. K1. 33



502 Sitzung der math.-phys. Klasse vom 2. Dezember 1905.

ein Wert, der wieder wie oben von 4 unabhiingig, niimlich gleich

"1'"_}_ _" 00 _ ‘QO e B,:x

_Bm——l Bm -1

ist. Wenn dagegen fiir gewisse Werte von 4 der Nemner in
5o o

(21) verschwindet, so folgt wie vorhin auch wieder das Gleiche

vom Ziihler, und daher ist nach (19), (20)

(22) 4‘1k m--A = Qﬁ -A/'.’ -Bk md-i = Qg ]))/ .

Nun kann B; nicht verschwinden; denn wegen I3, 4 — 0, B3 =0,
wiire dann auch B, 4; =0, d. h. 4, B,,_y -+ B; B, = 0, also
A; = 0, was aber mit 5; = 0 im Widerspruch steht. Da
somit B; 4= 0, so folgt aus (22)

Aemsr A oo —Bn

—Bkm-l-/'. —B/'. ];m—l
Dies ist aber derselbe Wert wie oben, also konvergiert
der Kettenbruch im Fall g, = ¢, immer.

Man kann die gewonnenen Resultate noch etwas anders
formulieren, indem man statt o,, o, die Wurzeln x,, z, der
Gleichung (7) einfithrt. Nach (5) ist dann zu setzen:

0y = —Bm —1%; + —1))ma {llSO 'gj),—" = Xy (l' B 0, ])
m—1

AuBerdem folgt
Bm-{-/'. — 0 B/‘. S -A-). ]))m -1 + [))i (Bm_‘ Ql) == Bm -1 (“1/'. - »1/'1 -B/)~
so da man folgenden Satz erhilt:

Der Kettenbruch konvergiert dann und nur dann,
und zwar gegen den Wert z;, wenn ecrstens B, 0,
und zweitens die Wurzeln z,, », der Gleichung

Bm~1x2 + (Bm i A—m—l)x—-Am =0

entweder einander gleich sind, oder die Bedingungen
erfiillen:

1} Die letzte Gleichheit hesagt nichts anderes als die voransgesetzte
Identitit: Bm+)'. — 0o B, =o.
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|-Bm—lx0 + Bm:> ])):n—l -71'1 + If,,,i, "J/'. - xl B/‘. # 0
fir 2i=0,1, ... m—2.
Endlich sei folgendes Resultat hervorgehoben, das un-
mittelbar aus (18) folgt:

Wenn von den Konvergenzbedingungen nur die
beiden:

J:J'nl—l :*:(), ; -Bm—l Zy + Bm | > . Bl"'—l Z, -,— B'" |

erfiillt sind, so oszilliert der Kettenbruch in der
Weise, dah

—Al:m-l-/'. e {x() fiir A;, -y B;. :i: 0

lim =-
k= 1)’;”,,_*.;_ Z, fiir “1,'_ — Zy B;, = 0.

Auf das Vorkommen dieser Eigentiimlichkeit hat Thiele
aufmerksam gemacht (Tidskrift for Math. TII. 1879).



