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Sitzung vom 3. Juli 1880.

Herr Klein spricht:

,o,Ueber unendlich viele Normalformen
des elliptischen Integral’s erster
Gattung.*

Der Hauptgesichtspunct, mit dem ich bisher in der
Theorie der elliptischen Functionen gearbeitet habe, lasst
sich mit zwei Worten kennzeichnen. Ich wiinschte, dem
Legendre’schen Modul #? nicht diejenige Alleinherrschaft
zu lassen, welche er bisher fast unbestritten bhesass. Einmal
muss er in manchem Betracht, wie diess bereits die Weier-
strass’schen Vorlesungen gezeigt haben, hinter der rationalen
Invariante J zuriicktreten, andererseits aber bildet er als
Modul zweiter Stufe das Anfangsglied einer unend-
lichen Kette von Moduln, die alle in vieler Hinsicht gleich-
berechtigt sind und eine gleichmiissige Beriicksichtigung
verlangen. In meiner ersten der k. Akademie vorgelegten
Arbeit?) zeigte ich in diesem Sinne, dass sich der Begriff
der Modulargleichungen wesentlich erweitern lasse. Herr
Gierster publicirte im Anschlusse hieran eine Unter-
suchung?), derzufolge die neuen Modulargleichungen fiir

1) Sitzungsbericht vom 6. Dec. 1879.
2) Sitzungsbericht vom 5. Febr. 1880.
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zahlentheoretische Zwecke ebenso mit Nutzen verwerthet
werden kénnen, wie die fritheren. Ich wiinsche heute den-
selben Grundgedanken, allerdings nur in allgemeinen Ziigen,
nach einer dritten Richtung auszufiibren, indem ich nicht
nur, wie bisher, Modulfunctionen (von w,, w,), sondern
doppeltperiodische Funetionen (von u, w, w,) in Betracht
ziehe. Als einfachste Gestalt des elliptischen Integral’s erster
Gattung wihlt man zumeist die Legendre’sche Normal-

form1):
dx
Vx.1—x :—1———-‘/.2 X

Ich beabsichtige zu zeigen, dass ehenso einfache
Normalformen des elliptischen Integral’s erster
Gattungexistiren, in denen die Moduln dritter,
vierter, fiinfter etc. Stufe als Constante auf-
treten, so dass also die Legendre’sche Form
nicht als Normalform schlechthin, sondern
nur als solche zweiter Stufe erscheint, an die
sich, den unendlich vielen Werthen von n
entsprechend, nunendlich viele Normalformen
n'** Stufe anreihen. Dabei mochte ich spiiteren Unter-

1) Dass man im Anschlusse an die gewohnliche Behandlungsweise
diese Form und nicht die aus ihr durch quadratische Transformation

hervorgehende
dx
[,/] —x.1 —#*x*

als eigentliche Normalform betrachten soll, habe ich u. a. mathe
matische Annalen XIV, p. 116 auseinandergesetzt. Will man doch an
letzterer festhalten, so operirt man, im Sinne der weiteren Auseinander-

setzungen des Textes, mit einer Normalform vierter Stufe: ]/; ist
dann die Oktaederirrationalitit (Annalen XIV, p. 155).
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suchungen vorbehalten, zu heweisen, dass sich an jede dieser
Normalformen in vollem Uwmfange analoge Untersuchungen
ankniipfen lassen, wie man solche an die Legendre’sche Form
in mannigfachster Weise angeschlossen hat.

Es kann sich bel einer solchen Theovie zuvorderst nicht
um neue Thatsachen, sondern nur um neue Auffassung
hekannter Thatsachen handeln. In der That sind meine
ersten Sitze nichts Anderes, als eine Umstellung der he-
kannten Hermite’schen Sitze {iber @ -Producte, wobei
jch nur #Husserlich, im Anschlusse an die Weierstrass’-
schen Vorlesungen, insofern eine Umiinderung treffe, als
ich statt der Function ©, deren unendlich viele Formen
fir meine Zwecke gleichberechtigt sein wiirden, die nur in
einer Form existirende Function o setze.

Man betrachte verschiedene Producte aus je n Fac-
toren o:
oc(u—a,).6{u—a).....0(u-—a,l,
ou—h).ocu—h,)..... o (u -~ b,), ete.,
wo

Ja = b = ete.

sein soll. Dann hehaupten die hier in Betracht kommenden
Hermite'schen Sitze; dass der Quotient je zweier
solcher Producte eine doppeltperiodische
Function von u ist mit denjenigen Perioden
©w,, w,, die bei der Bildung der o-Function be-
nutzt wurden, sowie: dass sich alle solche Pro-
ducte aus n unabhingigen derselben linear
zusammensetzen lassen. — Ich schreibe nun, indem
ich n unabhiingige Producte dieser Art auswihle und unter
Xps Xy . . . Xooy homogene Variable, unter ¢ einen Propor-
tionalitdtsfactor verstehe:
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0x, =0(u—a).o(w—a,)... .0(u—a,),
ox, = o(m—"h).a( - h,).....0(u—bh,
(1) - - = = = =

OX,; =00 —1).0{0—1n,)..... o (u — n,).

Die x betrachte ich sodann, des kiirzeren Ausdruck’s wegen,
als Coordinaten eines Punctes des Raumes von (n— 1)
Dimensionen. In diesem Raume stellen die Formeln (1)
eine Curve dar, die, in Folge der voraufgeschickten Sitze,
das Geschlecht 1 und die Ordnung n besitzt. Ich
will dieselbe eine elliptische Curve der n*" Stufe
nennen. Man kann die Variable u definiren, indem man
sie als Integral an einer solchen Curve hinerstreckt; ich
spreche dann von einem Integral der n*" Stufe.

Die niedrigste in Betracht kommende Stufe ist natiir-
lich die zweite, da es keine doppeltperiodischen Fune-
tionen der ersten Stufe gibt. Die zugehdrige Curve ist die

..0X ,
gerade Linic ~* doppelt iiberdeckt, und, wic man
Xl

leicht sieht, mit vier Verzweigungspuncten
(sommets) versehen. Das Inlegral zweiter Stufe ist
kein anderes, als dasjenige, welches man gewthnlich als
elliptisches Integral (erster Gattung) schlechthin hezeichnet,
niamlich:

x, dx, — x, dx,

‘/‘f (%01 Xy) ’

wo f irgend eine homogene biquadratische Form von xg, x,
bedeutet, die, gleich Null gesetzt, die Lage der Verzweig-

e S
ungspuncte auf =° fixirt.
x
1

Fiir die dritte Stufe erhilt man, wie bekannt, aus
(1) die allgemeine Curve dritter Ordnung der Ebene x,:x,: x,.
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Ein Integral dritter Stufe ist also ein solches, welches an
einer ebenen Curve dritter Orduung hinerstreckt ist. Ich
brauche hier nicht noch hesonders an die elegante Schreib-
weise zu erinnern, die Aronhold fiir solche Integrale
eingefiithrt hat. Nur das will ich betonen, um meiner Grund-
anschauung wiederholten Ausdruck zu geben, dass ich die
Integrale dritter Stufe nicht etwa, wie man diess bisher
fast durchgingig that, auf Integrale zweiter Stufe zuriick-
fiithren, vielmehr dieselben einer directen Behandlung unter-
werfen will. Dieselbe Bemerkung gilt natiirlich hinsichtlich
der Integrale der hoheren Stufen. —

Die Integrale vierter Stufe werden sich auf die ge-
wohnliche Raumcurve vierter Orduung beziehen, welche der
volle Schnitt zweier Flichen zweiter Ordnung ist, die Integrale
fiinfter Stufe auf eine Curve fiinfter Ordnung des Raumes
von vier Dimensionen, ete. Was die algebraische Darstell-
ung dieser hoheren Curven angeht, so findet man dieselbe
der Art mnach ohne Weiteres durch den zwelterwiihnten
Hermite'schen Satz. Aus fiinf fiinfgliedrigen o-Prodnecten :
Xg, X, X,, X4, X, lassen sich 5;; = 15 Glieder zweiter
Ordnung bilden, deren jedes an 10 Stellen des Perioden-
parallelogramm’s gleich Null wird. Daher bestehen
zwischen den fiinf x 15—10 =5 quadratische
Gleichungen, und unsere Curve erscheint als
der Schnitt von fiinf richtig gewihlten Flichen
zwelten Grades des Raumes von vier Dimen-
sionen, — Aehnlich in allen hiéheren Fiillen.

Alle diese ,,elliptischen Curven** besitzen nun in viel-
facher Hinsicht analoge Kigenschaften. Sie haben z. B. alle
nur zwel rationale Invarianten, die dem g, und g, des
elliptischen Integral's entsprechen. Bei allen gibt es, den
berithmten Formeln analog, die Hermite fiir n =27 und

1) Crelle’s Journal Bd. 52,
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Brioscehi fiir n =3!) gegeben hat, rationale Multipli-
cationsformeln vom Grade n?, die ohne Weiteres das an
der Curve hinerstreckte, richtig normirte Integral in

1 dZ
0 73 __ 7
B V4 4 8272 — 85

verwandelen, etc. Ich will bei diesen allgemeinen Analogieen
nicht verweilen, sondern gehe nunmehr sofort zur Besprech-
ung des Hauptpunctes der heutigen Mittheilung iiber, nimlich
zur Lehre von den (irrationalen) Normalformen, die
man den Curven n** Stufe und damit den zugehdrigen Inte-
gralen ertheilen kann,

Das Mittel zur Herstellung dieser Normalformen liegt
einfach in einer geeigneten linearen Transformation der x,
oder, was auf dasselbe hinauskommt, in einer geschickten
Wahl der Constante a;, b, ... n; in Formel (1). Indem
man diese Constanten gleich n'" Theilen der Perioden wahlt,
erreicht man, dass in den algebraischen Gleichungen der
Curve n** Stufe, und also auch im zugehdrigen Integrale,
nur noch wesentliche (invariante, aber irrationale) Constante
vorkommen, und diese Constanten erweisen sich
dann als Moduln der n* Stufe.

Tch kann diess heute nur fiir die beiden niedrigsten
Stufen, die Neues bieten, einigermassen ausfithren, nimlich
fir die dritte und die fiinfte Stufe. Bei der dritten
Stufe handelt es sich darum, die bekannte Theorie der
Wendepuncte der ebenen Curven dritter Ordnung in Be-
ziehung zu der frither von mir entwickelten Theorie der
Moduln dritter Stufe (der Tetraederirrationalitat) zu setzen.
Die fiinfte Stufe hat Herr Dr. Bianchi in letster Zeit
auf meine Anregung hin untersucht, und es sind wesent-
lich von ihm gefundene Resultate, die ich im Folgenden

1) Borchardt’s Journal, Bd. 63, p. 30.
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mittheile. Herr Dr. Bianchi wird eine ausfithrlichere
Darlegung dieses Gegenstandes demnichst in den mathe-
matischen Annalen verdffentlichen.

Bei den ebenen Curven dritter Ordnung erinnere ich
an die Existenz der vier Wendepunectsdreiecke und an die
Normalform, die man, nach Hesse, erhiilt, wenn man eins
der Wendedreiecke als Coordinatendreieck zu Grunde legt.
Bekanntlich lautet die letztere:

2) x*+x3+x346ax,x x, = 0.
Alles, was ich hier hinzufiige, ist, dass die hier vor-
kommende Constante a fiir das an der Curve
dritter Ordnung hinerstreckte Integral die
Tetraederirrationalitit i1st., In der That, man
vergleiche die Fornel, die etwa in Lindemann’s Vor-

lesungen von Clebsch pag. 569 fiir den Zusammenhang
$8

der Grosse a mit der absoluten Invariante e gegeben ist;

mit der Gestalt, die ich in den mathematischen Annalen XIV,

p. 154 der Tetraedergleichung ertheilte. Trigt man der

Verschiedenheit der angewandten Bezeichnung Rechnung,

so sieht man, dass beide Gleichungen genan iibereinstimmen.

Man bilde jetzt das zur Curve (2) gehorige Integral.
Dasselbe kann folgende einfache Form annehmen:

(3 x, dx, — x, dx, :
\ B
X,” + 2ax,x,

oder auch eine der heiden anderen Formen, die aus dieser
durch cyclische Vertauschung der x,, x,, x, entstehen.
Hier haben wir nun, was ich als Normalform
dritter Stufe bezeichne. Die in (3) vorkommenden
Variablen sind durch die Gleichung (2) verkniipft; aber in
beiden Ausdriicken, (2) und (3), kommt nur eine Constante
(ein Modul) vor: die Tetraederirrationalitiit.
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Bei der Normalform fiinfter Stufe musste Herr Dr.
Bianchi mit der in (1) enthaltenen transcendenten Definition
beginnen, da ja die algebraische Definition der Curve erst
zu finden ist. Uebrigens erkennt man sofort, dass die Curve
fiinfter Stufe, den 9 Wendepunecten der Curve dritter Ord-
nung entsprechend, 25 singulire Puncte besitat, in denen
je eine Ebene fiinfpunctig schneidet. Diese tiinf und zwanzig
Puncte liegen sehr oft zn je 5 in einer Jhene, und aus
diesen Ebenen lassen sich, den vier Wendedreiecken der
ebenen Curve dritter Ordnung entsprechend, insbesondere
sechs ausgezeichnete Pentaeder zusammensetzen.
Legt man eins derselben als Coordinatenpentaeder zu Grunde,
so erhilt unsere Curve, nach kurzen Zwischeniiberlegnngen,
schliesslich folgende finf Gleichungen:

1
—_— 2 . J—
g, = X7 + a1 X, X4 ax‘ X, 0,
b 1 —
¢, =x*+ax,x, — X, X, = 0,
a
- 4 1 —_
(4) P, - X2“+3X4Xo_axsxx = 0
5 1
P = Xy -}—axox‘—ux‘ixg—-o,
- 2 1 —_
¢, = X,* + ax x, - o Y0¥ =0

Hier kommt wieder nur eine Constante a vor und diese
Constante a erweist sich als identisch mit der Ikosaeder-
irrationalitdt, wie ich sie immer verwandt habe.

Um jetzt das Integral fiinfter Stufe aufzustellen, haben
wir uns nur noch Rechenschaft zu geben, welche Curve
dritter Ordnung irgend drei der Flichen ¢ (4) noch ausser
der von uns in Betracht zu ziehenden Curve fiinfter Ord-
nung gemein haben. Man findet, dass diess eine ebene
Curve ist, die z. B. fiir die drei Flichen ¢,, ¢,, @, in der
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Ebene x, = o enthalten ist. Hiernach hat man fiir das
an der Curve hinerstreclkte Integral nach bekannten Regeln
(vergl. Nother, Mathematische Annalen XIII, p. 510),
unter u,, v, irgend zwei lineare Ausdriicke, unter C eine
willldiirliche Constante verstanden:

(v, du, — u, de)) . x,

| 9o @1 P2 s Vx|

(5) C

Der im Nenner stehende Ausdruck bedeutet dabei die Fune-
tionaldeterminante der hingeschriebenen Functionen.

Die so gewonnene Formel lésst sich aber noch in
doppelter Weise vereinfachen. Kinmal kann man, wie
selbstverstindlich, die linearen Ausdriicke u,, v, beliebig
specialisiren und also z. B. mit irgend zwei der x zusammen-
fallen lassen. Dann aber gelingt es, vermbge der Gleich-
ungen @ = o, die im Nenner stehende Functionaldeter-
minante durch das x; des Zihlers zu dividiren (wie diess a
priori aus dem ADbel’schen Theoreme erschlossen werden
kann). Man erhilt so schliesslich, wenn man noch die
Coustante C benutzt, um unndthige Factoren zu entfernen,
zehn unter sich gleichwerthige einfachste
Schreibweisen fiir unser Integral. Zwei derselben
sind diese:

%, dx, = xdx,
batx,x, — (2234 1) x,x,

(6)

X dxﬁoi =i,
B g2 (9 __ b
ha*x, x, — (2 —a®) x5 X,

.
b

und die iibrigen acht ergeben sich aus diesen zwei durch
cyclische Vertauschung der x.
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