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Conforme Abbildung der Halbebene anf ein Flachen-

stuck, welches von einer circnlaren Kurve dritter

Ordnung oder einer bicircularen Kurve vierter Ord-
nung begrenzt wird.

Von Johann Goettler.
{Sing«laufm 11. Mai.)

(Mit Taf. 11 u. 111)

Im Jahre 1894 hat Herr Professor Lindemann eine
Methode angegeben,) nach der das Problem der conformen
Abbildung fur eine Kurve

/_(*’*’) = 0
erledigt werden kann, wenn sich eine rationale Funktion von
x und y mit reellen Coeffizienten derartig bestimmen lasst,

dass eine passende Potenz des Quotienten (0 eine rationale
Funktion)

IL

9*i
eine rationale Funktion von z wird. Dabei ist bemerkt, dass
dieser Fall unter andern bei der Ellipse und Parabel (von
Schwarz behandelt), bei der Hyperbel (von Lindemann be-
handelt), ferner bei der circularen Kurve dritter Ordnung und
der bicircularen Kurve vierter Ordnung vorliegt. Die beiden
letztgenannten Félle sollen hier behandelt werden.

~ASitzungsberichte der physikal.-6konomischen Gesellschaft zu Kénigs-
berg i. Pr., 7. Juni 1894.
11*
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8 1. Circulare Kurven dritter Ordnung.

I. Die Gleichung einer circularen Kurve dritter Ordnung
kann bei bekannter Bezeichnungsweise geschrieben werden:

az%x+ ax2\z+ Bzzx+ yz%+ yx2\+ 6z+ Hzx+ e= 0. (1)

Setzt man hierina= A —i-A\ = 2B, y* C—i-C\
d= D —i-D\ e= E, so erhélt man die Gleichung der Kurve
in gewdhnlichen Coordinaten:
2(*m+yd (Ax+ Ay)+ 2**(B-fC)+ 2y*(B- C)+ 4xyC

f- % Dx-\-%Dy-\-E = 0.

Jede dieser Kurven besitzt zwei konjugiert imaginare

Asymptoten:
2{A+iA){xtiy) + 2C+iC'=0

und eine reelle Asymptote:
{A% A'D{Ax+Ay)+A:-[A\B-- C)+ A\ B~ <J)-AA'<7]=0.

Figur 1 gibt eine circulare Kurve dritter Ordnung ohne
Doppelpunkt; die X Achse ist die reelle Asymptote. Figur 2
ist eine solche Kurve mit Doppelpunkt; Figur 3 ein spezieller
Fall von 2. Figur 4 eine circulare Kurve mit isoliertem Punkt
(#= y = 0). Die reelle Asymptote ist in Figur 2, 3 und 4
als punktierte Gerade gezeichnet.

Il. Aus der Gleichung f(z,zX = 0 der Kurve (1) folgt:

und hieraus:

e H m -azH m

EMA)]-AK, |

wenn Z eine reelle Grosse ist.
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Die Funktion:

* AM A)] - A Ns»;)]
ist also am Rande der Kurve f = 0 Gberall reell.
Aus Gleichung (1) ist

+ *.(/7*{-2a<51-4a1)-4yy))
+ z.(2Rdx-ia ie-4 yid)-Kd)-4yte). 2
Setzt man M = und 7' = ~2 SO ist:
a
0(®*Z)= A (log/)_L A(iog Jth). 3)

Die Pole der Funktion sind erstens die Punkte M = 0,
d. h. die Brennpunkte der Kurve /*= 0. Ist £= a ein solcher
Punkt und Z = A sein Bild, so ist in seiner Nahe:

z—a= (Z—A)-f (Z— A).
Mithin ist 0 an dieser Stelle dargestellt durch:

<P(z,2) = -\ - +$(Z - A). 4)

Liegt ferner ein isolierter Punkt im Innern des abzubilden-
den Flachenstlickes (Fig. 4), so ist an dieser Stelle, wenn z = J
der fragliche Punkt und Z = B sein Bild ist:

z—b= (Z—£)-y(Z-B);

0 ist also in der Néahe dieses Punktes dargestellt durch:
0(z,Zz) ="~ 2 + y(Z-B). (5)

/an»
Es ist namlich vermdge M = \jT#/ *nh c*esem

(z— b) ein quadratischer Faktor von M.

Enthalt der Rand des Flachenstickes einen Doppelpunkt
der Kurve und ist y-n der Winkel der im Doppelpunkt ge-
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zogenen Tangenten, so ist in der Nahe dieses Punktes die
Kurve durch die Tangenten dargestellt und somit nach dem
Schwarz'schen Satzl) an dieser Stelle, wenn z = ¢ der Doppel-
punkt und Z = C sein Bild ist:

g—c= (z—cy -$ (z—O).

Hieraus folgt, da s — c ein quadratischer Faktor von M
ist, wiederum:

= + (6)

Liegt ferner der Punkt z= oo am Rande des Flachen-
stiickes und ist Z = D sein Bild, so hat die Entwicklung statt:

Es restiert hieraus:
#(*,Z) = y(Z-D). (7)

Dieser Punkt z = oo ist also als gewohnlicher Punkt des
Randes zu betrachten.

J Unter dem ,Schwarz’'schen“ Satz verstehen wir den von H. A
Schwarz in Crelle Bd. 70, p. 109 aufgestellten Satz: ,Die allgemeinste
Funktion, durch welche der in der Nahe des Scheitels z= c liegende
Teil der Flache eines Winkels y-n [y> o] in der Ebene

Z=r-e7 [0< P y-arbo<r < r(
auf die Ebene Z — li- 14t [0 < conform so abgebildet wird, dass

in der N&he dieser Stelle jedem Punkt z ein stetig mit ihm fortrickender
Punkt Z entspricht, wahrend die Werte r = modc, Z = C; 9?2= o, = 0;
P—y n, = n einander entsprechen, ist in der N&ahe dieses Punktes
dargestellt durch:
z- ¢c= (Z- OY-$ (Z- G\

Hiebei bedeutet G eine reelle Zahl, $ eine Potenzreihe mit reellen
Coeffizienten. Der Satz gilt zunéchst fir einen geradlinig begrenzten
Winkel yn und lasst sich sofort nach Schwarz (L c. pag. 116) auf einen
von Kreisbhdgen gebildeten Winkel erstrecken.

Die in der genannten Arbeit gemachten Schlisse reichen aber auch
hin, wenn der Winkel y -.t von beliebigen Kurven begrenzt wird und die
Darstellung auf die Umgebung des Punktes z= ¢, Z = C sich beschréankt.
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Der Punkt z = oo kann auch im Innern des Flachenstiickes
liegen; auch in diesem Fall ist:
4>(z,Z) = <${Z-D). (7a)
Es kann (bei Kurven vierter Ordnung) auch der Fall ein-
treten, dass der Grad von Jf,)) welcher im allgemeinen der
vierte ist, sich um g Einheiten reduciert (g= 1,2,3,4). In
diesem Fall gilt fir den Punkt ~= 00, mag er nun im Innern
oder am Rande des Flachenstlickes liegen, die Entwicklung

4>"Z)y= -| .~4 "~ + N (Z-D). (8)

Hat M = 0 eine o fache Wurzel z= 6 und liegt dieser
Punkt im Innern des Flachenstiickes, so ist
M= (Z— B)a-¥(Z— B)
und deshalb an dieser Stelle

0(s,Z)=- & .~ "~ + ~(Z-£). 9)

Liegt aber der Punkt z = b am Rande des Flachenstiickes
und ist der Winkel an jener Stelle - so ist O (z,Z) in der
Néhe dieser Stelle dargestellt durch:

$ Z)= (2—%Jbzl. +y(z-B) (10

Ist B (Z) eine rationale Funktion von Z, welche fir reelle
Z reell ist und in bekannter Weise den Anforderungen der
Gleichungen 4 bis 10 entsprechend gewahlt ist, so ergibt sich
die Abbildung des Flachenstiickes auf die Halbebene vermittelt
durch eine Gleichung von der Form:
*(*, Z2) = B{Z)
oder:

3-L = i)-Jdz-clazir (i)

D und H sind Konstante, die Integrale als Funktionen
der obern Grenzen zu betrachten. Sehr zu bemerken ist, dass
beide Seiten der Gleichung (11) elliptische Integrale sind.

1) Confer Gleichung 25, pag. 176.
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111, Wir betrachten die durch die Kurve (Fig. 1)
7% -zx—z -z] = 2a3i
oder (X%JF y*) -y = a3
zerschnittene Ebene. Die Rechnung ergibt:
M=z(z* — 8a3i).
0 hat also die vier Wurzeln 0*= 0; a,= — 2ai;
as= a(i+ T™3); ad= a(i — 1™3).

Entsprechen die Punkte z= axund Z=-4, z= a9 und
Z = J." einander, so wird das unterhalb der Kurve befindliche
Flachenstiick auf die Halbebene abgebildet durch:

f — =d- A== -\ -ir (12)
JV~-SaH) IVIZ-A){Z-A){Z-A){Z-A\)

Durch dieselbe Gleichung wird das oberhalb der Kurve
befindliche Flachenstiick abgebildet, wenn Z = A das Bild von
z= asund Z = A das des Punktes z = a4 ist.

m zu reducieren, setzt man
J V i
- — 2ai(l —1v
*~(W+T)+ U3—1)
und findet:
d* ., P
ig) (1 — )
wobei k eine Konstante und x = i- 1/ — — gesetzt ist.
r 2VwV3+3

IV. Als Beispiel einer circularen Kurve dritter Ordnung
mit einem Doppelpunkt betrachten wir die Kurve (Fig. 2)

2%x+ z4 + ai(# - *i)—azzx= 0
oder:
2x5(x%f if) - 4axy —a(x1-f y¥)= 0.
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Derjenige Winkel der im Doppelpunkt gezogenen Tangenten,
in welchem die Schleife liegt, sei y-n. Man findet:

M = z%[z*— 2az(l + 2i) — 3a*].
M = 0 hat ausser dem Doppelpunkt die Wurzelpunkte
ax= ai; a% 2a-f-3ai.)

Bei der in den Gleichungen 4 bis 10 angewendeten Be-
zeichnungsweise findet man folgende Abbildungen:

a) Das von der Schleife eingeschlossene Flachenstick mit
dem Winkel y -n.

" <13>
oder:*)

3a*+ar(2t-|-D)-aiVv3-Vz'-2a(2i+l)z- 3a* D-z{Z-C)-r (13a)

b) Das Aeussere der Schleife — Winkel 2 —y)-n —
die Punkte ax und a%liegen im Innern.

J=d- T
wenn

J = {3a*+ a£(2i-]-1)—aiVS-Vz*—2a,?(2i-f' 1)—3a*}-#"1
gesetzt wird.

c) Der Raum auf der rechten Seite des Kurvenzuges —
Winkel y-n — der Punkt a2 liegt im Innern.

J=Dwmf B (14a)

oder:

* In den Figuren sind die Wurzelpunkte von Gf = o durch numerierte
Punkte dargestellt.

2) Die Constanto D der Gleichung (18a) ist natirlich eine andere
als die der Gleichung (13); dasselbe gilt auch fur die folgenden
Gleichungen.
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1. Wir betrachten die durch die Kurve (Fig. 1)
2% zx—z -2A\= 2a?i
oder X%f- y)-y= a3
zerschnittene Ebene. Die Rechnung ergibt:
Jr= *(*3— 8a*i).
0 hat also die vier Wurzeln ax= 0; at= — 2ai;
ass a(i+ V3); a4= a(i— V$).

Entsprechen die Punkte z= axund Z = A, z= a%und
Z = A einander, so wird das unterhalb der Kurve befindliche
Flachenstick auf die Halbebene abgebildet durch:

f o od~—=J)-f A Iz -+ J'(12)
JVASaH) IVTZ-A{Z-AN{Z-AY(Z-A\)

Durch dieselbe Gleichung wird das oberhalb der Kurve
befindliche Flachenstiick abgebildet, wenn Z = A das Bild von
s= a3und Z= A das des Punktes z = a4 ist.

Um }gﬁ_ zu reducieren, setzt man
Vm

_ — 2ai(l —1)
*~ (W + D+ t(1/3—T)
und findet:
f fz = L€ dt
J — 8aH) J A -<*)(1—»m<)
[2v3_3
wobei it eine Konstante und x = i-]I/ — —==--gesetzt ist.
" 21/13 + 3 b
V. Als Beispiel einer circularen Kurve dritter Ordnung

mit einem Doppelpunkt betrachten wir die Kurve (Fig. 2)

2% x+ z2\f-ai{z%—zf)—azzx= 0
oder:
2x (x%Xxy) —4axy —a(@rr-fy)= 0.
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Derjenige Winkel der im Doppelpunkt gezogenen Tangenten,
in welchem die Schleife liegt, sei y-n. Man findet:

M= 2% [z%— 2az(l + 2i)— 3a*].
0 hat ausser dem Doppelpunkt die Wurzelpunkte
ax= ai; a¥% 2a+ 3ail)

Bei der in den Gleichungen 4 bis 10 angewendeten Be-
zeichnungsweise findet man folgende Abbildungen:

a) Das von der Schleife eingeschlossene Flachenstick mit
dem Winkel y - 7.

dz N~ Cdz

7m (13>
oder:*)

36*+ar(2i+1)-aivVS-VA-2a(2i+1)z- 30* D-z(Z C)~r (13a)

b) Das Aeussere der Schleife — Winkel (2 —vy)-n —
die Punkte ax und aa liegen im Innern.

J=Tmf-moome — - dz — +D " (14)
J{Z-C)-V{Z-A){Z-AIXZ-AXZ-Aliy
wenn

J= {3a*+ an(2i-{-1)—aiVS-Vz'l—2az(2i-\-1)—3a%-z~I
gesetzt wird.

c) Der Kaum auf der rechten Seite des Kurvenzuges —
Winkel y-n — der Punkt aAliegt im Innern.

--------------- + (14a)

oder:

) In den Figuren sind die Wurzelpunkte von = o durch numerierte
Punkte dargestellt.

2 Die Constante D der Gleichung (18a) ist naturlich eine andere
als die der Gleichung (13); dasselbe gilt auch fur die folgenden
Gleichungen.
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J-(Z~C)y=D-{2(C-A'XC-Ai)-)-(2C-A"-A\XZ-C)

+ 2 Y (14b)
d) Der Raum auf der linken Seite des Kurvenzuges —
zwei Winkel (1 —y) -n — Punkt ax liegt im Innern.])
jo=o0) M — . et (15)
J(Z—C)(Z-C")-V(Z—A)(Zz— AY

oder:

\X'+b{Z-(J) +2cY(Z=AXZ"~Aj Z-C'V-r

I12c'Hb'(Z-C™c-VIiZ-AXZ-AJ*Z-C \ '
wenn

b= 2C—A—AX b'=2C—A—AX

c*= (0 —A)(C—AJ, ¢'% (C"—A) @ —AY
gesetzt wird.

e) Der Raum auf der linken Seite des Kurvenzuges,

welcher die Schleife mit enthalt — Winkel (2 —vy) - n.

O .dz . _ "~ + D' (16)
J(Z-C)-V(Z-A)(Z-A)
oder:
J{Z - Cf~ED-{2c"'+b(Z-0)+ 2cY(Z~A)(Z-A~)}2'? (16a)
Y. Eine andere Verteilung der Wurzelpunkte von M = 0
gibt die Kurve (Fig. 3)
2%exf-zz{-fa(@* 2Z)= 0
oder X(x*4"V)+ a —ya= 0.
Der Winkel der Tangenten im Punkt z= 0 ist | -n.
Es ist hier:
M—z% (z%— 4az— 4a%
Die Wurzeln von M = 0 sind ausser dem Doppelpunkt
z= 0 die Punkte a, = 2a(1l—V2) und at= 2a(l + V2).
Z = A sei das Bild des Punktes z = axund Z = A das-
jenige von z = ar

I) Z= A ist das Bild von z= ax und Z = A* das von *= &
Dasselbe gilt bei den Gleichungen 14 und 14a.
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a) Das Innere der Schleife wird abgebildet durch:
f~JL.= D f-—mmmmmmmoeee- —AfN==-= D' (17)
JVM J(Z—C) V(Z—A)(Z—A)

Geht man durch die Transformation

C+ *
von der positiven Halbebene Z auf das Innere des Einheits-
kreises der £ Ebene Uber und lésst die Punkte z = 0 und

= — i, ferner z — ax und £ = 0 einander entsprechen, so
erhalt man die Abbildung:

A<+ 2a*-_ 2 N N N -4 g =2)in21 Vi+ iVi
z fooYt—iyi

b) Das Aeussere der Schleife — Winkel f -n — der Punkt
a%liegt im Innern des Flachenstulickes.

i = z> r—————ee—m- 7A L - N (i8)
JVm J(z—a)- V(z—A )(z—Al)
Ordnet man die Punktez= 0, £= —iundz= ar £= 0

beim Uebergang auf das Innere des Einheitskreises der £ Ebene
einander zu, so ergibt sich:

I i _2aiV2\yp~™W (18a)
* WC-iVii
c) Der Raum rechts vom Kurvenzug — Winkel | -n —
Punkt a%im Innern.

f-fl = D f-mmemmmm- -1-1/ (29)

JVM J(z—c)V(z—A)(Z—a)

Geht man wieder auf den Einheitskreis Uber und ordnet
die Punktez= 0, £= — i und z— av £= 0 einander zu, so

ist die Abbildung gegeben durch:

4dl+2az-2ai-Vz*—4at;-4ai™  2atl/lh \ / YA+iY* nga)
* “' VC—iVi
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d) Der Raum links vom Kurvenzug — zwei Winkel ~ -#.

J'jlr=~i(z- cyz—»+DbD" (20)
oder:
Sfs-»V £ % - ™
Entsprechen die Punkte z= 0, £= + lundz= 0, £= — 1

einander, indem z = 0 einmal als obere, einmal als untere
Ecke des Flachenstiickes betrachtet wird, so erhalt man:
4a%\-2az— 2ai-Vz%—4az—4a~* ~ i/ C+ |
=n .y

(20b)

Die Constante D ist erst bestimmt, wenn ein negativ
reelles z einem rein imaginaren £ zugeordnet wird.

e) Der Raum links vom Kurvenzug, welcher die Schleife
mit enthalt — Winkel | -7 — Punkt a, im Innern.

fA- =D fov -+ v, (2D
JVm J(z—c) V( i(z—a)
Unter Zuordnung von z= 0, £= —iundz= av £= 0
erhalt man:
4a*4 2az— 2'ai-Vs%—iaz —ial_+ A 5
i v vitid 2P
Zu bemerken ist, dass diese spezielle soeben betrachtete
. . < . .
Kurve durch die Transformation t= z_\_a in die reelle Achse

der t Ebene Ubergefuhrt wird und somit die Abbildungen V
auch auf anderem bekannten Weg erhalten werden koénnen.
Im allgemeinen aber ist dies nicht der Fall.

V1. Als circulare Kurve dritter Ordnung mit isoliertem
Puiikt betrachten wir die Kurve (Fig. 4).

z2%x4-zzi f- ai(z1— zf) —4azzx= 0
oder:
»(»*+ 1) —2axy —2a(x% y*)= 0.
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Es ist hier:
M= z% [zx*— 4az (2 + i) + 12a*].
Die in Betracht kommenden Brennpunkte sind nebst dem
isolierten Punkt
0,= 2a(2+ V2)+ 2ai(l+ V%) undo2=2a(2~V 2)4-2ai(l - V2);
beide Punkte liegen rechts der Kurve.

a) Ist Z— B das Bild des Punktes z= 0, so wird das
Flachenstick links vom Kurvenzug abgebildet durch:

oder: ANV S=D'S 4 xx A
6a— 2+ i)z+ V3-Vs;'t—4a™(2+ i)+ 12a*_ n Z—Bt ,00
m - Tu y B (Ma)

b) Sind Z= -4 und Z= A die Bilder der Punkte z — ax
und z = ar so wird die Abbildung des Flachenstiickes rechts
vom Kurvenzug vermittelt durch:

(d~= i) [ : fil + jy.  (23)
JVM IJVZ-AY(Z-ADN(Z-AHY(Z-J')
§ 2. Bicirculare Kurven vierter Ordnung.
I Die Gleichung einer bicircularen Kurve vierter Ord-
nung ist:

Icz'zi+ az\ + axzf-f Rzzx+ yz% yxf+ 6z+ &ex+ e= 0, (24)
oder, wenn

a= A—IiA\ B= 2B, y= C—iC\ d= D—iD, s= E

gesetzt wird:

*(** + yD1+ 2(x% y'){Ax + Ay)+ 2x'(B+C)+ 2y\B-U)
\-4xyC'+2Dx+2iyy + E=0.

Die Kurve hat vier imagindre Asymptoten, von denen je
zwei parallel sind. Ist li = + i, so sind ihre Gleichungen

2k{x-\-Ry)=-{A+ ARJ+VA*-A*+2AjL'R- 2 * { 2 6 .
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Die Kurve kann einen Doppelpunkt besitzen. Leitet
man aus der Gleichung der Kurve f = 0 wieder nach Lindemann

her, so findet man wiederum, dass die Funktion

M=z"Na%4cky)z42al-4kd-'4cax)} \ZI{R%{-2adx-i axd-ike-iyy”)
+s(2/?il-4alc-4yli)+(ii-4yj«). (25)

Die Funktion 0 wird unendlich erstens in den Punkten
M = 0, zweitens in dem etwa vorhandenen isolierten Punkt,
welcher im Innern liegt, drittens in einem etwa vorhandenen
Doppelpunkt, welcher am Rande des betrachteten Flachen-
stickes liegt. Im ersten Fall gilt die obige Entwicklung der
Gleichung (4), im zweiten die der Gleichung (5), im dritten
die der Gleichung (6). Ferner sind die Gleichungen 8, 9 und
10 zu beachten.

Ist z= ¢ ein Doppelpunkt von f= 0, so ist z— c ein
quadratischer Faktor von M.

Die Abbildung von Flachenstiicken, welche von einer bi-
circularen Kurve vierter Ordnung begrenzt werden, wird mit-
hin nach den obigen Erorterungen vermittelt durch eine
Gleichung der Form

(26)

Il. Wir betrachten zunachst die Kurve (Fig. 5)

2z2% —2azzx(z+ zt)—a3(z+ z3= 0
oder:
(xX1-f- y9%— 2 ax (x%f- y%— a3x =0.

Man findet leicht:
M= 4z 8azx— 4alz*-f «4
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Die Gleichung M = 0 ist irreducibl und hat die Wurzeln
a,= —2,4147 a, - 0,3916 a, a8= (0,4032 + i -0,3191) a,
a4= (0,4032—i-0,3191)a.

Die Punkte a, und as liegen ausserhalb, die Punkte as
und a4 innerhalb des Ovals.

Sind Z= A und Z= A' die Bilder der Punkte z = as
und #= a4, so ist die Abbildung des Ovals auf die Halbebene
vermittelt durch die Gleichung:

f/\

— —= + B\ (27)
JVM IVIZ-AXZ-AXZ-AJITZ-Ai) ~

Durch dieselbe Gleichung wird die Abbildung des Aeussern
des Ovals geleistet, wenn Z= A und Z= A die Bilder der
Punkte z= a, und z = a2 sind.

HI. Als bicirculare Kurve vierter Ordnung mit Doppel-
punkt wahlen wir die Kurve (Fig. 6)

22%[— 2azzx(z -f zy —dlzzl -\ a%(z%— zf) = O
oder:
2 (x*-]- y*— 4 ax (x%f- y%— a%x%+ y) —4awy = 0.
Es ist:
M= 2z*[20z2% 4az(4i—3)—3a*(1+ 2»)].
Die Wurzelpunkte von = 0 sind ausser dem Doppel-
punié = 9—'1—03—i ‘aund 2= —.a

a

In jeder der beiden Schleifen liegt einer dieser Punkte.

d
/ A% = log J, so ist

J:3a(l+2i)-2<4i-3)-iy3(|+2i)Y20’\+4«.<4i-3)-3aI(I+_2.i%/\9)
£
Ist ferner derjenige Winkel der Tangenten des Doppel-

punktes, in welchem die kleinere Schleife liegt, y -jt, so wird
das Innere einer Schleife abgebildet durch
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............... TdZ...- + D. (29)
JVM J(Z~C)- V(Z—A) (Z— AY

oder:
J-(Z-C)y=D-{2c¢'+b(Z-(J) + 2c-V(Z-A)(Z-AD}r, (29a)
wobei c¢*=(C-A)(C-Atjund b= 2C-A-A, ist

b) Das Aeussere einer Schleife — Winkel 2 —y) -n —
ein Wurzelpunkt von M = 0 liegt im Innern des abzubildenden
Flachensttckes.

f9% -5 F 42 vV (30)
JVm NZ € §)-W(Z-AA)(Z-2K)

oder:
J-(Z-C)2r=D-{2¢)+b(Z-Cr)+2cV(Z-Aj(Z~AJ}2r. (30a)

c) Das Aeussere beider Schleifen — zwei Winkel (1 —vy) -n.

8Vm =19 ( z - + D' (31)
oder: L \y
D.iz--C\" (31a)
{z~ C'I
V. Als bicirculare Kurve vierter Ordnung mit isoliertem

Punkt betrachten wir die Kurve (Fig. 7)
472%{—4a{z4- *)zzx—4d4a*zztj-a% (zx— = 0
oder:
(x1+ yNy — 2 ax{x%+ y*) — a%#* 4“ Wp— a¥xy = O.
Man findet:
M= z%[82z%f-4az(14-304"3(14"0ffl
Die Wurzelpunkte von 31= 0 sind

o T N «

und a9= :__]:______EA_}S__L_J__:': 3) a
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Beide Punkte ax und as liegen ausserhalb des Ovals.

J ., %
-~= = log Jj so findet man leicht:
VM
j _ Sa(\+i)+2z(y+Si)+Y8(\+i)-V%z%4caz(I+8i)+Za\\+i) 732)

z
Die Abbildung des Innern des Ovals wird also geleistet
durch die Gleichung:
dz N Cdz
IVm '
oder: J= D -(Z- J9"1. (33a)
Das Aeussere des Ovals, welches die beiden Punkte axund

a%enthalt, wird auf die Halbebene Ubertragen durch die Trans-
formation:

L -dz B ==+ vVv. (34
JVM IV (Z-A)(Z-AD)(Z-A")(Z-A)
V. Eine spezielle Gattung bicircularer Kurven vierter

Ordnung sind die Cassini'schen Kurven.l) Die Gleichung der-
selben ist:

z*zi — a%z%4- ) + «4— md = 0;
oder X1+ + @H%— 4 a¥%%— m4= 0.

Fir m >a erhdlt man Figur 8, fur m<a Figur 9, fur
m = a die Lemniscate von Bernoulli Figur 10.

Die Rechnung ergibt:
M= a*zr— z%2 ad— md) a%ad— md).
Die Wurzeln der Gleichung M =0 sind

. .1/ ad—w 1/ ad—m4
ai=+«; «*=-«; ««=+ J|] — «*=-[] —-r-v
D) Die in V und VI behandelten Kurven sind in anderer Weise

bereits behandelt. Cfr. Lindemann in ,Sitzungsberichte der math.-
phys. Kl. der k. b. A. d. W.* Bd. 26, pag. 288 und 284 und des Verfassers
Inaug.-Diss. Minchen 1697, pag. 63 und 66. Hier bilden sie den speziell-
sten Fall eines allgemeineren Ansatzes.

1900. Sitxnngsh. d. mAUL-phj«. GL 12



180 Sitzung der math.-phys. Classe vom 5. Mai 1900.

a) In Figur 8 (m> a) liegen die Punkte a, und a2 inner-
halb des Ovals auf der X-Achse, a3und a4 ausserhalb desselben
auf der F-Achse. Das Innere des Ovals wird deshalb auf die
Halbebene Ubertragen durch:

f44=2.r a4z

JYm FV(Z-AYZ-A)(Z-A")(Z-A)

wenn Z= A und Z—A die Bildpunkte von z = ax und
z = a%sind.

Die Abbildung des Aeussern des Ovals erfolgt durch die-
selbe Gleichung, wenn Z= A und Z = A den Punkten z = a8
und z = a4 entsprechen.*)

b) In Figur 9 (m< a) liegen die Punkte ax und a8 inner-
halb des linken, a%und a4 innerhalb des rechten Ovals. Die
Abbildung des Innern oder des Aeussern eines Ovals wird also
vermittelt durch die Transformation:

dz

+ D\ (36)
V(Z-A)Z-AD{Z-A")(Z-A\)

* Lindemann 1 c. Gleichung (32).

*) Herr Professor Lindemann machte mich darauf aufmerksam, dass
die Abbildung der Lemniskate fir «i>a bereits von Schwarz in der
Abhandlung von W. Wien: ,Ueber die Gestalt der Meereswellen* an-
gegeben ist. Die Abhandlung befindet sich in den Sitzungsberichten der
K. Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Jahrg. 1895,
pag. 225. Die dort pag. 229 angegebenen Abbildungen sind in unserer
Bezeichnungsweise fir a= 1:

Hiebei ist das Innere der Lemniskate auf die positive, das Aeussere
auf die negative Halbebene abgebildet. Diese Formeln stimmen wesent-
lich mit obiger Gleichung 36, wenn man setzt:
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c) In Figur 10 (m = a) liegt in jeder Schleife einer der
Punkte ax und at. Der Winkel der Tangenten im Doppel-
punkt ist £ - n.

Das Innere einer Schleife wird also abgebildet durch:J)

jdL:D-f — & =r+ Vv 37)
VM J(2-C)HY (Zz-i)(2-i,)
oder:
a-Va'-s>_ D]/ 2c*+b(Z-C)+2e\'(Z- AXZ-AJ

z \% Z—C
wenn ¢% (C — A) (C— AX und b= 2C— A — Axist.

Die Abbildung des Aeussern einer Schleife ergibt:
a—I/V— n \2¢'-\-b(Z-C)+2cy(Z-A)(Z-AY)

y L “ Z-G = (39

Das Aeussere beider Ovale, welches zwei rechtwinklige

Ecken enthalt, wird abgebildet durch:

87M = D J(z=0) (z-=66+ B (39)
oder:
a—Il/a*—z2% n 1/ Zz—C
z YZTQ" (393)
VI. Eine weitere spezielle Gattung bicircularer Kurven

vierter Ordnung sind die Pascal-sehen Schneckenlinien (limagon).
Ihre Gleichung ist:

a) in Gleichung (35)

<= 1;D=—I—_71;Jy—Q,A= r—1 A'=|m+l
b) in Gleichung (35)
»= B 0= m*4r ff-o, 1+ 2

,_ —z2m+ t(l-m i)

A= 1 ws

I) Lindemann 1 c. Gleichung (33).
12+
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A7z —dazzx{z -f zy + 2(@*— 2m%Pzzx\ a¥%z%+ )= 0
oder: (X*+ y%— ax)%— m%x1+ y%= 0.

Jenachdem a>m oder a<m erhélt man die Figuren 11
oder 12; a= m gibt die Kardioide, Figur 13.

Man findet:

M = 7z*.[2 afF-f- (ml— a*)].

Jf= 0 hat ausser dem Doppelpunkt nur die Wurzel
ax= —;_—(—;—If es tritt der Fall der Gleichung (8) ein.

a) Der Punkt z = ax liegt in Figur 11 (a> m) innerhalb
der kleineren Schleife. Der Winkel der Tangenten im Doppel-

punkt ist bestimmt durch tg (p= + L wenn o> der Winkel

der Tangente gegen die positive X-Achse ist; er sei y - n.

Das Innere der kleineren Schleife wird auf die Halbebene
abgebildet durch die Gleichung:

f = D formmee- dz : +V (40)

oder:

V2A~r+3=])j2c'+I{Z-C)+2cy(Z-AXZ™QYy
V2az-\-d2—d | Z— U y
wenn ¢t= (C—A)(C—AX, b= 2 C~A—AV cP= m*—a%ist.
Durch dieselbe Gleichung wird das Innere des grosseren Ovales
auf die Halbebene dbertragen, wenn man y vertauscht mit
2 —y.

Das Aeussere des Kkleineren oder grosseren Ovales wird
abgebildet durch die Gleichung:])

AN R o I S— dz + zr (41)
JVM J(Z-C)-V(Z-D)(Z-DI)
1) Die Integrationskonstanten sind mit D und D*“ bezeichnet, um

eine Verwechslung derselben mit dem Punkt Z = D zu vermeiden.
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oder:

V2a~r+d»+d_TYf2c*+b(Z-C)+2¢c-V(Z-D)(Z-DI\i ,

Y2aJd+~"-d 1 Z-C ) '(41a)

jenachdem d= 2 —y oder 8= y gesetzt wird und wenn
¢c*= (C—D)(C —DI)und b= 2C — D — DI ist.

Das von beiden Ovalen eingeschlossene Flachenstick,
welches zwei Winkel (1 — y) -n enthalt, wird abgebildet durch
die Transformation:

fys=D'S(Z-C)(z-c6 +D 42)
oder:
V2a*+~d*+d n (Z—C\xy
Y2 an +
b) In Figur 12 liegt der Punkt ax ausserhalb des Ovals.

Das Innere des Ovals wird auf die Halbebene Ubertragen durch
die Abbildung:

43>
(43.)
V2az cP—d Z—-06
das Aeussere des Ovals durch die Abbildung:
=4 = j =+ 2/ (44)

fa jy- £ . - . =N
JYM JVviZ-AKZ-AJiZ-DXZ-ljy
¢) In Figur 13 (Kardioide) fallen die drei endlichen

Wurzeln von 0 in den Punkt z = 0.

Das Innere der Figur hat im Punkt z = 0 einen Winkel
von 2n. Es tritt hier der Fall der Gleichung (10) ein.

Die Abbildung des Innern erfolgt durch die Gleichung:)

1) Goettler 1 c. pag. 68 und Gleich. (126a).
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IvrrH A + 1/ w

oder: =D -(Zz—JX"1+ B. (45a)

Das Aeussere der Figur 13 wird auf die Halbebene Uber-
tragen durch die Gleichung:)

4+ D" (46)

(46a)
wenn ¢= (B— D)(B— DX und b= 2B — D — Dx ist.

Analog den bisherigen Erorterungen sind alle Falle zu
erledigen, in denen die Gleichung der Grenzkurve der z Ebene
durch die Transformation t— @(z\ wo @(z) eine rationale
Funktion von z sein moge, in eine circulare Kurve dritter
Ordnung oder eine bicirculare Kurve vierter Ordnung der
t Ebene Ubergeht.2

Die Gleichung einer derartigen Kurve ist:

K-90%(2) =p\z) -I- amp(*) gt (%) m+a, <) - (29 + Bwp(2)-9 (*)
+ 7-<p\z2)+7i'<p\0,) + <<FiB)+ < -p(*,)-fe= w0 (47)
Die Funktion 0 (# Z), welche fur reelle Z langs der
Grenzkurve reell bleibt, ist

1) Goettler 1 c. pag. 68 und Gleich. (127).

2) Es ist dies analog dem Umstande, dass sich die von Herrn Linde-
mann fur die Kurven

aznz* Bzn RjzJ-]-d= o
gegebene Methode auf die Kurven

aP-P+ BP+ NP+ =0

ausdehnen lasst; vgl. des Verfassers citierte Arbeiten sowie die Disser-
tation von L. Marc: ,Conforme Abbildung eines von irreguléaren Hyperbeln
n. Ordnung begrenzten Flachenstiickes aufden Einheitskreis\ Minchen1899.
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$*2)=A Jdog@@().Nij gl), (48)

zn , di
wenn ( ) " und
Jif= 9YN)-(a*—4&y)f- 2d8—4&5- 4a,y)-f <p\2)'{R% 2 adx
-4ajd—4AE-4yyD-| -BYR2NEE 4ak- 4y,i)-|-(d?—4~N)  ist.  (49)

Die Abbildung des Flachenstickes wird vermittelt sein
durch die Gleichung:

<P(z,2) = R (2),

wenn R(Z) eine passend gewahlte rationale Funktion von Z
ist, welche fur reelle Z reell bleibt. Die Integration ergibt:

JyL = DIES(z<.dZ+D), (50)

wenn P(z)=t und T(t) = M (#) gesetzt wird. Die linke
Seite dieser Gleichung ist ein elliptisches, die rechte dagegen
im allgemeinen ein hyperelliptisches Integral.

Bemerkung: In Figur 3 ist die Abscisse des Punktes a2
zu verdreifachen; in Figur 4 ist Abscisse und Ordinate des
Punktes ax zu verdoppeln.



